Lista 3 - Algebra Linear

Produtos Internos

1 — Mostre que (x,y) = 2x1y7 + 3x2Y2 + X3Y3
é um produto interno em R3

2 — Dado x = (X1,...,Xn €Y = (Y1y..-,Yn
vetores em R™, Determine se (x,y) é um produto
interno ou ndo. E se nao for que axiomas falham.

X, Y) = 2 XY

(
b) (xy) =2 xilyil
c) (xy)= ZL] Xi Z?ﬂ Yi
d) (%) =3 il

3 — Em R* determine se (x,y) = X1y +x2y2+
X3Y3 — X4Y4 € um produto interno.

4 — Dado S o subespaco de R? definido como:
S = {(X,U,Z”X —y+z= 0}

a) Determine uma base ortonormal em
relagdo ao produto interno canodnico para
esse subespaco de R3

b) Determine ST em relacdo ao produto in-
terno usual.

c) Determine uma base ortonormal para S, se
considerarmos R3 com o produto interno:

(x,y) = 2x1y1 + 3x2Y2 + X3Y3

d) Determine também S+ em relacio ao pro-
duto interno anterior.

5 — No espaco de todos os polinémios, deter-
mine se (x,y) é um produto interno ou nao. E se
nao for que axiomas falham.

a) (f,g) =="f(1)g(1)

)
b) (f,g) == [§ f(x)g(x)dx
c) (f,g) == [} f(x)g’(x)dx
d) (f,g) == [ f'(x)g(x)dx

6 — No espaco de todos os polinémios, seja

mmzf&mmmm

a) Prove que (x,y) é um produto interno
b) Calcule (x,y) onde f(x) = (t+1)% e g(x) =
t2—2

7 — Para as afirmagbes a seguir determine se
sao verdadeiras ou falsas. Demonstre as verdadei-
ras e em caso contrario forneca contraexemplos.

a) (x,y) = 0se e somente se |x+y]|| = |[|[x—y||

b) (x,y) = 0 se e somente se ||x + y||* =
Il + [yl
¢) [P +yll? + [P —yllI* = 2[x|I* + 2[y|1?

8 — Considere o espaco vetorial real R* mu-
nido do produto interno usual. Seja U o su-
bespaco gerado pelos elementos ul = (1,1,1,1) e
uy = (—1,1,—11). Pede-se:

a) Mostre que (2,1,3,1) nao pertence a U.
b) Determine a melhor aproximagao do ele-
mento v = (2,1,3,1) no subespago U.

c) Determine um subespaco W de modo que
R* = U @ W. Justifique sua resposta

No espago das matrizes 2 x 2 considere:
(A,B) = Tr(ABY)

a) Prove que (A, B) definido acima é um pro-
duto interno.

b) Utilizando o método de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt construa uma base orto-
normal para esse espaco partindo da base:

o 1) (o) (a)rs

10 — No espaco dos polinémios reais considere
o produto interno dado por

1
<ﬂm=Lfmmwa,

—



seja fn(t) = t" paran =0,1,2,.... Prove que as
as fungoes

folt) =1 f1(t) =V3(2t=1) f2(t) = V5(6t2—6t+4

formam um conjunto ortogonal para o subespago
gerado por fy, f1, ;.

11 — No espaco real C(0,2), com o produto

2
(t,g) = J f(t)g(t)dt,

0

mostre que o polindbmio constante mais proxima

a f(x) = e* é a funcdo g = 1z(ez —1). Calcule a
distancia entre f e g.

12 — Considere o espaco vetorial R* munido
do produto interno usual. Seja U o subespago
gerado pelos elementos u; = (1;—1;1;1) e u2 =
(1:2:0;1).

a) Determine uma base para o subespago u-t.

—

b) Calcule a projecao ortogonal do elemento
u=(2;1;1;—1) no subespago U

)

13 — Considere o espaco vetorial P,(R) mu-
nido do produto interno

1
(fa) = | foigltiat

a) A partir da base canénica 1,t,t* do espaco
vetorialP; (R), construir uma base ortogo-
nal para esse espaco.

14 — Considere o espago vetorial real
C([—1,1]) munido do produto interno usual. De-
termine o polinémio p(x) = a+bx, mais préximo
da fungao

f(x) = sin(x)

Dé uma interpretacao geométrica para o po-
linomio p(x).



