ANALISE REAL I: LICAO DE CASA 1

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

e Esta lista deve ser entregue resolvida até o dia 30/09/2013.
e A lista resolvida valerd até 3,0 pontos que serao somados na nota da P1 (valendo entao

1,5 pontos na média final).

Exercicio 1. Dados A, B C R conjuntos nao
vazios e limitados. Defina A+ B = {z +y :
re€AyeBleA-—B={z—y:x€Ayc
B}. Mostre que:

sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
sup(A — B) = sup(A) — inf(B)

Encontre expressoes andlogas para inf(A+ B)
e inf(A — B).

Exercicio 2. Dados A, B C R conjuntos nao
vazios. Mostre que:

(a) sup(A U B) = max{sup A, sup B};

(b) inf(AU B) = min{inf A, inf B};

(c) Se A C B entao sup A < sup B.

Exercicio 3. Seja X C R.Uma fungao é dita
limitada se f(X) C R é um conjunto limi-
tado. Neste caso define-se o sup f como o
supremo do conjunto f(X).

(a) Mostre que a soma de duas fungdes limi-
tadas f,g : X — R é uma funcao limi-
tada

(b) Mostre que (f + g)(X) C f(X) + g(X)

(c) Conclua que sup(f +g) <sup f +supg
e que inf(f +¢) > inf f +inf g

(d) Dé exemplos para os quais valham as de-
sigualdades estritas

(e) Mostre que o produto de duas fungoes li-
mitadas é limitada

(f) Mostre que f - g(X) C f(X) - g(X)

(g) Conclua que se forem ambas positivas
sup(f - g) < sup f -supg e inf(f - g) >
inf f -inf g

Exercicio 4. Se limz,, = a e lim(x,, —y,) =

0 entao limy, = a.

Exercicio 5. Mostre que para todo A C R,
A’ é fechado.

Exercicio 6. Mostre que Q = R.

Exercicio 7. Dado int(E) o conjunto dos

pontos interiores de F.

(a) Mostre que int(E) é aberto.

(b) Se D C E e D é aberto entao D C
int(E).

(¢) Mostre que int(S) = (S°)

(d) Mostre que int(SNT) =

int(S) Nint(T)

Exercicio 8. Prove que os extremos dos in-
tervalos removidos formam um subconjunto
enumeravel denso no conjunto de Cantor.

Exercicio 9. Sejam X,)Y CRe f: X - Y
bijecao continua. Mostre que:

(a) f7' © Y — X ndo é necessariamente
continua.

(b) Se X é um intervalo de R entdo f é
monoétona e sua inversa € continua.

(c) Para todon € IN a fungao g : [0, +00) —
[0,400) definida por g(x) = <Jx é
continua.

Exercicio 10. Dada f : X; — X, com

X1 C Re Xy C R. Prove que sao equiva-

lentes:

(a) A fungao f é continua.

(b) Para todo fechado F' C X5 o conjunto
f7Y(F) é fechado em X, B

(c) Para todo A C X o conjunto f(A) C
f(A)

(d) Para todo B C X3 o conjunto f~1(B) C
= (B)




