ANALISE REAL I: LISTA 1

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Exercicio 1. Seja F(X,Y) o conjunto das fungoes
f:X =Y. Se #X = m e #Y = n, prove que
#F(X,Y)=n".

Exercicio 2. Prove o Principio das Casas de Pombo:
se m > n nao existe funcao injetiva f : I, — I,
(quando m > n, para alojar m pombos em n casas
é preciso que pelo menos uma casa abrigue mais de
um pombo)

Exercicio 3. Dada f: X — Y, prove:

(a) Se X é infinito e f é injetiva, entdo Y é infinito.
(b) Se Y é infinito e f é sobrejetiva, entdo X é infi-
nito.

Exercicio 4. Dé um exemplo de uma sequéncia de-
crescente X1 D Xo D --- D X, D --- de conjuntos
infinitos cuja interseccao NS X,, seja vazia.

Exercicio 5. Prove que o conjunto P(IN) das partes
de IN nao é enumeravel.

Exercicio 6. Sejam Y enumerdvel e f : X — Y tal
que, para cada y € Y, f~!(y) é enumerdvel. Prove
que X é enumeravel.

NUMEROS REAIS

Exercicio 7. Dados A, B C R conjuntos nao vazios
e limitados. Defina —A = {—z,z € A}. Mostre que

sup(—A) = —inf(A)
inf(—A) = —sup(A)

Exercicio 8. Dados A, B C R conjuntos nao vazios
e limitados. Defina A+ B={z+y:z € A,y € B}
eA—B={x—y:2z € A,y € B}. Mostre que:

sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
sup(A — B) = sup(A) — inf(B)

Encontre expressoes andlogas para inf(A + B) e
inf(A — B).

Exercicio 9. Dados A, B C R conjuntos ndo vazios.
Mostre que:

(a) sup(A U B) = max{sup A,sup B}

(b) inf(A U B) = min{inf A, inf B}

Exercicio 10. Seja X = {1,n € N} Mostre que
inf X =0.

Exercicio 11. Seja X C R.Uma fungao é dita limi-

tada se f(X) C R é um conjunto limitado. Neste

caso define-se o sup f como o supremo do conjunto

J(X).

(a) Mostre que a soma de duas fungoes limitadas
f,9: X — R é uma funcao limitada

(b) Mostre que (f + g)(X) C £(X) + g(X)

(¢) Conclua que sup(f + g) < sup f + supg e que
inf(f+g¢g) >inf f +infg

(d) Dé exemplos para os quais valham as desigual-
dades estritas

(e) Mostre que o produto de duas fungoes limitadas
é limitada

(f) Mostre que f - g(X) C f(X) - g(X)

(g) Conclua que se forem ambas positivas sup(f -
g) <supf-supgeinf(f-g) >inf f-infg

Exercicio 12. Prove que o supremo do conjunto
A= (a,b) éb.

Exercicio 13. Usando a caracterizacao dos reais
como (0 unico) corpo ordenado completo, demons-
tre que:

171=1

—(a+b)=—-a-b

Sea#0eb#0entao (ab)~t =a1b7!

Se a < bec>0entao ac < be

1>0

Sea<cec<dentaoa+b<c+d

Se a > 0 entao 1/a >0

Se a < 0 entao 1/a <0

Se x tem a propriedade que 0 < x < b para todo
nimero real positivo b entao x = 0

Dados z,y numeros reais tais que z < y prove
que existe um racional z tal que x < z < y.
Dados z,y € R comz > 0 entao existe n €
N tal que nx > y.
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SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Exercicio 14. Mostre que se a sequéncia a,, ¢ mo-
notonicamente decrescente entao

lim a, = inf{a,,n € N}.

n—oo

Exercicio 15. Mostre que a sequéncia (ay), onde

n 7 . .
an = 5o ¢é estritamente decrescente e ache seu li-
mite.
Exercicio 16. Mostre que a convergéncia da
sequéncia (a,) implica na convergéncia da sequéncia
(lan|). A reciproca é verdadeira?



2 SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

Exercicio 17. Se limz, = a e lim(z, —y,) = 0
entao limy, = a.

Exercicio 18. Seja z,, # 0. Mostre que se existirem
no € N e c € R tais que:

X
0 < |=2t

<c<1
Ln

para todo n > ng. Entao limx,, = 0.

Exercicio 19. Uma sequéncia de niimeros reais (zy,)
é dita sequéncia de Cauchy se:

Ve > 0,3ng € IN tal que n,m > ng = |z, — | < €.

Mostre que:

(a) Toda sequéncia convergente em R ¢é uma
sequéncia de Cauchy.

(b) Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

(c) Mostre que toda sequéncia de Cauchy é conver-
gente.

Exercicio 20. Mostre que se uma sequéncia (a,)
converge a L entao toda subsequéncia converge a L



