ANALISE REAL I: LISTA 2

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

ToOPOLOGIA DA RETA REAL

Exercicio 1. Mostre que:

(a) Um intervalo (a,b) é aberto.

(b) Um intervalo [a,b] é fechado.

(¢) O conjunto {p}, onde p é um real qualquer fi-
xado, é um conjunto fechado.

(d) Um conjunto finito de pontos é fechado.

(e) IN é fechado em R.

(f) O conjunto A = {L;n € ]N} nao é aberto

n+1

nem fechado.

Exercicio 2. Seja A C R um conjunto tal que toda
sequéncia (z,) que converge para um ponto a € A
tem x, € A para todo n suficientemente grande.
Mostre que A é aberto. Vale a reciproca? Justifi-
que.

Exercicio 3. Mostre que se A, B sao abertos entao
A+ B e A- B sao abertos.

Exercicio 4. Mostre que se A é aberto entdo A—{a}
¢ aberto.
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Exercicio 5. Mostre que para todo A C R, A’ é
fechado.

Exercicio 6. Mostre que Q = R.

Exercicio 7. Dado int(E) o conjunto dos pontos
interiores de E.

(a) Mostre que int(E) é aberto.

(b) Se D C E e D é aberto entdo D C int(E).
(¢) Mostre que int(S) = @C

(d) Mostre que int(SNT) = int(S) N int(T)

Exercicio 8. Construa um conjunto limitado de
numeros reais com exatamente trés pontos de acu-
mulagao.

Exercicio 9. Prove que para quaisquer X,Y C R
tem se:

(a) XUY =XUY;

b) XNY c XNY. o
(c) Dé um exemplo onde X NY # X NY.

Exercicio 10. Mostre que todo subconjunto nao-
enumeravel X C R possui algum ponto de acu-
mulacao a € X.

Exercicio 11. Mostre que se K é compacto e F' é
fechado entao K N F' é compacto.

Exercicio 12. Mostre que se Ki,..., K, sao con-
juntos compactos entao U?:l K; é Compacto.

Exercicio 13. Mostre que:

(a) IN nao é compacto;

(b) Q ndo é compacto, obtendo uma subcobertura
aberta que nao admite subcobertura finita ;

(¢) R nao é compacto;

(d) um ponto p é compacto;

(e) um conjunto finito de pontos é compacto;

(f) O intervalo [0, 1] é compacto;

Exercicio 14. (Teorema de Baire) Se Fi, ..., F,, ...

sao fechados com interior vazio. Entao

F:OE
i=1

tem interior vazio.

Exercicio 15. Mostre que todo aberto na reta é
uniao enumeravel de segmentos disjuntos.

Exercicio 16. (Teorema de Lindelof) Dado X C R,
mostre que toda cobertura de X por abertos possui
uma subcobertura enumeravel.

Exercicio 17. Prove que os extremos dos interva-
los removidos formam um subconjunto enumerével
denso no conjunto de Cantor.

Exercicio 18 (Extra). Prove que a soma da série
cujos termos sao os comprimentos dos intervalos omi-
tidos para formar o conjunto de Cantor ¢ igual a 1.



