ANALISE REAL I: RESOLUCOES

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

Exercicio 1. Seja F(X,Y) o conjunto das fungdes f : X — Y. Se #X = m e #Y = n, prove que #F(X,Y) =

nm.

Resolugao:

Lema 1. Se #A =a e #B = b, entdo #(A x B) = ab.

Demonstragao. Dado k € IN, pelo algoritmo da divisao por b € IN, podemos escrever:
k=qb+r,

com 1 <r<b, qrelN.

Afirmamos que f : Iy — I, x I, dada por f(k) = (¢ + 1,r) é uma bijecdo.

De fato, f é injetora pois se f(i) = f(j) = (¢ + 1,7) temos i = ¢gb + r = j. Além disso, f é sobrejetora pois
dado (¢,d) € I, x I, tomando k = (¢ — 1)b+ d temos f(k) = (¢,d) (Note que k € Iy, pois k= (c—1)b+d <
(a —1)b+b=ab).

Sejam f, : I, = A e fp: I, — B bijegoes. E facil ver que g : A x B — I,;, dada por:

gle,d) = [ (o), £y M (D))
é uma bijecao. Logo #(A x B) = ab. O

Demonstremos agora que #F(X,Y) = n™ por indugido em m (onde #X = m e #Y =n).

Se m =1, é fcil ver que h: Y — F(X,Y) dado por:

gy)=fX —Y
a+—y
é bijegao.

Como #Y = n segue que #F(X,Y) =n=nl.

Suponha agora que, para #X’ = (m — 1), tenhamos #F(X’,Y) = n™~L. Considere entdo X = X’ U {a}.

E féacil ver que h: F(X'Y) x Y — F(X,Y) dada por:

g(fy) =X —Y
! !
x»—)f(ac):{ fl(x) sexeX
Yy ser=a
é uma bijecao.

Logo, pelo Lema 1, #F(X,Y) = n™ " n = n™.

[Abdicando um pouco do Tigor podemos apenas sequir a sugestio do Elon (Andlise Real, vol. 1) para o Ezercicio 2.3 do
Cap. 1]

Exercicio 2. Prove o Principio das Casas de Pombo: se m > n nao existe fungao injetiva f : I,, — I, (quando
m > n, para alojar m pombos em n casas é preciso que pelo menos uma casa abrigue mais de um pombo)

Resolugao:

Suponha que existe f : I, — I,, injetiva com m > n. Entao, restringindo o contra-dominio de f a sua imagem
A = f(I,) temos uma bijegdo. Temos porém que A C I, (pois A C I, e I, C I, ja que m >n) e A # Iy,
pois A C I, # I,,,. Logo f : I, = A é bijecao entre I, e parte propria A de I,,. Isso contradiz, no entanto, o
Teorema 1 (Elon: Anélise Real, vol. 1, Cap. 1).

Exercicio 3. (Teorema de Baire) Se F1,..., F,,... sdo fechados com interior vazio. Entao

F= U F,
€N
1
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tem interior vazio.
Resolugao:
O Teorema acima segue dos dois resultados abaixo descritos:

(1) As afirmagdes abaizo sao equivalentes:
e Se F,,, n € N, sdo fechados com interior vazio, entao

F= U F,
€N
tem interior vazio.
e SeU, CR ¢ aberto e denso em R para n € N, entao

U= (U
ieN
€ denso em R.

Demonstragio. F, é fechado com interior vazio se e somente se U, = (R — F},) é aberto denso em R.

F=JF
i€eN
tem interior vazio se e somente se
R-F)=R-|JF=\R-F)=(\Ui=U
i€N i€N i€EN
é denso em R. [l

(2) Se U, CR € aberto e denso em R para n € N, entdio
U= (U
i€N
é denso em R.
Demonstragio. Sejam z € R e € > 0. Afirmamos que (z — ¢,z +¢) NU # (.
Considere B; intervalo fechado ndo-degenerado contido em (x —e, x+¢€). Como U; é aberto denso em

R, existe By intervalo fechado nao-degenerado contido em U1N(intBy). Como Us é também aberto denso
em R, existe Bs intervalo fechado nao-degenerado contido em Uy N (intBz). Por indugao construimos a

sequéncia de intervalos encaixantes B1 D By D --- D> B, D --- tal que B,, C U, _1.
Pelo teorema dos intervalos encaixantes existe y € B,,, para todon € IN. Logo, como By C (x—e€, z+¢€)
e B, CU,_1,paran>1,y€ (x—e,x+€)NU. O

Exercicio 4. Mostre que todo aberto na reta é uniao enumeravel de segmentos disjuntos.

Resolucgao:
Considere U aberto de R. Definimos = ~ y se [min{z,y}, maz{z,y}] C U. Afirmamos que ~ é uma relagio de
equivaléncia em U, e que a classe de equivaléncia de  é um intervalo aberto I, (prove isso).

Dada um intervalo aberto I, existe ¢ € I, N Q. Logo I, = 1.

Como @ é enumeravel, classes de equivaléncia sao disjuntas, e todo elemento de U estd numa classe de
equivaléncia I, temos que U é a unido enumerével de intervalos abertos disjuntos:

U=JIL

Exercicio 5. (Teorema de Lindelof) Dado X C R, mostre que toda cobertura de X por abertos possui uma
subcobertura enumeravel.

Resolugao:
Considere o conjunto enumeravel B = {B,, = (q1,¢2) C R;q1,¢2 € Q,q1 < g2}. Seja C = {Ax; A € L} uma
cobertura por abertos de X.

Seja C' o subconjunto de C formado tomando para cada B,, € B um A, € C que o contenha (se existir). C’ é
enumeravel, pois tem seus indices em IN.

Afirmamos que C’ cobre X. De fato, seja x € X. Como C cobre X existe A tal que z € Ay. Como Ay é
aberto, existe um n tal que x € B, = (¢1,¢2) C Ax. Desse modo temos que = € B,, C A,,. Logo C’ cobre X.



