ANALISE REAL I: LISTA 3

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

LIMITE DE FUNGOES

Exercicio 2. Mostre que nao existe lim,_¢ sin (%)

Exercicio 3. Encontre exemplos de funcgoes f,g
tais que limg,_, f(z) = A e lim,_, 4 g(x) = B mas
limg—q g(f(2)) # B.

Exercicio 4. Prove que se f(x) < g(z) para todo
numa e-vizinhanga de a entao se existirem os limites
limg ., f(z) e lim,_,, g(x) teremos:
lim f(z) < lim g(x).
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Exercicio 5. Sejam f : X — R mondétona e a €
X', . Mostre que, se existir uma sequéncia de pontos
zn, € X com z, > a, limz, = a e lim f(z,) = L
entdo lim, .+ f(z) = L.

Exercicio 6. Uma condi¢ao necesséaria e suficiente
para que uma funcao f : £ — R nao decrescente
possua limite quando x — s7, s = supFE é que f
seja limitada superiormente.

FuNgOEs CONTINUAS

Exercicio 7. Sejam f: X -+ Reg:Y — R fungoes

com f(x) CY.

(a) Mostre que se f é continua em a € X e g é
continua em b = f(a), entdo (g o f) é continua
em a.

(b) (go f) é continua em a € X implica g continua
em b= f(a)? E f continua em a?

Exercicio 8. Mostre que se f(z),g(z) sdo fungoes
definidas numa vizinhanca de a e continuas em a
entao:

(a) h(z) = max{f(x),g(x)} é continua em a

(b) R/(x) = min{f(z),g(x)} é continua em a

(¢) |f(x)] = max{f(x),—f(x)} é continua em a

Exercicio 9. A oscilagdo de uma funcao f : X — R
num conjunto bola aberta em xg de raio § é definido
como:

wy (20, 0) = sup{|f(z1) —

e a oscilagdo num ponto como
ws(xg) = lim ws(xg,d).
#(@o) = lim wg(zo,0)

Mostre o critério de Cauchy para a continuidade de
funcgoes:

Uma funcao f é continua em zy se e somente se
wy(xg) = 0.

Exercicio 10. Uma fungao f : X — R diz-se lo-
calmente constante quando todo ponto de X possui
uma vizinhanga V' tal que f restrita a VN X ¢é cons-
tante. Prove que toda funcao f : I — R localmente
constante, com [ intervalo de R, é constante.

Exercicio 11. Seja f : I — R funcao mondtona
definida no intervalo I. Mostre que se f(I) é um
intervalo entao f é continua.

Exercicio 12. Seja f : [0,1] — R continua, tal que
f(0) = f(1). Prove que existe z € [0,1/2] tal que
f@) = fz+1/2)

Exercicio 13. (a) Mostre que, se X C R é com-
pacto, entao toda bijecao continua f : X — Y
tem inversa continua ¢g: Y — X.

(b) Se f: X = Y é continua e Y é compacto (X
nao necessariamente compacto) é verdade que f
tem inversa continua g:Y — X7

Exercicio 14. Mostre que a funcao f : R — R dada
por f(x) = sen(x?) nao é uniformemente continua.

Exercicio 15. Seja f : R — R continua. Prove que,
se existem lim,_, oo f(2) € lim,— o f(x), entdo f é
uniformemente continua.
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