ANALISE REAL I: LISTA 4

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

DERIVADAS

Exercicio 1. Demonstre a Regra da Cadeia: Sejam
f:X>Rg:Y >R acXnX' b= f(a) eYNY’
e f(X)CY. Se f éderiviavel em a e g derivavel em
b entao go f : X — R é derivavel em a e vale:

(go f)(a) =g (f(a)f'(a).

Exercicio 2. Seja f : X — Y bijecao entre os
conjuntos X,Y C R, con inversa g = f~!:Y —
X .Mostre que, se f é derivdvel no ponto a € X N X’
e g é continua no ponto b = f(a), entéo g é derivavel
em b se e somente se f'(a) # 0. Nesse caso, teremos

g'(b) =1/f'(a).

Exercicio 3. Seja f : I — R derivavel no inter-
valo aberto I. Um ponto critico ¢ € I é dito nao-
degenerado quando f'(c) # 0. Prove que todo ponto
critico nao-degenerado de f é um ponto de méximo
ou minimo local.

Exercicio 4. (a) Mostre que, se f : R — R é de
classe C', o conjunto dos seus pontos criticos é
fechado.

(b) Mostre que se o ponto criticocde f: I — R é li-
mite de uma sequéncia de pontos criticos ¢, # ¢
e f"(c) existe, entao f”(c) = 0.

Exercicio 5. Seja f : R — R tal que
[f(@) = f(W)] < (z —y)?

para todo x,y reais. Prove que f é constante.

Exercicio 6. Dada f derivavel no intervalo I, sejam

v={fl(z)zelteY ={[f(y) - f(@)]/(y—x);z #

yel)}.

(a) Mostre que Y C X.

(b) Dé um exemplo onde Y # X.

(c) Prove que Y = X e conclua que sup X = supY
einf X =infY.

Exercicio 7. Seja f : R — R tal que
[f(2) = fy) < (x —y)°

para todo x,y reais. Prove que f é constante.

FORMULA DE TAYLOR

Exercicio 8. Seja f uma funcao infinitamente dife-
rencidvel em 0. Mostre que:

(a) Se f é par entdo a serie de Taylor centrada na
origem sé possui termos da forma z2".
(b) Se f é impar entdo a serie de Taylor centrada na

origem sé possui termos da forma z2"*1.

Exercicio 9. Seja f : R — R definida por f(x) =
2%/(1 + 25). Calcule as derivadas de ordem 2001 e
2003 de f no ponto = = 0.

Exercicio 10. Demonstre que f” > 0 implica em
f convexa usando a férmula de Taylor com resto de
Lagrange.

Exercicio 11. Seja f : (—1,1) tal que f/, f", f"”
existam e sejam continuas em (—1,1). Assuma
f(0) = f7(0) = 0 mas f"(0) # 0. Mostre que 0

nao é minimo local de f.



