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ﬂ:ll<(u_l

existe

qualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

definicio (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressdo a direita)

id est (em portugués, isto é)

indica o final de uma demonstragdo

reta passando pelos pontos A e B

segmento de reta ligando os pontos A e B
segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
vetor determinado pelos pontos A e B

vetor v

comprimento do segmento AB

comprimento do vetor v

comprimento do vetor AB

determinante da matriz A



ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO

1.1 DEFINICOES ELEMENTARES

O espaco Euclideano é um conjunto de pontos munido de uma estrutura que nos permite
medir distancias e angulos. O nome “Espagos Euclideanos”tem sua origem num grande
matemadtico grego chamado Euclides que, em sua obra Elementos, apresentou, de modo
construtivo, um estudo desses espacos. Sua obra tem inicio em 5 postulados sobre tais
espagos, 0s quais assumiremos como verdadeiros ao longo de nosso estudo de geometria

analitica:

1. E possivel desenhar um segmento de reta ligando quaisquer dois pontos distintos

do espago;
2. Pode-se estender um segmento de reta a uma reta (infinita);
3. Um circulo fica bem determinado a partir da designa¢do de um centro e um raio;
4. Todos os dngulos retos (dngulos de 90°) sdo iguais;

5. Postulado das paralelas: Por um ponto ndo pertencente a uma dada reta pode-se

tracar no maximo uma reta que nunca intersecta a primeira.

Ao longo destas notas denotaremos por [E® o espaco euclideano tridimensional e por
E? o plano euclideano. Usaremos letras maitisculas, A, B, etc., para representar elemen-
tos do espago Euclideano, ou seja, pontos.

Isso posto, comecemos nosso estudo com uma das estruturas sobre a qual pode-se
fundamentar a geometria analitica: vetores.

Um vetor é uma classe de segmentos de reta orientados. E como veremos, hé trés as-
pectos envolvidos na definicdo de um vetor: intensidade (denominada também tamanho,
comprimento, magnitude ou norma), diregdo e sentido.

Os vetores desempenham um papel importante na fisica, onde sdo usados para repre-
sentar grandezas que possuem os atributos enumerados anteriormente. Assim por exem-
plo a velocidade e a aceleracdo de um objecto e as forgas que agem sobre ele sdo descritas

por vetores.



B Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comegaremos com um
termo relacionado: os vetores aplicados. Um vetor aplicado ou seg-
mento orientado é um par ordenado de pontos do espago Euclideano,
ou, de modo equivalente, um segmento de reta no qual se escolheu um
dos extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do
segmento serd denominado ponto final. A tal vetor denotaremos AB.
Para nossas considera¢des um ponto A é considerado um segmento que

A denominaremos segmento nulo. Esse segmento serd denotado por AA
ou por 0.
Dois vetores aplicados sdo ditos equivalentes (ou equipolentes) se e somente se am-
bos sdo nulos, ou se tétm 0 mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido.
Quando identificamos vetores aplicados equivalentes, obte-
mos vetores livres ou simplesmente vetores. Tais objetos po-
dem ser transportados de um lugar a outro, i.e., podemos es-

colher livremente o ponto onde inicia tal vetor. Cada escolha, w
ou seja, um vetor aplicado com a mesma dire¢do, sentido e
comprimento do vetor, é dita ser um representante do vetor. u v
E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por
um lado vetores aplicados ficam bem definidos pela escolha
de diregdo, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores U—v—w

precisam apenas de diregdo, sentido e comprimento. Isso sig-

nifica que consideramos equivalentes segmentos orientados que

sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o mesmo comprimento, mas consider-

amos iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo comprimento.
Chamaremos de vetor nulo o vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nu-

los, ou seja com pontos iniciais e finais coincidentes. O vetor nulo serd denotado por AK

ou por O.
Vetores serdo denotados ou por fontes mintisculas em negrito a
ou através de uma flecha superior: @. Dados dois pontos O e P,
R denotaremos por (ﬁ o vetor que tem como representante o vetor
aplicado OP. Graficamente vetores sdo representados como flechas,
/ﬁ no qual a ponta da flecha aponta na diregdo do vetor.

Como ja dito, um vetor tem trés aspectos: diregao, sentido e com-

/vr primento. A direcdo do vetor é a direcdo do segmento, o sentido vem

de termos escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja de termos

A escolhido um ponto inicial e final e 0 comprimento de um vetor é o
comprimento do segmento que o determina. O comprimento do um

segmento AB serd denotado por [AB|.



O conjunto de todos os vetores de IE® serd denotado por V3. De modo anélogo, de-
notaremos por V2 o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia de
segmentos de retas no plano.

O comprimento de um vetor v = AB serd denotado por ||v|| ou ainda por H/ﬁH

Também diremos que dois vetores sdo paralelos no caso em que um deles for o vetor
nulo 0 ou quando seus representantes tiverem a mesma dire¢do. O termo vetores par-
alelos inclui o caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso
em que coincidem. Logo o vetor nulo é paralelo a todo vetor e todo vetor é paralelo a si

mesmo.

1.1.1 Operagdes com Vetores

Vamos definir duas operagdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicagdo

por escalares.
Por tradicdo, denominamos um ntamero real k de escalar.

Multiplicagdao por Escalar: Dado um vetor v e um escalar k podemos realizar a

multiplicacdo de k e v obtendo o vetor kv definido do seguinte modo:

Se o vetor v é nulo ou o escalar k é zero entdo kv =0

Se k > 0, o vetor kv é o segmento de reta com o mesmo sentido, mesma dire¢do

e com comprimento [k/ ||v|.

Se k < 0 entdo o vetor kv tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v e

comprimento [k/ ||v]|.

1
A
Figura 1.1: Multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitario. Dado um vetor v o vetor

unitario



possui a mesma diregdo e sentido que v e é chamado versor de v.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor.
Muito frequentemente estaremos interessados apenas na dire¢do de um vetor e ndo no
seu tamanho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente
determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante
e podemos multiplica-lo livremente por esse escalar.

Através da multiplicagdo de vetores podemos dar uma caracterizagdo algébrica para o
paralelismo de vetores:

Teorema 1.1 Se dois vetores u, v sio paralelos e v # O entdo u = Av para algum A € R.

Demonstra¢do: Vamos tratar primeiro o caso em que u e v tém mesmo sentido. Neste
caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

A= =h

Com essa escolha, provemos que u =Av.
Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma dire¢do. E como estamos assu-
mindo que u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela

definicdo de multiplicagdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

[u]
AV = Allv]] = = livl = [lu]
v
O que prova que eles tem 0 mesmo comprimento.
A demonstracdo do caso em que u e Av possuem dire¢do contrdria é andloga, porém

nesse caso escolhemos A = —H. O

Coroldrio 1.2 Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se w =Av para algum A € R ou v =0u
para algum 0 € R.

Demonstra¢dao: Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u =Av para algum A € R. Caso contrario,
i.e.,, se v= 0 entdo v =0u para 0 = 0.

A implicagdo contrdria segue da definigdo de multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Se u =Av ou v =0u entdo u e v tétm mesma diregdo, ou seja, sdo paralelos. O
E como consequéncia do coroldrio anterior temos:

Teorema 1.3 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se ﬁ = ?\lﬁ ou ]ﬁ =

OAB.



BC AC
AB

B

Demonstra¢do: Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores ﬁ e lﬁ

sdo paralelos e consequentemente pelo coroldrio acima temos:

ﬁz?\ﬁ ou ﬁzﬁﬁ

Se AB = ABC ou BC = B/ﬁ, entdo pelo coroldrio anterior os segmentos AB e BC
sdo paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas AB e BC. Mas como o ponto
B pertence a ambas as reta, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a
mesma reta. (|

Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo:
a soma, v+ u, de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A partir
de um segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome um segmento
orientado BC que representa u, i.e., tome um representante de u com origem na
extremidade final do representante de v, desta forma o vetor v+ u é definido como
o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da
origem do representante de v até a extremidade final do representante de u.

u+v

Figura 1.2: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para
somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que
come¢am num ponto comum O, como na figura[1-3} Entéo, a partir do ponto final de cada
vetor tragamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P.
E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal OP 6 a soma dos vetores v e u. O
vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o obtido pelo método anterior, pois



o segmento OP divide o paralelogramo em tridngulos congruentes que representam a

soma dos vetores v e u.

Figura 1.3: Regra do paralelogramo.

Observamos aqui que, a partir da definicdo de soma vetorial, é facil ver que v+0 =
0+v =v,ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adigéo.

A partir da adicdo de vetores podemos definir a subtracdo de vetores: o vetor v—u é o
vetor que adicionado a u dé o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores
v e u comegando no mesmo ponto, o vetor v — u serd o vetor que liga a extremidade final

de u a extremidade final de v.

Outro modo de ver a subtracdo v—u é através da seguinte propriedade da adigado

vetores:
Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u, conhecido como o vetor oposto de u, é aquele com mesmo comprimento
e dire¢do de u, mas sentido oposto.
Sob esse ponto de vista, a subtragdo v —u é apenas a soma de v com —u.

Uma observagdo importante é que sempre que os vetores formam um poligono fechado,
como a figura abaixo, sua soma é nula:

Como um caso especial dessa regra é a soma de um vetor com seu oposto, i.e., v+ (—v) =0.

As seguintes propriedades da soma e multiplicagdo de vetores devem ser evidentes:



A%

Figura1.4:v+u+r+s=0
Proposicdo 1.4 Sejam u, v, w vetores e A, A1, A, escalares. As operagdes com vetores desfrutam
das seguintes propriedades:
Propriedades da soma:
Propriedade Comutativa: v+u=u+v
Propriedades associativa: (u+v)+w =u+ (v+w)

Elemento Neutro: 0+u=1u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um tnico vetor —u tal que u+ (—u) =0

B — .

-
-u

Propriedades da multiplicacao de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u+v) = Au + Av

Multiplicagdo por zero Ou = O

Associatividade da multiplicagdo por escalares (A1Az)u = A1 (Au)
Distributiva dos vetores em relacdo aos escalares (A1 +A2)u = Aju+ Au

Elemento neutro multiplicativo Tu =u

Demonstra¢do: Esbocaremos a demonstracdo de algumas dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adigdo dos vetores
u eV, veja a figura A diagonal é simultaneamente os vetoresu+ve u+v.

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo
adicionados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura

As propriedades S3 e S4 seguem como descrito no texto anterior a Proposicao.



A%

u
u
A%

Figura 1.5: Propriedade Comutativa da Soma

Y

u+v+w

Figura 1.6: Propriedade Associativa da Soma

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deix-
amos os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da defini¢cdo de
multiplicacdo de vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicagdo por
escalares (A7A2)u = A1 (A u) observamos inicialmente que os vetores (A7Az)u e Aq(Azu)
possuem a mesma dire¢do e sentido independentemente do sinal de Ay e A, (terdo o
mesmo sentido u se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A1 e A
tiverem sinais contrérios).

Além disso, os comprimentos de (A1Az)u e A1 (Azu) sdo 0s mesmos pois:

A Azu) || = A ] [[Azull = Al (Al [[al]) = A A2l - flul] = [[(A1A2)u]|

A propriedade M4, a distributiva dos vetores em relacdo aos escalares (A7 +Az)u =
A1u + Azu, segue da observagdo de que a dire¢do e o sentido dos vetores (A1 +Ax)u e
A1u+Aru é a mesma. Esse fato é claro se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, ouse A1 +A; =0,
no outros casos o sentido é determinado pelo escalar de maior médulo [A;] e [A;] .

Se o sinal de A1 e A; forem 0 mesmo, teremos que

A1 +A2)ull = [(Ar + M)l [u]] = (A [+ A2])[[a]l = [[Arul| + [[Azul].

Pela defini¢do de adi¢do de vetores é ficil ver que a soma de dois vetores de mesmo
sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do

comprimento dos vetores somados. Dai temos:

[Aralf + [Azull = [[Aru+Azull.



Por outro lado, caso os sinais de A e A, sejam contrarios, teremos:

1A+ A2)ull = (A1 +A2)][[ull = [ As] = A2l [[Jul| = [[Arull = [Azul].

Novamente, pela defini¢do de soma vetorial, segue que:

A ull = [Azull| = [|Ayu+ Azull.
0

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das g propriedades
acima. Essas propriedades sdo andlogas as propriedades dos ntimeros reais e grande
parte da dlgebra desenvolvida para nameros reais se estende para as operacdes vetoriais.
De modo mais geral podemos definir um espago vetorial como um conjunto com uma
operagdo + e uma operagdo de multiplicagdo por escalares satisfazendo os nove axiomas
acima. Os espagos vetoriais sdo uma das estruturas matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.5 v+ v = 2v

Demonstracao: Pela propriedade M5 temos que v 4 v = 1v + 1v e pela propriedade M4
temos quelv+1v = (1+1)v=2velogov+v=2v O

Exemplo 1.6 v + (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela pro-
priedade M4 temos que 1v+ (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos
diz que Ov =0

Como o vetor oposto é tinico temos que o vetor opostoa v é —1v. O

O vetor oposto a v, que como vimos é (—1v) serd denotado simplesmente por —v.
Exemplo 1.7 u +v = w se, e somente se, u = w —v.

Demonstra¢do: Vamos provar a primeira implicagdo: Se u+v =w entdo,u =w —v
Vamos comegar calculando (u+ v) —v
(u+v)—v=u+(v—v) por S2 (1.1)
u+ (v—v) =upor M4 e M5 (1.2)



por outro lado
(u+v)—v =ja que por hipétese u+v=w (1.3)

e consequentemente por e temos:

u=(u+v)-v=w-—v

A implicagdo contrdria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.
O

Exemplo 1.8 Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é

paralelo ao terceiro lado.

C B

Solugdo: Seja o triangulo A de lados AB, BC e CA e seja M o ponto médio do lado AB e
M; o ponto médio do lado AC. O vetor A—T\/h> é igual a metade do vetor AC pois ambos
possuem mesma diregdo e sentido e o comprimento de B—I\/h> é metade do comprimento
de A_I\7l_1> . Analogamente, temos que A_I\7l_z> é metade do vetor A?, ie.,

A—M1> = %ﬁ (1.4)

AM; = %R (1.5)
e consequentemente:

AB = Zm (1.6)

CA = 2MLA (1.7)

Entdo como:

CB — CA + AB (1.8)

10



substituindo e em temos:

CB = 2MLA +2AM; (1.9)
CB = 2(MA + AM]) = 2Mo M, (1.10)
e consequentemente:
MM, = %—B)

E assim o segmento M;M; é paralelo ao segmento CB e seu comprimento é metade
do ultimo.
O

Exemplo 1.9 Dado um tridngulo de vértices A,B,C. Dado P o ponto de encontr()%ia
C

bissetriz do angulo C com o lado AB Entdo o vetor CP é paralelo ao vetor % + Hﬁ,
ou seja,
N
CP=M =1+ =21
<] e
Solucdo:

=

Observe que os vetores u = HE?H ev= % sdo unitdrios. Considere agora o paralel-

ogramo determinado por esses vetores, conforme a figura abaixo:

A

e

11



Como os vetores u e v possuem o mesmo comprimento, pois sdo unitarios. O paralel-
ogramo determinado por estes é um losango. E assim a diagonal que liga o vértice C ao
vértice F é também a bissetriz do dngulo C. E consequentemente o vetor CP é paralelo

ao vetoru+v, i.e,

Exercicios.

Ex. 1.1 — Sendo ABCDEFGH o paralelogramo abaixo, calcule:

a) %ﬁ—i—Fﬁ
b) AD + HG

&) 2AD —FC—BH+GH
Ex. 1.2 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como na figura abaixo. Calcule:
E D
F% C
A B
a) OA + OB+ 0C+0D + OF + OF
b) AB+BC+CD + DEEF+FA

&) AB+BC+CD + DEEF
d) OA + OB +OD + OF

12



e) (ﬁ—l—?\%—i—ﬁ

Ex. 1.3 — Dados os vetores f,...fs5 0os vetores que ligam um vértice de um hexagono

regular aos outros vértices como mostra a figura abaixo.
a) Determine a soma desses vetores em func¢do do vetor f.

b) Determine a soma desses vetores em fung¢do do vetor f3.

Ex. 1.4 — Prove que ﬁ é um vetor unitario com a mesma direc¢do e sentido que v

Ex. 1.5 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicagdo por escalares

resolva a equacdo nas incognitas x e y:

x+3y=u
3Xx—5x=u+v

Ex. 1.6 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares
prove que:

a) (—a)v=—(av)

b) a(—v)=—(av)

o) —a(—v)=av

d) [[Av]| = [A[]lv]]
Ex. 1.7 — Prove que se av =f3v e v # 0 entdo « = f3.

Ex. 1.8 — Prove que av =0 entdioou x =0ouv =0

13



Ex. 1.9 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entao se
ﬁ
AMu+Av=0

entdio A\ = A =0

1.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR DE VETORES

Como vimos na secdo anterior, a adigdo de vetores e a multiplicagdo de um vetor por um
escalar nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados.
Por exemplo, multiplicando um vetor ndo-nulo por um escalar de médulo diferente de
1 obtemos um vetor de médulo diferente do vetor original. De modo semelhante, dados
dois vetores ndo-nulos com diferentes dire¢des, sua soma é um vetor que tem direcdo
diferente dos dois vetores somados.

Observando isso, alguém poderia perguntar:

Quantos vetores eu preciso dar para a partir deles, através das operagdes de soma e multiplicagdo
de vetor por escalar, escrever todos os demais vetores existentes no espago?

Figura 1.7: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

Com o objetivo de responder a questdes como a descrita acima, desenvolvemos um con-
ceito fundamental para o estudo de geometria analitica: Dependéncia e Independéncia
Linear. Antes, porém, definamos combinagao linear.

Um vetor w é dito combinac¢do linear dos vetores {vi};_; , se existem escalares

{aidioq. . tal que

n
w= Z x1Vi
i=1

14



Figura 1.8: w = 2u +3v

fy fs

fs f2

T

Figura 1.9: O vetor f; é combinagdo linear dos vetores f;, f3, f4, f5.

Exemplo 1.10 O vetor w ilustrado na figura é combinacao de u,v. Pois

wW=2u+3v

Exemplo 1.11 Na figura temos que vetor f; é combinacao linear de £, f3, f4, f5.
Como os vetores f1, 5, f3,f4, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0O

f1+f,+f3+f,+f5=0
e assim:

fi1 =—f, —f3—f4—f5
Motivados por esse exemplo definimos:

Definicao 1.12 Os vetores vy, ..., vy sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe
um i€ {1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinacao linear dos demais vetores, ou seja:

Vi = Z O(]'V]',
j#
onde &1, x2,...,0n € R.

Dizemos que os vetores vy, ...,V sdo ditos linearmente independentes (LI) se eles

ndo sdo linearmente dependentes.

15



A partir dessa defini¢do temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.13 Os vetores vq,...,Vy sdo linearmente dependentes se e somente se existem

o, &2, ..., %n NAO todos nulos fal que

n
Z(X]VI =0.

i=1

Demonstra¢do: Suponha que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes. Sem

perda de generalidade suponha que

n
Vi = E X{Vj,
i=2

para &2, «3,...,0n € R.
Somando (—1)v, a ambos os lados da igualdade chegamos a:

n
(—=)vy + Z xivi = 0.
i=2

Logo > i*; «1vy = 0 com &7, &2, ..., &y Ndo todos nulos () = —1).
Reciprocamente, considere que existem o1, &, ..., ®, ndo todos nulos tal que

n
Z(X]VI =0.

i=1

Suponha, sem perda de generalidade que «7 # 0. Multiplicando ambos os lados da

igualdade por o% e isolando v, chegamos a:

n
X
V= E ——V;
o
j—2 M
Ou seja, o vetor v, é combinagdo linear dos demais. O

A negativa légica de tal proposicdo nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.14 Os vetores vy, ...,y sdo linearmente independentes se e somente se

n
Zocivi:0 — () =+ =&y =0)

i=1

Ou seja, a tnica relagdo linear entre os vetores é a trivial, ou ainda, o vetor O pode ser

escrito de modo tinico como combinacéo de vj;.

16



A partir do Teorema [T.14] e da Proposicao estudar a dependéncia linear dos

vetores vy,..., vy é uma tarefa simples. Basta estudar a equagao:

n
E xivi =0,

i=1

com incégnitas oy (i € {1,2,...,1}). Se tal equagdo admitir apenas a solugdo o; = 0
para todo i€ {1,2,...,n}, entdo os vetores vy,..., vy sdo LI Caso contrério, sdo LD.

A dependéncia e independéncia linear de vetores de VZieV3 pode, também, ser carac-
terizada geometricamente. Para isso definamos a dependéncia geométrica de vetores:

Definicido 1.15 Para vetores em V2 e V3 definimos:
1. Um vetor v é geometricamente dependente (GD) se v = 0.

2. Dois vetores u, v sdo geometricamente dependentes (GD) se u e v sdo paralelos a

uma mesma reta.

3. Trés vetores u, v, w sdo geometricamente dependentes (GD) se u, v e w sdo parale-

los a um mesmo plano.
4. Quatro ou mais vetores sdo, por definigdo, geometricamente dependentes (GD).

Um dado conjunto de vetores é dito geometricamente independente (GI) se ele ndo é

geometricamente dependente (GD).

Veremos que um conjunto de vetores sdo geometricamente dependentes [indepen-
dentes] se e somente se sdo linearmente dependentes [independentes]. Tendo em mente
tal equivaléncia, seguem as seguintes observacdes a cerca de dependéncia linear de ve-
tores:

Observamos que dois vetores u, v sdo LD se e somente u é paralelo a v (o que inclui o
caso em que um deles é o vetor nulo).

Além disso, observamos que um ponto O e dois vetores u, v linearmente indepen-
dentes determinam um plano. Para ver isso, tome representantes de u, v com origem em
0. E fécil ver que existe um tnico plano do espago E3 que contém tais representantes.
Assim sendo, dados trés vetores u, v, w com u, v linearmente independentes, entdo u, v, w
é LD se e somente se w é paralelo ao plano determinado por u, v e um ponto qualquer
do espago.

Evite usar raciocinios do tipo: 0 u é ndo-nulo e portanto LI, o vetor v é ndo-nulo e

também LI, entdo os vetores u,v sdo LI. Isso é falso! Pense em dois vetores ndo-nulos
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paralelos. Um raciocinio que, no entanto, é legitimo é: dados n vetores, se m desses
vetores sdo LD (m < n), entdo os n vetores sdo LD. Tente provar isso! Disso, segue
imediatamente que qualquer conjunto de vetores contendo o vetor nulo 0 é LD.

Provemos agora dois lemas de fundamental importancia, ndo apenas para a demonstragao
da equivaléncia entre os conceitos de dependéncia linear e geométrica, mas para toda ge-

ometria analitica:

Lema 1.16 (Lema da Base para Planos) Considere trés vetores u, v, f geometricamente depen-
dentes com u,v geometricamente independentes. Temos que £ pode ser escrito como combinagio
linear de u, v, isto é:

f=oqu+ v,

para x1,x2 € R.

O v 2 5A%

Figura 1.10: Lema da Base para Planos

Demonstra¢dao: Considere um ponto arbitrario O do espaco. Primeiramente obeserve
que f é paralelo ao plano determinado pelo pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comega no ponto O e terminaem P, i.e., seja f = OP.
Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por
O. Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E f4cil ver, entdo, que f = OK + KP.

Como @ é paralelo a u, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, 15)3 = oqu. De maneira
andloga W = V. Desta forma temos:

f=oaju+ oyv.
O

Lema 1.17 (Lema da Base para V3) Considere trés vetores u,v,w € V3 geometricamente in-
dependentes. Temos que, para qualquer £ € V3, vale que f é combinagio linear de u,v,w, ou

seja:
f=o0ju+ v+ azw,

para 1,2, 3 € R.
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f X3W
u xiu
’?V Foov
Yk

Figura 1.11: Lema da Base para o Espaco

Demonstracdo: A demonstracdo é andloga a demonstragdo anterior. Comegamos escol-
hendo representantes dos vetores f,u, v, w que comecam no ponto O (veja a figura ??).
Seja entdo a reta paralela a w passando por O. Essa reta intercepta o plano determinado
por u, v no ponto K.

O vetor OK estando no mesmo plano que u, v, pode ser escrito como combinagdo linear

desses vetores:
—
OK=axju+ oav
—
O vetor IZB é paralelo a w, i.e, IZB = a3z w. Finalmente como Cﬁ = 0K+ @ temos que:

f=oaju+ v+ azw.

Uma vez provados esses resultados demonstremos o seguinte teorema:

Teorema 1.18 Os conceitos de dependéncia e independéncia geométrica e dependéncia e inde-

pendéncia linear sdo equivalentes.

Demonstracdo: 1. Se um vetor v é GD, entdo v = 0. Daf temos que av = O para
a =1 # 0. Dai pela Proposicao segue que v € LD. Reciprocamente, se v é LD
entdo av = 0 para « # 0 entdo v = O e, assim, o vetor v é GD.

2. Se u,v sdo GD, entdo u é paralelo a v. Pelo Corolédrio 2, ou u = Av ou v = 6u
(A, 0 € R). Se u = Av entdo temos:

u=Av=u—Av=0,

ou seja temos o vetor nulo 0 como uma combinagao linear de u, v com o coeficiente

de u igual a 1. Analogamente, se v = 0u entdo teremos o vetor nulo O como
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uma combinagdo linear de u, v com o coeficiente de v igual a 1. Novamente pela

Proposigao segue que u, v sao LD.

Por outro lado, se u, v sdo LD entdo existem ntimeros reais o, o« com pelo menos
um diferente de 0 (assumiremos sem perda de generalidade que o1 # 0) de modo
que:

xiu+ oov =0.

Como «q # 0 temos que:

X2

X1

E assim, temos pelo Coroldrio que u, v sdo paralelos e, portanto, GD.

. Se trés vetores u, v, w sdo GD, entdo duas coisas podem ocorrer: ou u, v sdo GD, ou

u, v sdo GI.

Se u, v sdo GD, pela argumentagdo acima, existem a7, x; ndo todos nulos tais que
aju+ v = 0. Tomando a3 = 0 temos que oju + x,v + x3w = 0 com nao todos
os coeficientes nulos (x7 ou «; ndo sdo ambos nulos). Donde segue que u, v, w sdo
LD.

Se u,v,w sdo GD e u, v sdo GI, pelo Lema temos que
W=x1u+ v,

para x1, x € R. Dessa equagao segue que:
xju+ v+ (—1)w = 0.

Ou seja, os vetores u, v, w sdo LD.

Reciprocamente, suponha que u,v,w sdo LD. Temos entdo que existem ntimeros
reais o, 02, 03 com pelo menos um diferente de 0 (assumiremos sem perda de
generalidade que &7 # 0) de modo que:

xiu+orv+oazw =0

Como «q # 0 temos que:

X2 X3
u=—"Vv——Ww
X1 X1
Temos que o vetor u é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores

v e w (Por qué?). Logo os vetores u, v, w sdo coplanares e, consequentemente, GD.



4. Considere n vetores v4,V,, ..., Vy, comn > 4 (portanto um conjunto GD de vetores).

Duas coisas podem ocorrer: ou v4, v, v3 sdo GD, ou vy, v,, v; sdo GL

Se vy, v,,v; sdo GD, pela argumentagdo acima, existem o1, @2, «3 ndo todos nulos
tais que aju+ v+ az3w = 0. Tomando «; = 0 para j > n temos que ) ;" ; &V =
0 com ndo todos os coeficientes nulos. Logo vy, V,, ..., vy sdo LD.

Caso tenhamos vy, v, ..., vy GD e vy, v,, v5 G, pelo Lema
V4 = X1Vy + X2V, + X3V3,

para «1, 2, 3 € R. Tomando «; = 0 para i > 5, segue:

n
oV + 0V, + o3vy + (—T1)vy + Z o v; = 0.
i=4

Donde segue v4,V,,..., vy LD.

A reciproca no caso de quatro ou mais vetores é imediata. Por defini¢do, quatro ou
mais vetores sdo GD.
O

Proposicdo 1.19 Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagdo linear do conjunto de
vetores linearmente independente {vi};_;

n
u= E XiVj
i=1

entdo essa representagdo é tinica.

Demonstra¢dao: Suponha que a representacdo ndo é tnica

n n
u= E Vi = E o vy
i=1 i=1

entdo:
n n
Z XivVi — Z O(éVi =
i=1 i=1

e logo

i=1

Como os vetores {vi};_; , sdo linearmente independentes, temos que para cada i,

n
/

(o — oc’i) =0, e assim «; = ;. Dessa forma, temos que a representagdo € tinica. O
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Exemplo 1.20 Dado um paralelogramo ABCD. Seja | uma linha reta que intercepta
AB,AC e AD nos pontos B1,Cq; e Dj respectivamente. Prove que se /ﬁ1 = ?\1}@,
— — —

AD; = MAD e AC, = A3AC entio:

1 1 1

As A A2

Cq
D,

A D

Solugdo: Assuma que ﬁ = a, A—D> =be R = a+b. Entdo /ﬁ1 = Aa, A—D>1 =Mbe
AC] :)\3(a—i—b)

Como os trés pontos A1, B; e Cq estdo na mesma reta entéo:
— —
B]C] :kB1D1 (1.11)

—_—
Mas B1C; = AC; —AB; = (A3 —A7)a+A3b
—
eB{Dy =AD; —AB; = —Aja+Azb
Substituindo as expressdes acima em [[.1T] obtemos:

(A3 —A7)a+Asz3b =—kAja+kA,b
Isolando a, b:
a(7\3—7\1 +k7\1)+b(7\3—k7\2) =0

E IOgO A3 —A1+kA; =0e A3 —kAy =0.
Da segunda equacdo obtemos k = ;—2 Substituindo k na primeira equagédo e dividindo
a mesma por AjA3 segue

1 1 1

A A A
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1.3 BASES

Um conjunto de vetores {vi};_; ,, gera o espago (um dado plano) se qualquer vetor w

i=1.
do espago (do plano) puder ser escrito como combinagdo linear de {vi};_;

n
W = Z XiVi
i=1
Definicdo 1.21 Uma base para o espaco (um dado plano) é um conjunto ordenado de

vetores {vi} linearmente independentes e que geram o espaco (o plano).

Dados dois vetores no plano e; e e; ndo paralelos, é de se esperar que possamos
atingir qualquer outro ponto apenas através de movimentos na diregdo de e; e e;. Ou
seja dado um ponto P esperamos poder escrever o vetor OP como soma mej +ne,. Uma
expressdo da forma me; + ne; é dita uma combinagao linear de e; e e;

Teorema 1.22 (da base para planos) Qualquer vetor f pode ser escrito de maneira tinica como
combinagdo linear de dois vetores paralelos (e nio nulos) ey e ey, isto é:

f=meq +ney

com men € R iinicos.

. mej

0 € ne;

Figura 1.12: Teorema da Base para Planos

Demonstragio: O teorema ¢ resultado imediato do Lema e da Proposigao O

Corolario 1.23 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores.

Um conjunto de vetores {vi};_; ,, gera o espaco se qualquer vetor w do espaco pode

ser escrito como combinacéo linear de {v;}

n
w = E XiVi
i=1

i=1l...n
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Teorema 1.24 (Base para o Espago) No espaco tridimensional, sejam eq,ey,e3 trés vetores
ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor f no
espago pode ser escrito como combinagio linear 1inica de ey, ey, e3, isto é:

f=1le; + mey + nes

coml,mmneR.

P
f e,
e K
ey le,
Zz T Fme
Ok |/
Yk

Figura 1.13: Teorema da Base para o Espago

Demonstragdo: O teorema é resultado imediato do Lema [I:17] e da Proposicao O

Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que os vetores u,v,w sao coplanares se, e somente se, um deles é

combinacdo linear dos outros dois.

Ex. 3.2 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v} é L.I., entdo o conjunto {u+v,u— v}

também é L.I.

Ex. 3.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w}é L.I., entdo o conjunto {u +v,u —v,w—

2u} também é L.I.

1.4 SOMA DE PONTO COM VETOR
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Dado um ponto P e um vetor ¥ podemos definir uma soma de
vetor com ponto do seguinte modo. Q

Seja um representante de Vv que comeca em P e seja Q o ponto v
final desse representante. Definimos entao:

P+v:=0Q

Ou seja, a soma do ponto com o vetor v nos retorna a translagao
do ponto P ao ser transportado pela diregdo, sentido e comprimento de v.

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos
que P+ v = Q se e somente se l@ =vV.

Proposicdo 1.25 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:

1. P+O="P

2. P4+u=P+vseesomenteseu=v
3. (P+u)+v=P+(u+v)

4. (P+u)—u=P

5. PHPG=Q

Demonstra¢do: Faremos a demonstragdo dos trés primeiras propriedades e deixaremos

as outras como exercicio ao leitor.
1. E imediata pois PP = O

2. Se P+u=P+v,sejaQ :P—l—u,entéouzlﬁ = v e assim u = v. A reciproca é

imediata.
3. Seja Q1 =P+u, Q2 = Q1 +ve Qs =P+ (u+v). Para demonstrar que (P+u) +v =
P + (u+ v) basta mostrarmos que Q, = Q3.

Por defini¢do Qi = P + u implica que u = PQ. De modo andlogo, Q2 = Q +v,
implica que v=Q1Q2 e Q3 = P + (u+v) implica que (u+v) = PQ3.

Logo
P—QB>:(11+V):]3—1>+Q1Q2 (1.12)
= P—Qg> = Iﬁz> (1.13)
=0Q3=Q2 (1.14)
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Exemplo 1.26 Sejam M1, M, M3 os pontos médios dos lados AB,BC e CA do tridngulo
ABC. Prove que as trés medianas tém um tinico ponto comum, que divide AM1,BM; e
CM;3 na razdo 2 para 1. Esse ponto é conhecido como baricentro do tridngulo.

A

C M, B
Solucdo: Dividiremos a resolugdo do exercicio em duas partes:

1. Mostrar que G divide AM; e BM; na razdo 2 para 1, ou seja, que:

/ﬁ:%AM] ﬁ:%B—M;

2. Mostrar que C, G e M3 sdo colineares e que G divide CM3 na razdo 2 para 1, i.e.,
2——
@ = gCMg

Resolvidas as partes seguird de modo natural que o baricentro divide as medianas na
razdo 2 para 1.

De modo a tornar a nota¢do da resolu¢do mais limpa, chamemos os vetores /ﬁ e R
de a e b, respectivamente. Observe que, como os vetores a,b sdo LI, todos os demais
vetores do plano podem ser escritos em fungado desses.

Estabelecida essa notagdo, segue imediatamente que C? =a—b.

1. Para estudarmos a interseccdo G das medianas AM; e BM,, escrevamos inicial-
B S
mente os vetores AM; e BM; em funcéo de a,b.

AM, :RJF%@)—] L

=5a+3
BMZ:B7>\+%R:—a+%b
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Como A, G e M sdo colineares temos:
— A
AG = MM, = S(a+b).

Analogamente:

l%:ocBMz —oc(—a—i—%b).

Observamos que, nesse ponto, ndo sabemos que G divide os segmentos AM; e
BM; na mesma proporgdo. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e ) para os

escalares das equagdes acima.

E facil ver que uma equacdo envolvendo os vetores AGeBG &
BG = BA + AG.

Donde temos:

1 A
o (—a—|—§b> =—atsy (a+b).
Isolando os vetores a, b temos entdo:

A x A

Como a, b sdo LI segue entdo que:

{ —oc—H—%:O
A
—3=0

Nl

Desse sistema obtemos entdo:

Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BM; na razdo 2 para
1.

. Para mostrar que C, G e M3 sdo colineares, mostremos que a equagdo
——
cC = pCM;

com incégnita em ( admite solugao real.
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Inicialmente escrevamos Cﬁ e CM3 em funcéo de a, b:
2

¢ -ad-ac-lady,

NN 1
CMs = AM3 — AC = Sa—b.

Temos assim a seguinte equagao:
1 2 1
<—a—§ )—B(Ea—b>

3

Isolando a, b temos:

2
B=13.
Isso mostra entdo que Mostrar que C, G e M3 sdo colineares e que G divide CM3
na razdo 2 para 1.
O
Exercicios.

Ex. 4.1 — Prove que:

a) (P+u)—u=">P
b) P+u=Q+v entdo u =PQ+v

) P+PQ=Q

Ex. 4.2 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao

meio.

Ex. 4.3 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que AB + BA=0
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Ex. 4.4 — Seja ABCD um quadrildtero. Se E é o ponto médio do lado AB e F é o ponto
médio do lado oposto DC, prove que Ef = %(ﬁ + ﬁ).

Ex. 4.5 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do tridngulo
ABC. Prove que ﬁ+ @ + G? =0.

Ex. 4.6 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de

um trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 4.7 — Prove que existe um tinico ponto comum as bissetrizes internas de um tridngulo
e que esse ponto, conhecido como incentro do tridngulo é interior a ele.

Ex. 4.8 — Sejam M, N, P os pontos médios dos lados AB, BC e CA do tridngulo ABC

Ex. 4.9 —
a) Exprima ]ﬁ, A—N) e _C—A7l em funcéo de C—A> e @

Ex. 4.10 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular de centro O prove que

AB+AC+ AD + AE + AF — 6A0

29



BCoo003 - Geometria Analitica - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici



INDICE REMISSIVO

base,

combinacdo linear,

GD, 7

geometricamente
dependente, [17]
independente, [17]

gerar,
GI, 17

LD, 16

lema da base
plano, [18]

LI

linearmente
dependentes, [16]
independentes,

operagdes com vetores, [7]

segmento
nulo,
orientado,

soma de vetores,

teorema da base
espaco, [24]
plano,

Versor,

vetor
aplicado,
direcional, )
diretor,

nulo,

oposto,

unitdrio,
vetores,

paralelos, ]

31



	Símbolos e notações gerais
	Estrutura Vetorial do Plano e do Espaço
	Definições Elementares
	Operações com Vetores

	Dependência e Independência Linear de Vetores
	Bases
	Soma de Ponto com Vetor

	Índice Remissivo

