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SIMBOLOS E NOTACOES GERAIS

ﬂ:ll<(u_l

existe

qualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

definicio (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressdo a direita)

id est (em portugués, isto é)

indica o final de uma demonstragdo

reta passando pelos pontos A e B

segmento de reta ligando os pontos A e B
segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
vetor determinado pelos pontos A e B

vetor v

comprimento do segmento AB

comprimento do vetor v

comprimento do vetor AB

determinante da matriz A



ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO

1.1 DEFINICOES ELEMENTARES

O espago Euclideano é um conjunto de pontos munido de uma estrutura que nos permite
medir distancias e angulos. O nome “Espagos Euclideanos”tem sua origem num grande
matemadtico grego chamado Euclides que, em sua obra Elementos, apresentou, de modo
construtivo, um estudo desses espacos. Sua obra tem inicio em 5 postulados sobre tais
espagos, 0s quais assumiremos como verdadeiros ao longo de nosso estudo de geometria

analitica:

1. E possivel desenhar um segmento de reta ligando quaisquer dois pontos distintos

do espago;
2. Pode-se estender um segmento de reta a uma reta (infinita);
3. Um circulo fica bem determinado a partir da designacdo de um centro e um raio;
4. Todos os dngulos retos (dngulos de 90°) sdo iguais;

5. Postulado das paralelas: Por um ponto ndo pertencente a uma dada reta pode-se

tracar no maximo uma reta que nunca intersecta a primeira.

Ao longo destas notas denotaremos por [E® o espaco euclideano tridimensional e por
E? o plano euclideano. Usaremos letras maitsculas, A, B, etc., para representar elemen-
tos do espago Euclideano, ou seja, pontos.

Isso posto, comecemos nosso estudo com uma das estruturas sobre a qual pode-se
fundamentar a geometria analitica: vetores.

Um vetor é uma classe de segmentos de reta orientados. E como veremos, hé trés as-
pectos envolvidos na definicio de um vetor: intensidade (denominada também tamanho,
comprimento, magnitude ou norma), diregdo e sentido.

Os vetores desempenham um papel importante na fisica, onde sdo usados para repre-
sentar grandezas que possuem os atributos enumerados anteriormente. Assim por exem-
plo a velocidade e a aceleracdo de um objecto e as forgas que agem sobre ele sdo descritas

por vetores.



B Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comegaremos com um
termo relacionado: os vetores aplicados. Um vetor aplicado ou seg-
mento orientado é um par ordenado de pontos do espago Euclideano,
ou, de modo equivalente, um segmento de reta no qual se escolheu um
dos extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do
segmento serd denominado ponto final. A tal vetor denotaremos AB.
Para nossas considera¢des um ponto A é considerado um segmento que

A denominaremos segmento nulo. Esse segmento serd denotado por AA
ou por 0.
Dois vetores aplicados sdo ditos equivalentes (ou equipolentes) se e somente se am-
bos sdo nulos, ou se tétm 0 mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido.
Quando identificamos vetores aplicados equivalentes, obte-
mos vetores livres ou simplesmente vetores. Tais objetos po-

dem ser transportados de um lugar a outro, i.e., podemos es-

colher livremente o ponto onde inicia tal vetor. Cada escolha, w
ou seja, um vetor aplicado com a mesma dire¢do, sentido e
comprimento do vetor, é dita ser um representante do vetor. u v
E importante que fique clara a seguinte diferenga: se por
um lado vetores aplicados ficam bem definidos pela escolha
de direcdo, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores UV —w

precisam apenas de direcdo, sentido e comprimento. Isso sig-

nifica que consideramos equivalentes segmentos orientados que

sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o mesmo comprimento, mas consider-

amos iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo comprimento.
Chamaremos de vetor nulo o vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nu-

los, ou seja com pontos iniciais e finais coincidentes. O vetor nulo serd denotado por AA

ou por O.
Vetores serdo denotados ou por fontes mintisculas em negrito a
ou através de uma flecha superior: @. Dados dois pontos O e P,
R denotaremos por (ﬁ o vetor que tem como representante o vetor
aplicado OP. Graficamente vetores sdo representados como flechas,
/ﬁ no qual a ponta da flecha aponta na diregdo do vetor.

Como ja dito, um vetor tem trés aspectos: diregao, sentido e com-

/vr primento. A direcdo do vetor é a direcdo do segmento, o sentido vem

de termos escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja de termos

A escolhido um ponto inicial e final e 0 comprimento de um vetor é o
comprimento do segmento que o determina. O comprimento do um

segmento AB serd denotado por |ﬁ|



O conjunto de todos os vetores de IE® serd denotado por V3. De modo anélogo, de-
notaremos por V2 o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia de
segmentos de retas no plano.

O comprimento de um vetor v = AB serd denotado por ||v|| ou ainda por H/ﬁH

Também diremos que dois vetores sdo paralelos no caso em que um deles for o vetor
nulo 0 ou quando seus representantes tiverem a mesma dire¢do. O termo vetores par-
alelos inclui o caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso
em que coincidem. Logo o vetor nulo é paralelo a todo vetor e todo vetor é paralelo a si

mesmo.

1.1.1 Operagdes com Vetores

Vamos definir duas operagdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicagdo

por escalares.
Por tradicdo, denominamos um ntamero real k de escalar.

Multiplicagdao por Escalar: Dado um vetor v e um escalar k podemos realizar a

multiplicacdo de k e v obtendo o vetor kv definido do seguinte modo:

Se o vetor v é nulo ou o escalar k é zero entdo kv =0

Se k > 0, o vetor kv é o segmento de reta com o mesmo sentido, mesma dire¢do

e com comprimento [k/ ||v|.

Se k < 0 entdo o vetor kv tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v e

comprimento [k/ ||v]|.

1
A
Figura 1.1: Multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitario. Dado um vetor v o vetor

unitario



possui a mesma diregdo e sentido que v e é chamado versor de v.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor.
Muito frequentemente estaremos interessados apenas na dire¢do de um vetor e ndo no
seu tamanho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente
determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante
e podemos multiplica-lo livremente por esse escalar.

Através da multiplicagdo de vetores podemos dar uma caracterizagdo algébrica para o
paralelismo de vetores:

Teorema 1.1 Se dois vetores u, v sio paralelos e v # O entdo u = Av para algum A € R.

Demonstra¢do: Vamos tratar primeiro o caso em que u e v tém mesmo sentido. Neste
caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

A= =h

Com essa escolha, provemos que u =Av.
Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma dire¢do. E como estamos assu-
mindo que u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela

definicdo de multiplicagdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

[u]
AV = Allv]] = = livl = [lu]
v
O que prova que eles tem 0 mesmo comprimento.
A demonstracdo do caso em que u e Av possuem dire¢do contrdria é andloga, porém

nesse caso escolhemos A = —H. O

Coroldrio 1.2 Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se w =Av para algum A € R ou v =0u
para algum 0 € R.

Demonstra¢dao: Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u =Av para algum A € R. Caso contrario,
i.e.,, se v= 0 entdo v =0u para 0 = 0.

A implicagdo contrdria segue da definigdo de multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Se u =Av ou v =0u entdo u e v tétm mesma diregdo, ou seja, sdo paralelos. O
E como consequéncia do coroldrio anterior temos:

Teorema 1.3 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se ﬁ = ?\lﬁ ou ]ﬁ =

OAB.



BC AC
AB

B

Demonstra¢do: Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores ﬁ e lﬁ

sdo paralelos e consequentemente pelo coroldrio acima temos:

ﬁz?\ﬁ ou ﬁzﬁﬁ

Se AB = ABC ou BC = B/ﬁ, entdo pelo coroldrio anterior os segmentos AB e BC
sdo paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas AB e BC. Mas como o ponto
B pertence a ambas as reta, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a
mesma reta. (|

Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo:
a soma, v+ u, de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A partir
de um segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome um segmento
orientado BC que representa u, i.e., tome um representante de u com origem na
extremidade final do representante de v, desta forma o vetor v+ u é definido como
o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da
origem do representante de v até a extremidade final do representante de u.

u+v

Figura 1.2: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para
somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que
come¢am num ponto comum O, como na figura[1-3} Entéo, a partir do ponto final de cada
vetor tragamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P.
E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal OP 6 a soma dos vetores v e u. O
vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o obtido pelo método anterior, pois



o segmento OP divide o paralelogramo em tridngulos congruentes que representam a

soma dos vetores v e u.

Figura 1.3: Regra do paralelogramo.

Observamos aqui que, a partir da definicdo de soma vetorial, é facil ver que v+0 =
0+v = v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adigao.

A partir da adicdo de vetores podemos definir a subtracdo de vetores: o vetor v—u é o
vetor que adicionado a u dé o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores
v e u comegando no mesmo ponto, o vetor v — u serd o vetor que liga a extremidade final

de u a extremidade final de v.

Outro modo de ver a subtracdo v—u é através da seguinte propriedade da adigado

vetores:
Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u+ (—u) = 0.

O vetor —u, conhecido como o vetor oposto de u, é aquele com mesmo comprimento
e direcdo de u, mas sentido oposto.
Sob esse ponto de vista, a subtragdo v —u é apenas a soma de v com —u.

Uma observagdo importante é que sempre que os vetores formam um poligono fechado,
como a figura abaixo, sua soma é nula:
Como um caso especial dessa regra é a soma de um vetor com seu oposto, i.e., v+ (—v) =0.

As seguintes propriedades da soma e multiplicagdo de vetores devem ser evidentes:



A%

Figura1.4:v+u+r+s=0
Proposicdo 1.4 Sejam u, v, w vetores e A, A1, A, escalares. As operagdes com vetores desfrutam
das seguintes propriedades:
Propriedades da soma:
Propriedade Comutativa: v+u=u+v
Propriedades associativa: (u+v)+w =u+ (v+w)
Elemento Neutro: 0 +u =u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um tnico vetor —u tal que u+ (—u) =0

B — .

-t
-u

Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u+v) = Au + Av

Multiplicagdo por zero Ou = O

Associatividade da multiplicagdo por escalares (A1A2)u = A1 (Azu)
Distributiva dos vetores em relacdo aos escalares (A7 +Az)u =Aju+Au

Elemento neutro multiplicativo Tu =u

Demonstracdo: Esbocaremos a demonstracdo de algumas dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adigdo dos vetores
uev, veja a figura A diagonal é simultaneamente os vetoresu+ve u+v.

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdao
adicionados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura

As propriedades S3 e S4 seguem como descrito no texto anterior a Proposicao.



A%

u
u
A%

Figura 1.5: Propriedade Comutativa da Soma

Y

u+v+w

Figura 1.6: Propriedade Associativa da Soma

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deix-
amos os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da defini¢cdo de
multiplicacdo de vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicagdo por
escalares (A7A2)u = A1 (A u) observamos inicialmente que os vetores (A7Az)u e Aq(Azu)
possuem a mesma dire¢do e sentido independentemente do sinal de Ay e A, (terdo o
mesmo sentido u se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A1 e A
tiverem sinais contrérios).

Além disso, os comprimentos de (A1Az)u e A1 (Azu) sdo 0s mesmos pois:

A Azu) || = A ] [[Azull = Al (Al [[al]) = A A2l - flul] = [[(A1A2)u]|

A propriedade M4, a distributiva dos vetores em relacdo aos escalares (A7 +Az)u =
A1u + Azu, segue da observagdo de que a dire¢do e o sentido dos vetores (A1 +Ax)u e
A1u+Aru é a mesma. Esse fato é claro se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, ouse A1 +A; =0,
no outros casos o sentido é determinado pelo escalar de maior médulo [A;] e [A;] .

Se o sinal de A1 e A; forem 0 mesmo, teremos que

A1 +A2)ull = [(Ar + M)l [u]] = (A [+ A2])[[a]l = [[Arul| + [[Azul].

Pela defini¢do de adi¢do de vetores é ficil ver que a soma de dois vetores de mesmo
sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do

comprimento dos vetores somados. Dai temos:

[Aralf + [Azull = [[Aru+Azull.



Por outro lado, caso os sinais de A e A, sejam contrarios, teremos:

(A1 +A2)ul = [(Ar +A2) |[lull = | A= P2l [[[ul| = |[[Arul| = [[Azul]]-

Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

[[[Arull = [[Azull| = [[Aru+Azul.
O

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades
acima. Essas propriedades sdo andlogas as propriedades dos ntimeros reais e grande
parte da algebra desenvolvida para nliimeros reais se estende para as operagdes vetoriais.
De modo mais geral podemos definir um espago vetorial como um conjunto com uma
operagdo + e uma operacdo de multiplicacdo por escalares satisfazendo os nove axiomas
acima. Os espacos vetoriais sdo uma das estruturas matemadticas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.5 v+ v =2v

Demonstracao: Pela propriedade M5 temos que v+ v = 1v + 1v e pela propriedade M4
temos quelv+1v= (1+1)v=2velogov+v=2v O

Exemplo 1.6 v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela pro-
priedade M4 temos que 1v+ (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos
diz que Ov =0

Como o vetor oposto é tinico temos que o vetor opostoa v é —1v. O

O vetor oposto a v, que como vimos é (—1v) serd denotado simplesmente por —v.

Exemplo 1.7 u+ v = w se, e somente se, u = W — V.



Demonstra¢do: Vamos provar a primeira implicagdo: Se u+v = w entdo,u =w—v
Vamos comegar calculando (u+v) —v

(u+v)—v=u+(v—v) por S2 (1.1)
u+ (v—v) =upor M4 e M5 (1.2)

por outro lado
(u+v)—v =ja que por hipétese u+v=w (1.3)

e consequentemente por e temos:

u=(u+v)-v=w—v

A implicagdo contrdria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.
O

Exemplo 1.8 Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo
ao terceiro lado.

C B

Solugdo: Seja o triangulo A de lados AB, BC e CA e seja M o ponto médio do lado AB e
— —
M, o ponto médio do lado AC. O vetor AM; ¢ igual a metade do vetor AC pois ambos
—
possuem mesma diregdo e sentido e o comprimento de BM é metade do comprimento
Ve Ve .
de AM;. Analogamente, temos que AM, é metade do vetor /ﬁ, ie.,

AM; = %}@ (1.4)
AM; = %R (1.5)

10



e consequentemente:

AB — 2AM; (1.6)
CA — 2MLA (1.7)

Entdo como:
CB = CA + AB (1.8)

substituindo [T7 e 7 em [1.8] temos:

CB = 2NVLA +2AM; (1.9)
CB = 2(MA + AM,) = 2MLM, (1.10)
e consequentemente:
S,
MoM; = E?

E assim o segmento M;M; é paralelo ao segmento CB e seu comprimento é metade
do ultimo.
(]

Exemplo 1.9 Dado um tridngulo de vértices A,B,C. Dado P o ponto de igcontro da bissetriz
A

do dngulo C com o lado AB Entiio o vetor CP ¢ paralelo ao vetor , ou seja,

Solucao:

CA

Observe que 0s vetores u = ev=— CB sdo0 unitdrios. Considere agora o paralel-
1 [A] <] BUROP

ogramo determinado por esses vetores, conforme a figura abaixo:

Como os vetores u e v possuem 0 mesmo comprimento, pois sdo unitarios. O paralel-
ogramo determinado por estes é um losango. E assim a diagonal que liga o vértice C ao
vértice F é também a bissetriz do angulo C. E consequentemente o vetor CP é paralelo

ao vetor u+v, i.e,

11



Exercicios.

Ex. 1.1 — Sendo ABCDEFGH o paralelogramo abaixo, calcule:

a) ﬁ—i—Fﬁ
b) AD + HG

Ex. 1.2 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como na figura abaixo. Calcule:
£ D
F% C
A B

12



a) OA+OB+0C+0D +OF + Of
b) AB+BC+CD + DEEF+FA

&) AB+BC+CD +DE+EF

d) OA+ OB+ 0D+ OF

e) &4—%@4—@

Ex. 1.3 — Dados os vetores fy,...fs5 0s vetores que ligam um vértice de um hexagono

regular aos outros vértices como mostra a figura abaixo.

a) Determine a soma desses vetores em fung¢io dos vetores f; e f3.

fl fz
f3
s
fs
Ex. 1.4 — Prove que ﬁ é um vetor unitdrio com a mesma diregdo e sentido que v

Ex. 1.5 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares

resolva a equacdo nas incognitas x e y, i.e., escreva os vetores x e y em funcdo deu e v:

x+3y=u
3Xx—-5y=u+v

Ex. 1.6 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares

prove que:
a) (—ax)v=—(av)
b) a(—v)=—(av)
) —a(—v)=av

Ex. 1.7 — Prove que se av =f3v e v # 0 entdo « = f3.

Ex. 1.8 — Prove que av =0 entdiooux =0ouv =0

13



Ex. 1.9 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entao se
ﬁ
AMu+Av=0

entio A1 = A, =0

1.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR DE VETORES

Como vimos na segdo anterior, a adigdo de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um
escalar nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados.
Por exemplo, multiplicando um vetor ndo-nulo por um escalar de médulo diferente de
1 obtemos um vetor de médulo diferente do vetor original. De modo semelhante, dados
dois vetores ndo-nulos com diferentes dire¢des, sua soma é um vetor que tem direcdo
diferente dos dois vetores somados.

Observando isso, alguém poderia perguntar:

Quantos vetores eu preciso dar para a partir deles, através das operagdes de soma e multiplicacido
de vetor por escalar, escrever todos os demais vetores existentes no espago?

Figura 1.7: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

Com o objetivo de responder a questdes como a descrita acima, desenvolvemos um con-
ceito fundamental para o estudo de geometria analitica: Dependéncia e Independéncia
Linear. Antes, porém, definamos combinagao linear.

Um vetor w é dito combinacido linear dos vetores {vi};_; , se existem escalares

{oi)i_y._n tal que

n
w= Z oV
i=1

14



Figura 1.8: w = 2u +3v

fy fs

Figura 1.9: O vetor f; é combinacdo linear dos vetores f;, f3, {4, fs.

Exemplo 1.10 O vetor w ilustrado na figura[1.8]é combinagdo de u,v. Pois

w=2u-+3v

Exemplo 1.11 Na figura temos que vetor £1 é combinagdo linear de £;,£3,£4, fs.
Como os vetores f1,f3,£3,£4,f5 formam um poligono fechado sua soma é O

f1+f,+f34+f,+f5=0
e assim:

f1 =—f, —f3—f4,—f5
Motivados por esse exemplo definimos:

Definicdo 1.12 Os vetores vy, ..., vy sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe
um i€ {1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinacao linear dos demais vetores, ou seja:

Vi = Z(XjVj,
jAL
onde a1, x2,...,0n € R.

Dizemos que os vetores vy, ...,V sdo ditos linearmente independentes (LI) se eles

ndo sdo linearmente dependentes.

15



A partir dessa defini¢do temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.13 Os vetores vq,...,Vy sdo linearmente dependentes se e somente se existem

o, &2, ..., %n NAO todos nulos fal que

n
Z(X]VI =0.

i=1

Demonstra¢do: Suponha que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes. Sem

perda de generalidade suponha que

n
Vi = E X{Vj,
i=2

para &2, «3,...,0n € R.
Somando (—1)v, a ambos os lados da igualdade chegamos a:

n
(—=)vy + Z xivi = 0.
i=2

Logo > i*; «1vy = 0 com &7, &2, ..., &y Ndo todos nulos () = —1).
Reciprocamente, considere que existem o1, &, ..., ®, ndo todos nulos tal que

n
Z(X]VI =0.

i=1

Suponha, sem perda de generalidade que «7 # 0. Multiplicando ambos os lados da

igualdade por o% e isolando v, chegamos a:

n
X
V= E ——V;
o
j—2 M
Ou seja, o vetor v, é combinagdo linear dos demais. O

A negativa légica de tal proposicdo nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.14 Os vetores vy, ...,y sdo linearmente independentes se e somente se

n
Zocivi:0 — () =+ =&y =0)

i=1

Ou seja, a tnica relagdo linear entre os vetores é a trivial, ou ainda, o vetor O pode ser

escrito de modo tinico como combinacéo de vj;.
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A partir do Teorema [T.14] e da Proposicao estudar a dependéncia linear dos

vetores vy,..., vy é uma tarefa simples. Basta estudar a equagao:

n
E xivi =0,

i=1

com incégnitas oy (i € {1,2,...,1}). Se tal equagdo admitir apenas a solugdo o; = 0
para todo i€ {1,2,...,n}, entdo os vetores vy,..., vy sdo LI Caso contrério, sdo LD.

A dependéncia e independéncia linear de vetores de VZieV3 pode, também, ser carac-
terizada geometricamente. Para isso definamos a dependéncia geométrica de vetores:

Definicido 1.15 Para vetores em V2 e V3 definimos:
1. Um vetor v é geometricamente dependente (GD) se v = 0.

2. Dois vetores u, v sdo geometricamente dependentes (GD) se u e v sdo paralelos a

uma mesma reta.

3. Trés vetores u, v, w sdo geometricamente dependentes (GD) se u, v e w sdo parale-

los a um mesmo plano.
4. Quatro ou mais vetores sdo, por definigdo, geometricamente dependentes (GD).

Um dado conjunto de vetores é dito geometricamente independente (GI) se ele ndo é

geometricamente dependente (GD).

Veremos que um conjunto de vetores sdo geometricamente dependentes [indepen-
dentes] se e somente se sdo linearmente dependentes [independentes]. Tendo em mente
tal equivaléncia, seguem as seguintes observacdes a cerca de dependéncia linear de ve-
tores:

Observamos que dois vetores u, v sdo LD se e somente u é paralelo a v (o que inclui o
caso em que um deles é o vetor nulo).

Além disso, observamos que um ponto O e dois vetores u, v linearmente indepen-
dentes determinam um plano. Para ver isso, tome representantes de u, v com origem em
0. E fécil ver que existe um tnico plano do espago E3 que contém tais representantes.
Assim sendo, dados trés vetores u, v, w com u, v linearmente independentes, entdo u, v, w
é LD se e somente se w é paralelo ao plano determinado por u, v e um ponto qualquer
do espago.

Evite usar raciocinios do tipo: 0 u é ndo-nulo e portanto LI, o vetor v é ndo-nulo e

também LI, entdo os vetores u,v sdo LI. Isso é falso! Pense em dois vetores ndo-nulos
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paralelos. Um raciocinio que, no entanto, é legitimo é: dados n vetores, se m desses
vetores sdo LD (m < n), entdo os n vetores sdo LD. Tente provar isso! Disso, segue
imediatamente que qualquer conjunto de vetores contendo o vetor nulo 0 é LD.

Provemos agora dois lemas de fundamental importancia, ndo apenas para a demonstragao
da equivaléncia entre os conceitos de dependéncia linear e geométrica, mas para toda ge-

ometria analitica:

Lema 1.16 (Lema da Base para Planos) Considere trés vetores u, v, f geometricamente depen-
dentes com u,v geometricamente independentes. Temos que £ pode ser escrito como combinagio
linear de u, v, isto é:

f=oqu+ v,

para x1,x2 € R.

O v 2 5A%

Figura 1.10: Lema da Base para Planos

Demonstra¢dao: Considere um ponto arbitrario O do espaco. Primeiramente obeserve
que f é paralelo ao plano determinado pelo pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comega no ponto O e terminaem P, i.e., seja f = OP.
Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por
O. Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E f4cil ver, entdo, que f = OK + KP.

Como @ é paralelo a u, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, 15)3 = oqu. De maneira
andloga W = V. Desta forma temos:

f=oaju+ oyv.
O

Lema 1.17 (Lema da Base para V3) Considere trés vetores u,v,w € V3 geometricamente in-
dependentes. Temos que, para qualquer £ € V3, vale que f é combinagio linear de u,v,w, ou

seja:
f=o0ju+ v+ azw,

para 1,2, 3 € R.
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f X3W
u xiu
’?V Foov
Yk

Figura 1.11: Lema da Base para o Espaco

Demonstra¢do: A demonstragdo é andloga a demonstragdo anterior. Comegamos escol-
hendo representantes dos vetores f,u, v, w que comecam no ponto O (veja a figura ??).
Seja entdo a reta paralela a w passando por O. Essa reta intercepta o plano determinado
por u, v no ponto K.
H . R ~ :
O vetor OK estando no mesmo plano que u, v, pode ser escrito como combinagéo linear
desses vetores:

—
OK=oxju+ oxv

O vetor IZB é paralelo a w, i.e, IZB = a3z w. Finalmente como (ﬁ = CT( + IZB temos que:

f=o0qu+ v+ ozw.

Uma vez provados esses resultados demonstremos o seguinte teorema:

Teorema 1.18 Os conceitos de dependéncia e independéncia geométrica e dependéncia e inde-

pendéncia linear sdo equivalentes.

Demonstracdo: 1. Se um vetor v é GD, entdo v = 0. Dai temos que av = O para
o =1 # 0. Dai pela Proposicado segue que v é LD. Reciprocamente, se v é LD
entdo av = 0 para « # 0 entdo v = O e, assim, o vetor v é GD.

2. Se u,v sdo GD, entdo u é paralelo a v. Pelo Corolédrio 2, ou u = Av ou v = 6u
(A,0 € R). Logo, como um dos vetores é necessariamente combinagdo linear do

outro, segue que u,v sdo LD.

Por outro lado, se u, v sdo LD entdo um dos vetores é combinacéao linear do outro,
i.e.,, temos que u = Avou v = 0u (A, 0 € R). E assim, pelo Corolério [I:2, temos que
u, v sdo paralelos e, portanto, GD.
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3. Se trés vetores u, v, w sdo GD, entdo duas coisas podem ocorrer: ou u, v sdo GD, ou
u, v sdo GL

Se u, v sdo GD, pela argumentacdo acima, um dos vetores é combinagao linear do
outro. Suponha, sem perda de generalidade, que u = Av. Vale entdo que:

u = Av+ Ow.

Logo u é combinagdo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo LD.

Se u,v,w sdo GD e u, v sdo GI, pelo Lema temos que
W=x1u+ X2V,

para o1, x2 € R. Assim, os vetores u, v, w sdo LD.

Reciprocamente, suponha que u,v,w sdo LD. Temos entdo que um dos vetores
é combinagdo linear dos demais. Suponha, sem perda de generalidade, que u =
Av + 0w. Segue que o vetor u é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e
pelos vetores v e w (Por qué?). Logo os vetores u,v,w sdo coplanares e, conse-
quentemente, GD.

4. Considere n vetores vy, v,,..., vy, comn > 4 (portanto um conjunto GD de vetores).

Duas coisas podem ocorrer: ou v4, v, V3 sdo GD, ou vy, v,, v; sdo GL

Se vy, V,, v3 sdo GD, pela argumentagdo acima, um dos vetores é combinagéo linear

dos demais. Suponha vy = Av, + 0vs. Segue que:

n
Vi =Avy +0vs + Z Ov;.
i=4

Logo v4,V,,..., vy sd0 LD.

Caso tenhamos vy, v,, ..., vy GD e vy, v,, v5 G, pelo Lema
V4 = X1Vy + X2V, + X3V3,

para x1, 2, «3 € R. Dai temos:

n
V4 = 01Vy+ 0V, + a3V + Z Ov;.
i=5

Logo, v4,V,,...,Vy sdo LD.

A reciproca no caso de quatro ou mais vetores é imediata. Por defini¢do, quatro ou
mais vetores sdo GD.
O



Proposicdo 1.19 Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagdo linear do conjunto de

vetores linearmente independente {vi};_;

n
u= E XiVij
i=1

entdo essa representacdo é tinica.

Demonstra¢do: Suponha que a representacdo ndo é tnica

n n
u= E XivVi = E OC/iVi
i=1 i=1

entao:

n n
Z XivVi — Z (X/iVi =0
i=1 i=1

e logo

Como os vetores {vi};_; sdo linearmente independentes, temos que para cada 1,

. o
(i —f) =0, e assim o; = /. Dessa forma, temos que a representacdo ¢ tnica. O

Exemplo 1.20 Dado um paralelogramo ABCD. Seja 1 uma linha reta que intercepta AB, AC
—
e AD nos pontos B1,Cqy e Dy respectivamente. Prove que se ,ﬁ1 = ?\pﬁ, AD; = ?\zﬁ e
ACy = )\3}@ entdo:
1 1 1

A A A2

A D

Solugdo: Assuma que ,ﬁ = a, ﬁ =be R = a+b. Entdo }@1 = Aa, ,ﬁ1 =Mbe
AC; =A3(a+b)
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Como os trés pontos A1, B; e Cq estdo na mesma reta entdo:
— —
B]C] :kB1D1 (1.11)

—
Mas B1C; = AC; —AB; = (A3 —A7)a+A3b
—
e B]D] = AD] —AB1 = —?\1a+?\2b
Substituindo as expressdes acima em [I.11} obtemos:

(A3 —A7)a+Asz3b =—kAja+kA,b
Isolando a, b:
a(7\3—7\1 +k7\1)+b(7\3—k7\2) =0

Elogo A3 — A1 + kA1 =0e A3 — kA, =0.
Da segunda equacdo obtemos k = }‘—i Substituindo k na primeira equagdo e dividindo

a mesma por AjA3 segue

1 1 1

A3 M +7\2

Exercicios.

Ex. 2.1 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo AMNO e e C um ponto na
diagonal OM tais que

OB =

ON

3| —

1T =
e OC = H_—nOM. Prove que os pontos A, B e C estdo na mesma reta.

Ex. 2.2 — Dado um paralelogramo MNPQ, seja A o ponto de intersec¢do das diagonais
e sejam B e C os pontos médios dos lados opostos MN e PQ. Prove que se os pontos A, B
e C estdo sobre a mesma reta entdio MNPQ é um trapézio (um trapézio é um quadrildtero

com dois lados paralelos).
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Ex. 2.3 — Se AB + BC = 0, prove que os vetores O—>A, OB e OC sdo LD para qualquer
ponto O.

1.3 BASES

Um conjunto de vetores {vi};_; ,, gera o espago (um dado plano) se qualquer vetor w
do espacgo (do plano) puder ser escrito como combinacéo linear de {vi};_;

n
W = g XiVi
i=1

Defini¢do 1.21 Uma base para o espago (um dado plano) é um conjunto ordenado de

..M

vetores {v;} linearmente independentes e que geram o espago (o plano).

Dados dois vetores no plano e; e e, ndo paralelos, é de se esperar que possamos
atingir qualquer outro ponto apenas através de movimentos na diregcdo de e; e e;. Ou
seja dado um ponto P esperamos poder escrever o vetor OP como soma mej +ne,. Uma
expressdo da forma me; + ne; é dita uma combinagao linear de e; e e;

Teorema 1.22 (da base para planos) Qualquer vetor f pode ser escrito de maneira tinica como
combinagdo linear de dois vetores paralelos (e nio nulos) ey e ey, isto é:

f=meq +ney

com men € R iinicos.

f . mej

0 € ne;

Figura 1.12: Teorema da Base para Planos

Demonstragido: O teorema é resultado imediato do Lema e da Proposicdo[T.19, [

Corolario 1.23 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores.
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Um conjunto de vetores {vi};_; ,, gera o espaco se qualquer vetor w do espaco pode

ser escrito como combinacéo linear de {v;}

n
w = E XiVi
i=1

i=1l..n

Teorema 1.24 (Base para o Espago) No espaco tridimensional, sejam eq,e;,e3 trés vetores
ndo nulos, nio paralelos entre si e nio paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor £ no

espago pode ser escrito como combinagio linear 1inica de ey, ey, e3, isto é:
f=1le; + mey +nes

coml,m,neR.

P
f ne;
e .
[ le,
Zz _ ,.:’:ﬁe
6]_<~> ;‘},. 2
Yy

Figura 1.13: Teorema da Base para o Espago

Demonstragao: O teorema é resultado imediato do Lema e da Proposigdo O

Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que os vetores u,v,w sao coplanares se, e somente se, um deles é
combinacdo linear dos outros dois.

Ex. 3.2 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v} é L.I., entdo o conjunto {u+v,u— v}
também é L.I.

Ex. 3.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} é L.I., entdo o conjunto {u +v,u—v,w—
2u} também é L.I.
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1.4 SOMA DE PONTO COM VETOR

Dado um ponto P e um vetor ¥ podemos definir uma soma de
vetor com ponto do seguinte modo.
Seja um representante de Vv que comeca em P e seja Q o ponto Q

final desse representante. Definimos entao: v
P+v:=0Q

Ou seja, a soma do ponto com o vetor v nos retorna a translagao P
do ponto P ao ser transportado pela direcdo, sentido e compri-
mento de v.
Podemos reescrever a defini¢do de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos

que P +v = Q se e somente se lﬁ =vV.
Proposicdo 1.25 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:
1. P+O =P
2. P+u=P+vseesomenteseu=v
3. P+u)+v=P+ (u+v)
4. (P+u)—u=P
5. PHPG=Q

Demonstra¢do: Faremos a demonstracdo dos trés primeiras propriedades e deixaremos

as outras como exercicio ao leitor.
1. E imediata pois PP =0
2.S5e P+u=P+v,seja Q =P+ u, entdo u = l@ =V e assim u = v. A reciproca é
imediata.
3. SejaQ1 =P+u, Q2 = Q7 +ve Q3 =P+ (u+v). Para demonstrar que (P +u)+v =
P + (u+ v) basta mostrarmos que Q2 = Q3.

Por definicdo Q7 = P + u implica que u = P—Q1> De modo andlogo, Q2 = Q +v,
implica que v=Q1Q2 e Q3 = P+ (u+v) implica que (u+v) = ]3—(23>

Logo
P—QB>:(11+V):]3—1>+Q1Q2 (1.12)
= P—Qg> = lﬁz> (1.13)
= Q3 =Q2 (1.14)
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Exemplo 1.26 Sejam My, M, M3 os pontos médios dos lados AB, BC e CA do tridngulo ABC.
Prove que as trés medianas tém um tinico ponto comum, que divide AMy, BM; e CM3 na razio
2 para 1. Esse ponto é conhecido como baricentro do tridngulo.

A

C M, B
Solucdo: Dividiremos a resolugdo do exercicio em duas partes:

1. Mostrar que G divide AM; e BM; na razdo 2 para 1, ou seja, que:

AC=Zam,  BG-ZlEm..

3 3
2. Mostrar que C, G e M3 sdo colineares e que G divide CM3 na razdo 2 para 1, i.e.,
2—
CG = 5CM3

Resolvidas as partes seguird de modo natural que o baricentro divide as medianas na
razdo 2 para 1.

De modo a tornar a notagdo da resolugdo mais limpa, chamemos os vetores %@ e R
de a e b, respectivamente. Observe que, como os vetores a,b sdo LI, todos os demais
vetores do plano podem ser escritos em fungado desses.

Estabelecida essa notagdo, segue imediatamente que C? =a—b.

1. Para estudarmos a intersec¢do G das medianas AM; e BM,, escrevamos inicial-

—_— —
mente os vetores AM; e BM; em funcéo de a, b.

AM, :RJF%@)—] L

=5a+3
BMZ:B7>\+%R:—a+%b
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Como A, G e M sdo colineares temos:
— A
AG =AM, = S(a+b).

Analogamente:

— 1
l%:ocBMz —oc(—a—i— §b>'

Observamos que, nesse ponto, ndo sabemos que G divide os segmentos AM; e
BM; na mesma proporgdo. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e x) para os

escalares das equagdes acima.

E fécil ver que uma equagao envolvendo os vetores AGeBGé:
BG = BA + AG.

Donde temos:

1 A
oc(—a—I—zb) :—a—i—z(a—I—b).

Isolando os vetores a, b temos entdo:

A ox A

Como a, b sdo LI segue entdo que:

Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BM; na razdo 2 para
1.

. Para mostrar que C, G e M3 sdo colineares, mostremos que a equagao
——
cC = pCM;

com incégnita em 3 admite solugdo real.
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Inicialmente escrevamos Cﬁ e CM3 em funcéo de a, b:
2

¢ -ad-ac-lady,

NN 1
CMs = AM3 — AC = Sa—b.

Temos assim a seguinte equagao:
1 2 1
<—a—§ )—B(Ea—b>

3

Isolando a, b temos:

2
B=13.
Isso mostra entdo que Mostrar que C, G e M3 sdo colineares e que G divide CM3
na razdo 2 para 1.
O
Exercicios.

Ex. 4.1 — Prove que:

a) (P+u)—u=">P
b) P+u=Q+v entdo u =PQ+v

) P+PQ=Q

Ex. 4.2 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao

meio.

Ex. 4.3 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que AB + BA=0
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Ex. 4.4 — Seja ABCD um quadrildtero. Se E é o ponto médio do lado AB e F é o ponto
médio do lado oposto DC, prove que Ef = %(ﬁ + ﬁ).

Ex. 4.5 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do tridngulo
ABC. Prove que ﬁ+ @ + G? =0.

Ex. 4.6 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de

um trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 4.7 — Prove que existe um tinico ponto comum as bissetrizes internas de um tridngulo
e que esse ponto, conhecido como incentro do tridngulo é interior a ele.

Ex. 4.8 — Sejam M, N, P os pontos médios dos lados AB, BC e CA do tridngulo ABC

Ex. 4.9 —
a) Exprima ]ﬁ, A—N) e _C—A7l em funcéo de C—A> e @

Ex. 4.10 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular de centro O prove que

AB+AC+ AD + AE + AF — 6A0
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VETORES EM COORDENADAS

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico.
Apesar de tteis, principalmente do ponto de vista intuitivo, as definicdes geométricas
acabam perdendo um pouco de seu poder quando nos deparamos com problemas mais
complexos. Por isso é necessario que tenhamos em maos uma representacao algébrica,
ndo apenas de vetores, mas de todo o espaco Euclidiano. Uma representacdo que nos

permita fazer cdlculos mais finos e assim facilitar o estudo de resultados mais complexos.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representagdes ja foram dados no
capitulo anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade
a estas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até agora
para encontrar representagdes algébricas ndo apenas para vetores, mas também para os
pontos do espago Euclidiano. Tais representacdes serdo chamadas de sistermas de coorde-

nadas, e serdo o foco principal deste capitulo.

Antes de mais nada vamos tentar entender de maneira mais formal como se rela-
cionam vetores e pontos no espago, e como a representa¢do de um pode ser facilmente

traduzida para o outro.

Tomemos entdo o espaco Euclidiano (E® ou [E?). O primeiro passo necessario para
encontrarmos um sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espago. Para isto
precisaremos de um ponto qualquer para servir de referéncia. Fixemos entdo um ponto
O € E3 e chamemos este ponto de origem. Este serd o ponto a partir do qual a posicao de
todos os outros pontos serd medida ou, no caso de vetores, serd o ponto inicial a partir

do qual todos os vetores serdo representados.

Tome agora um ponto P qualquer em [E3(ou [E?) e lembre-se que, fixado O, podemos
escrever P = O + OF. Ou seja, tendo o ponto O como referéncia relacionamos a cada
ponto de E3(E2) um vetor de V3(V?3).

Definimos assim uma bijecdo (por qué?) entre os pontos de [E3(IE?) e os vetores de
V3(V?2). Isso nos permite que a partir de qualquer representacio algébrica dos vetores
de V3(V?) encontremos uma representagio para os pontos do espaco Euclidiano. Na
verdade, isso permite que utilizemos de forma indistinta a mesma representagdo para os

dois objetos.
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2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS

O primeiro sistema que estudaremos consiste em representar os vetores utilizando para
isso uma base.

Neste sentido, defina um sistema de coordenadas no espaco X como o conjunto trés
vetores linearmente independentes f1, f, f3 (ou seja uma base E para V3) e um ponto O,
chamado de origem do sistema de coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas
por

I =(fy,£,,£30).

Observacgdo 2.1 Se quisermos definir um sistema de coordenadas para o plano precisariamos
apenas de uma base para V2, e esta seria composta entdo por apenas dois vetores. Um sistema
de coordenadas para o plano teria entdo a forma £ = (f1,f;,0). Os resultados a seguir serdo
apresentados apenas para V'3, deixando implicita sua validade em V.

Se i, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais
dois a dois e de norma 1, entdo o sistema de coordenadas X~ =
(1,j,k,O) é chamado de sistema cartesiano de coordenadas.
Daqui em diante as letras i, j e k sempre denotardo vetores
ortonormais.

Um sistema de coordenadas cujos vetores ndo sdo ortogonais

é dito sistema de coordenadas obliquo.

Usando o que foi visto até agora é fdcil estabelecer uma
bijecio entre o conjuntos dos vetores tridimensionais V3 e Figura 2.1: Sistema de Co-
R3 = {(x,y,2): x,y,z € R} usando o sistema de coordenadas ordenadas Ortonormais
I =(fy,£,,13,0).

Para isso basta observar que do teorema da base para o
espaco temos que

f3
v =vif; +vofy +vsfs.
0 : i
f; L E desta forma associamos ao vetor v a tripla (vi,v2,v3). A
tripla anterior é denominada coordenadas do vetor v no sis-

tema de coordenadas X (ou ainda na base E = {f;,f5,f3}), e

Figura 2.2: Sistema de Co- sera denotado por:
ordenadas Obliquo

v:(vy,v2,Vv3)s.

De modo anédlogo podemos estabelecer uma bijecdo entre o conjuntos dos pontos do
espago E3 e R3 usando o sistema de coordenadas ~ = (fy, f5, f3,0).
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Para isso, dado P um ponto do espago, seja OP o vetor ligando a origem ao ponto P.
Esse vetor é chamado vetor posicdo de P. Pelo teorema da base para o espaco temos que

(ﬁ = afy + bf, + cf3.

Desta forma associamos ao ponto P a tripla (a, b, c).
Essa tripla é denominada coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas X e serd
denotada por:

P:(a,b,cls,

ou simplesmente P : (a, b, c) quando estiver claro a que base estamos nos referindo.
O vetor OP ¢ chamado de vetor posicdo de P pois as coordenadas de OP sdo as mesmas
coordenadas do ponto final P.

Exemplo 2.2 Dado um retdngulo ABCD conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coorde-
nadas dos pontos A, B, C, D e dos vetores lﬁ e ,ﬁ nos seguintes sistemas de coordenadas:

1. L1 = (A, eq,e2)

2. Xy = (B,33,%E1)

D C

91:1@
€3 62:@
€2 63:@

A €1 B

Solugdo: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B, C, D no sistema X;. Para
isso devemos escrever os vetores AX,/ﬁ, AE e Aig como combinacgio linear de e e e;.
Por definicdo

ﬁZE1 e /ﬁzez.

Temos também que

A?:m-l-ez
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- . . N
e que AA, sendo o vetor nulo, é igual a Oej + Oe;. Assim as coordenadas sdo

A:(0,0) pois AA =Oes +Oe;
B:(1,0) pois ﬁ:1e1+0e2
C:(1,1) pois Rzlm + ley
D:(0,1) pois ﬁ:0e1+1e2.

Para encontrar as coordenadas dos vetores BD e AC basta observar que
ﬁz—m +ey e /ﬁ:m +ey,
e portanto temos
BD: (—1,1)
AC:(1,1)

(2)Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B, C, D no sistema X, = (A, es, %e1 ) .

Para tanto devemos escrever os vetores lﬁ, gg, lﬁ e B—D> como combinacdo def;ef,
sendo f; = ez ef, = %e1.

Observe que

ﬁ = —e] = -2 (%m) = —Zfz,

ﬁ = 0f; + 0f, (vetor nulo),
ﬁ —e) =—e3+e; =—1f; +2f;
B—D> =e3 —261 = f] —4f2.

E assim as coordenadas dos pontos sao

A:(0,-2)
0,0)
,2)

11_4)

—_

2 (
B:(
C:(
D:(

Calculando as coordenadas dos vetores ﬁ e R, usando que e, = e3 — e obtemos
que

ﬁz—m +ey)=e3—2e =1 —4f,

/ﬁ:%:ﬁ,
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e portanto vale

BD : (1,—4)
AC:(1,0).

Exercicios.

Ex. 1.1 — Dado o hexdgono regular ABCDEF de centro O, conforme a figura abaixo:
E D

A B
Determine as coordenadas dos pontos OA, B, C,D, E e F nos seguintes sistemas de coor-
denadas:
a) (0;0C,0D)
b) (0;0C,0F)
o (B;BC,BO)
d) (B;BC,BE)

Ex. 1.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos sistemas de coordenadas

do exercicio anterior:

a)Cﬁ
b) BD
C)R
d) BE

Ex. 1.3 — Dado o paralelogramo retdingulo ABCDEFGH abaixo. Sejam e; = /ﬁ, e, —
AC, e3 = AF, e; = AE.
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Determine as coordenadas dos pontos A,B,C,D,E,F, G e H nos seguintes sistemas de

coordenadas:
a) (Ajer;ez;e;3)
b) (A;ez;er;e;3)
c) (Ajes;er;e3)
d) (H;ei; ez e3)
e) (G;—es3;Jer;3e3)
f) (A;Jer;er; Tes)

H
Ex. 1.4 — Determine as coordenadas dos vetores ﬁ, R, ﬁ, /ﬁ, ﬁ, l@, EH nos seguintes
sistemas de coordenadas:

a) (A;er;ez;es)
b) (Ajez;er;es3)
o) (Her;ez;e3)
d) (H ez e es)
e) (G;—es; Ter;3e;3)

2.1.1 Operagdes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos
saber como operar com estas representagdes. A proposigdo abaixo nos diz como as
operagdes com pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a
representagdo que acabamos de apresentar.

Proposicdo 2.3 Seu: (aj,az,a3)y, v:(by, bz, b3)s e P:(p1,p2,p3)5s entio:
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1. u+v:(a; +by,a2+bza3 +b3)g

2. Au: (Aaj,Aaz, Aa3)y

3. P+u:(a; +p1,a2+p2,a3+p3ls
Demonstragao:

1. Dado um sistema de coordenadas X = (fy,f;,f3,0), como u : (aj, az,a3)y, por
definicdo temos que:

u = aif; +axfr+ asfs

v = bif; +brf, +b3f3
E logo

u+v = f;+axf,+azf;+bif; +bof, +bsfs
= = (a7 +by)f; + (az +by)f; + (a3 + b3)f3

E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas X sdo
u+v:(a;+by,az+bza3+b3)
2. Como u: (ay, az,as)y, por definicdo temos que:

u = aif; +axfr+ asfs

Desta forma temos que

A = A(aify + axfy +azfs) (2.1)
= Aaif; +Aazfr + Aasfs (2.2)

E consequentemente:
Au: (Aaq,Aay,Aas)

3. Fica como exercicio para o leitor.

37



Exemplo 2.4 Achar as coordenadas de um vetor ligando dois pontos num sistema de coordenadas
L =(f1,£2,130)

Solucio:
Resumindo o que queremos ¢é, dado Py : (x1,y1,21) e P2 : (x2,Y2,22), encontrar as
coordenadas do vetor Py P;.

Temos pela definicdo de subtracdo de vetores que PP, = OP, — OPy. Logo como
— — .
OPy =x1f1 +y1f2 +21f3 e OP2 = x2f1 +y2fs + z2f3 e assim
—
P1P2 = (x2 —=x1)f1 + (y2 —y1)f2 + (z2 —z1)f3

—
P1P2 = (x2 —x1,Y2 —Y1,22 — 21)

Exemplo 2.5 Achar o ponto médio M = (x,y,z) de um segmento com ponto inicial Py =
(x1,Y1,21) e P2 = (x2,Y2,22), num sistema de coordenadas ¥ = (f;,£,,£3,0)

Solugdo: Primeiro vemos que P1P, = 2P1M ja que possuem o mesmo sentido e HP1 PZH

—
é duas VezesHPﬂ\/lH.

Assim
(x2 —x1)f1 + (Y2 —y1)f2 + (22 —z1)f3 = 2(x —x1 )1 + 2(y —y1)f2 + 2(z — z1)f3
0 que implica que

X2 —x1 = 2(x —x1)

Y2 —y1 =2(y—y1)
22 —2z1 =2(z—21)

e logo
x:X1+X2 :y1+y2Z_Z1+Zz

2 ,U 2 7 2 7

M - X1+X2 Y1 +yz2 z1+123
' 2 72 72 '
O

De posse da representacao dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios
para a dependéncia e a independéncia linear de vetores:
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Teorema 2.6 Os vetores u : (a1,az,a3), v: (b1,by,bz) ew: (c1,c2,c3) sio LI se e somente

se
a; az as
b; by, by |#0
Ci C2 C3

Demonstra¢do: Os vetores u, v, w sdo LI se o sistema:
xu+yv+zw =0 (2.3)

Tiver somente a solugdo trivial x =y =z =0

Em coordenadas podemos expressar a equagao [2.4] como:
x (a1, az,a3) +y (b1, bz, b3) +z(c1,¢c2,¢3) =0 (2.4)
E logo teremos o sistema:

a1x+biy+ciz=0
ax+byy+crz=0
azx+bzy+c3z=0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice) o sistema anterior tem solugdo tinica se e somente

se
ay az as
by by b3z |#0
€1 C2 C3
O
Exercicios.

Ex. 1.5 — Os pontos médios dos lados de um tridngulo sdo (2,5),(4,2) e (1,1). Deter-
mine as coordenadas dos trés vértices.

Ex. 1.6 — Dados dois pontos P : (x1,y1,z1) e Q : (x2,Y2,22), encontre a coordenada
do ponto R, que se encontra sobre o segmento ligando os pontos P e Q e tal d(R, Q) =
Ad(R, P).

Ex. 1.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta que une os pontos médios
das laterais de um trapézio é paralelo as bases e sua medida é a média aritmética das
medidas das bases.
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Ex. 1.8 — Prove que se u: (aj, az,a3)s e P: (p1,p2,p3)s entdo:

P+u:(a; +p1,az2+p2, a3 +p3)z

Ex. 1.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sdo L.L
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,—1,1)}
b) {(1,-1,1),(-1,2,1),(-1,2,2)}
o {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}

Ex. 1.10 — Exprima o vetor w: (1, 1) como combinacéo linear de u: (2,—1) e v: (1,—1).

Ex. 1.11 — Mostre que dois vetores ndo nulos u: (aj, az,a3) e v: (by, by, b3) sdo LD se

e somente se existe A tal que:
(a1 , a2, 03) = (}\b1 ’ )\bZI )\b3)

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sdo LI ou LD:
a) u=(1,2,3) v=(4,5,6)
b) u=(1,0,3) v=(-2,0,—6)
o u=(1,25 v=(312)

Ex. 1.12 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois vetores ndo nulos u : (aj, az, az)

ev: (by,by,b3) sdo LI se e somente se ao menos um dos determinantes

ay daz
by b2

a as
b, b3

ay as
b; bs

ou

7

é nao nulo.

Ex. 1.13 — Determine m,n de modo que os vetores u, v sejam LD, onde:
a) v=(1,mn+1)w=(m,n,2)

b) v=(1,m—1,m)w = (m,n,4)

Ex. 1.14 — Dado (e, ez, e3) uma base. Determine condigdes necessdrias e suficientes
sobre a,b de modo que os vetores (u, v, w) sejam LI, com u, v, w dados por:
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a) u=ej;—ey,v=ej;t+ertez,w=ae;+ber+e;

b) u=e; —e>+e3,v=e;+e,+3e3,w=ae; +ber+ (b%+2a)e3

2.2 BASES ORTONORMAIS E COORDENADAS CARTESIANAS

Vamos agora explorar algumas das vantagens de se trabalhar

com as chamadas bases ortonormais ou, mais geralmente, com eixo y

sistemas de coordenadas cartesianas. P (xy)
Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetoressio A

unitdrios (possuem moédulo 1) e perpendiculares dois a dois. Yj

Um sistema de coordenadas formado por uma base ortonormal

é chamado de sistemas de coordenadas cartesianas. A partir

. ~ o1s .. 0 xi eixo x
deste ponto vamos fixar notagdo e utilizar (i,j) para denotar

uma base ortonormal para o plano, e (i, j, k) para o espago.

Seja (i,j) uma base ortonormal para V2, O um ponto no
plano e Z = (O, 1,j) o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado
agora um ponto P no plano considere o vetor r = OP e sua representagdo no sistema X
dada por r: (x,y), ou seja:

r=xi-+vyj.

Como a base considerada é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitadgoras

que

2 2112 .12
el ™= Iafl” + il
203512 a2 (15112
= X" +y = [l
= xz—l—yz.

Assim, se denotarmos por T o tamanho do vetor r temos que
r=/x?+y2.

A mesma ideia pode ser levada para o espago, onde
obtemos que se r = xi + yj + zk, entdo

T =|t|| = Vx% +y? +22.
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Voltemos por momento para o caso planar e denote por
0 o angulo entre o eixo OX e o vetor r. Neste caso, ndo é
dificil ver que

X = r1cos(0),

y = rsen(0).

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos também que a distdncia entre os pontos
P:(x1,y1) e Q:(x2,92) é dada por:

d(P,Q) = /(x1 —x2)% + (y1 — y2)?

Q : (XZ/HZ)

(Y2 —y1)j

P:(x1,y1) (x2 —x7)i

Figura 2.3: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distdncia entre os pontos P : (x1,y1,z1) e Q : (x2,Y2,22) é
dada por:

d(P,Q) =/ (x1 —x2)2 + (y1 —y2)? + (21 — 22)2

Observagio 2.7 E importante observar que para realizarmos os cdlculos acima foi absolutamente
necessdrio que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular as mesmas
quantidades utilizando outros sistemas, mas as expressoes ficam diferentes e muito mais compli-
cadas.

O par (r,0) assim definido forma as chamadas coordenadas polares do ponto P no
plano, e suas propriedades serdo melhor exploradas no final deste capitulo.

Exercicios. Nos préximos exercicios, as coordenadas sdo expressas num sistema carte-

siano.

Ex. 2.1 — Dados A : (—3,2), B:(3,5) e C:(0,3) desenhe o tridngulo ABC e ache:

a) A distancia entre os pontos A e B;
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b) A distancia entre os pontos B e C;
c¢) O vetor ﬁ e o vetor R ;

d) O vetor ]ﬁ + R

e) O ponto médio do segmento AC

f) O ponto na reta AB que dista trés vezes mais de A do que de B. (Duas respostas)

Ex. 2.2 — Dados A : (4,8,11), B : (=3,1,4) e C : (2,3,—3) desenhe o tridngulo ABC e
ache:

a) O comprimento dos trés lados do tridngulo;

b) Os pontos médios dos trés lados do tridngulo;

¢) Os vetores ﬁ, ﬁ e ﬁ;

d) A soma ﬁ + lﬁ + C? Porque essa soma deve ser zero?;
e) Os angulos entre /ﬁ e ]ﬁ Dica: use a lei dos cossenos;
f) A drea do tridangulo;

g) O ponto D tal que ABCD ¢é um paralelogramo (Trés respostas)

2.3 ANGULO ENTRE DOIS VETORES: PRODUTO ESCALAR

Na secdo anteriores nos utilizamos de dngulos entre vetores (ou entre vetores e retas)
para definir uma nova forma de representar pontos do espaco Euclidiano. Surge entdo a
pergunta: como podemos utilizar os sistemas de coordenadas para determinar o angulo
entre dois vetores u e v?

O primeiro passo é escolher um sistema de coordenadas cartesiano £ = (i,j, k,O) e
escrever o0s vetores neste sistema, ou seja:

u=aji+azj+azk

V:b1i+b2j+b3k
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Observe agora que pela lei dos cossenos
v —ul* = [ul’ + v|* — 2[ul[v]cos(8),
e portanto
(a1 —b1)* + (a2 —=b2)* + (a3 —b3)? = af + a3 + a3 + b7 + b3 + b3 — 2 [u|| ||v|| cos(6).
Assim

ajb; +azby; + azbs

e p—
cos(6) Tl Tv1

Ao termo ajby + azby + azbz daremos o nome de produto escalar (ou de produto
interno ) de u por v e denotaremos por u - v.

Resumindo:
Se I = (i,j,k,O) é um sistema de coordenadas cartesiano, u = (aj,az,az)s e
v = (bq,b,,b3)s, entdo
u-v:=ajby+ayb, +azbs

N u-v
[[ulf{lv]

cos(0)

E interessante observar que |ul|, ||v|| e cos(8) ndo dependem da base ortonormal
escolhida e portanto o produto escalar u - vtambém ndo depende.
Observe também que, da definigdo acima, segue diretamente que dois vetores nao-

nulos u e v sdo perpendiculares se e somente se u-v = 0 (por qué?).

Exemplo 2.8 Achar o dngulo entreu =i+j+kev=i+j

Solucao:
u-v
[[ull [[v]]
12

V32

= 0=cos ! \/g =~ 35.26°

cos@ =
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Exemplo 2.9 Os vetores 3i + 4j + k e 2i — 3j + 6k sdo perpendiculares pois o produto interno
entre eles é zero:

(3,4,1)-(2,—3,6)=3-2+4-(=3)+1-6=6—12+6=0

Exemplo 2.10 |[u[? =u-u= a?+a3+ai=u-u

O produto interno possui as seguintes propriedades, cujas demonstra¢des sdo ele-

mentares e deixamos como exercicio ao leitor:

Proposicdo 2.11 O produto interno possui as seguintes propriedades:

4. u-u = 0seesomente seu =0
5. u-(Av) =Au-v

Demonstragdo: Seu: (aj,a,a3)ev: (b, by, bs)ew: (cy,cz,c3)

1.
u-v=aybj+aby+azbs =bja; +bra;+bzaz=v-u
2.
u (v+w) = (aj,az,a3)-(by+cy,bz+cz,b3+c3)
= aj(by +c1)+az(bz+c2)+az(bs+c3)
= (ajby +ayby +a3zbs) +(ajcy +azcer + asces)
= u-vt+u-w
3.

u-u:a%—i—a%%—aé}O
4. Seu-u=0entdo a + a3 + a = 0 e consequentemente a; = a; = a3 = 0.

5. A demonstracdo desse item é deixada como exercicio ao leitor.
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Exemplo 2.12 No quadrado ABCD tem se A = (3,—4) e B = (5, 6) . Quais sio as coordenadas
dos vetores C e D?

Solugao: Denotando as coordenadas de C e D por C = (c1,c2) e D = (d;,d2), temos que
AB BC CD DA
AB = (2,10), BC = (C1 —5,c20—6),CD=(dy —cy,dy —c2 eDA = (d; —3,d, +4).

O vetor BC ¢ perpendicular ao vetor AB logo o produto interno entre eles é nulo, ou

BC. AB — 0.

Isto implica que 2(c1 —5) + 10(c2 — 6) = 0, que simplificando resulta em

seja,

2¢1 4+ 10c; =70 (2.5)
Temos ainda que Iﬁl = Iﬁl = /104, logo
(c1—5)2 +(c2—6)* =104 (2.6)

Substituindo (Z5) em (2.6) teremos que (c; — 6)2 =4 elogocy =8oucy =4
Quando ¢, = 8 por (Z5) c1 = —5 e quando ¢, =4 entdo ¢y = 15.
O célculo de D é anélogo. O

Projecdo Ortogonal Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u,
com u ndo nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores p, q tais que p é paralelo

a u e q é perpendicular a u, ou seja, queremos encontrar p, q tais que
v=p+q, p=Au paraalgumAcRe q-u=0.
Reescrevendo as condi¢des acima temos que
(v—p)-u=o0
e logo

(v—2Au)-u=o

v.u—Alul*=o0
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Desta forma

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é tnico. Tal vetor é
chamado de projecdo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj, v.

Demostramos assim o seguinte resultado.

Proposicdo 2.13 Dado u um vetor ndo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a projegio ortogonal
Proj, v de v em u existe e é tinica.

Exercicios.

Ex. 3.1 — Pela férmula do cos ache os trés angulos do tridngulo cujos vértices sdo
a) (2,—1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)
b) (4/7111)1(_31114)e(2131_3)

Ex. 3.2 — Prove que os vetores u = 7i — 3j + 6k, v =3i + 3j — 2k e w =6i — 16j — 15k sdo
dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.3 — Ache os trés dngulos de um tridngulo cujos vértices sdo (3,1),(5,—2) e (6,3).
Ache também a area do tridngulo.

Ex. 3.4 — Prove que v-w = 1 <Hv—|—sz — HV—WH2>

Ex. 3.5 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entao

ele é um losango.

Ex. 3.6 — Decomponha o vetor u = —i — 3j + 2k como a soma de dois vetores vy e v>,
com v paralelo ao vetor j + 3k e v, ortogonal a este dltimo.

Ex. 3.7 — Prove que:

a) Proj, Av = AProj, v
b) Proj,(v+w) = Proj, v+ Proj, w
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c) Proj, (Proju v) = Proj, v

d) v-Proj, w=Proj,v-w

Ex. 3.8 — Calcule o cosseno do dngulo formado por duas diagonais de um cubo.

Ex. 3.9 — Prove que |u-v| < ||u]| ||v]| e que |u-v| = |lu||||v]| se e somente se um vetor é
multiplo do outro (Desigualdade de Schwarz).

Ex. 3.10 — Prove que ||lu+ v|| < ||u|| + ||v|| (Desigualdade Triangular).

2.4 VETOR PERPENDICULAR A DOIS VETORES DADOS: PRO-
DUTO VETORIAL

Voltemos nossa atengdo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos
u e v como podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados?
Note que, ao contrdrio do que ocorre com a proje¢do, este problema ndo possui uma
Unica solugdo. De fato, se encontrarmos um vetor w satisfazendo as condi¢des acima,
qualquer vetor Aw também satisfara.

Passemos a solugdo. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (i, j, k) e
fagamos u = aji+ azj + azk e v =byi+ byj + bzk. Vamos denotar por w = xi +yj + zk
o vetor que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos
vetores u e v, precisamos entdo que w-u=0evsew-v =0.

Temos assim o seguinte sistema linear:
aix+ay+azz=0

bix+byy+bzz=0

ou ainda

a1x +ay = —asz
bix+byy =—bsz
Pelo exercicio 12 podemos supor sem perda de generalidade que

a az

0,
b1 by 7
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e, usando a regra de Cramer, concluimos que

—Qazz Qap az az a; Qs
—bgl bz b3 bz bz b3
X=—FV""F=—2 =z
a; ap a; az ay az
b] bz b1 bz b] b2
e
a; —aszz a; as as g
b] —bgl b1 b3 b3 b1
a;y ap a; daz a;y ap
b1 by b1 by b1 by
Escolhendo
ay az
z =
b1 by
temos que
a; asz a ap |. ar az
by b3 b3 b] b1 bs

Chamaremos o w de produto vetorial de u e v, e denotaremos por
W=uXV

Um modo f4cil de recordar da expressdo do produto vetorial é através do seguinte

determinante formal:

i j ok
uxv=|a a asz|,
b; by bs

onde u = aji+ azj+azkev=bi+byj+bsk
Antes de continuar listemos as propriedades do produto vetorial.

Teorema 2.14 Dados os vetores u = (a1, az,a3), v=(by, by, b3) ew = (cy,c2,c3) 0 produto
vetorial possui as sequintes propriedades:

1. Linearidade com relagdo ao primeiro termo: (W +V) X W =UX W+ V X W

2. Antisimetrin u X w = —w X u
a; az as
3. Produto mistou- (vxw)=(uxv)-w=| b; by b3
Ci C2 C3
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2 2 1oli2 2
4. Juxv|® = [ul[* [[v]]" —u-v|
5. [lux v|| = ||ul| [|[v| sen (0), onde © é 0 Angulo entre os vetores u e v.

Demonstracdo: A demonstragdo dos trés primeiros itens é direta e é deixada como ex-
ercicios:
Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
all? V]2 = u - vi2
(a4 a3 +a3) (b3 +b3+b3) —(ar1by + azbs + azbs
= (agbf + aib3 + afbs + a3b? + adb3 + afbs + a3b? + a3b3 + a3b3) —aibf—2ajab1br—
2ajazbibs — a%b% —2aa3bsbz — a%b%
= a?b3 + a?b3 —2ajazb1b, —2ajazbibs + agb? + ajb3 —2azazbybs + aibf +alb3
(azbz —aszbz)? + (a1bz —azbq)® +ajby —azby
= Jux v

)2

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que
2 21412
[u-vi* = |[ul|* [v]|* - cos? (6)
e portanto

lwx v = J[ul® V] - vi?
2 2 2 2
= [lall [V[I* = [[u]|* v]|* - cos? (8)
= Jull® ]| (1 — cos® (8)) =

= [[ul|* lv]|* sen® (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.
Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos u e v,
como na figura abaixo

|v]| sen®

—

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(0) e portanto, da propriedade 5 do pro-
duto vetorial, concluimos facilmente que sua drea é dada por |lu| ||v|sen (6) = ||u x v|.
Em resumo, mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v é igual ao compri-

mento do produto vetorial destes vetores.
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hy e =u XV-W

ta da base =u x v

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em fung¢do dos vetores u =
AB,v=AD ew = AE.

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V = Aph da drea Ay
da base pela altura h. Como ja vimos a drea da base pode ser calculada por Ay = [ju x v||.

Ja a altura é dada pela norma da projecdo do vetor w sobre o vetor u x v. Como

(uxv) w

Proj, W= ———-(uxv),
[ ]|
segue que
: [(uxv) - wi
IProju ., wi| = 7 luxvl
[[ux v
~Jluxv)-wl
[ux v
Segue portanto que
l(uxv)-w
V=Aph=|uxv|——"=——=(uxv) wl.
[[ux v

Exemplo 2.15 Sejam A = (x1,Y1),B = (x2,Y2), C = (x3,y3) pontos no plano. Entdo a drea
do AABC é dada por

NEAEL 1
S = :Ez X2 Y2 1
x3 yz 1
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Demonstra¢dao: Temos que lﬁ = (x1 —x2,y1 —yz2) e lﬁ = (x3 —x2,y3 —yz2). Além
disso, é claro que v = (y2 —y3,x3 — x2) é um vetor ortogonal a BC.
A area do AABC ¢é dada por:

1
s = IBCIIn,

—

onde h = IPTOjVﬁl = |<BA’V>‘, ¢é a altura do AABC relativa ao lado BC.

[lv]

Como |lv|| = IIIQII, temos que S = %|B—A>-V|.

Temos que:
BA-v = I(x1—x2)(y2—y3) + (Y1 —y2)(x3 —x2)
= xi(y2 —y3) +yi(x3 —x2) +x2y3 — x3y2|
X1 yr 1
= |det | x» Y2 111,
X3 yz |
concluindo a demonstragao. O
Exercicios.

Ex. 4.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i—3j+6kebi—15—13k
b) 6i—16j — 15k e 3i + 3j — 2k
c) 3i+3jebi+i4j

Ex. 42 — Seu = (3,41),v=(2,3,2) e w = (4,2,3) encontre
a) 2ut+3v—7w
b) u-w
C) V-w,
d) u-v,
e) uxy,
f) vxu

g) w-(vxu)
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Ex. 43— Provequeuxv=-vxu

Ex. 4.4 — Provequeu-v=v-u

Ex. 45 — Prove queu- (v+w)=u-v+u-w

Ex. 4.6 — Prove que ux (V+w)=uxv+uxw

Ex. 4.7 — Prove que u x v pode ser escrito como o determinante formal

i j Kk
uxv=|a az as
bi by bs

Ex. 4.8 — Prove que u- (uxv) = v-(uxv) = 0 de dois modos: primeiro calculando

diretamente e segundo utilizando as propriedades de u x v.

Ex. 4.9 — Prove que em geral u- (v x w) pode ser escrito como o determinante da matriz

que tem como componentes

ap az as
b; by b3
Ci C2 C3

[Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da primeira linha e compare com u- (v X wW).

Isto também prova que u- (v x W) = v- (W x u). Porque? ]

2.5 ESCOLHA DO SISTEMA DE COORDENADAS

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer
ponto O como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral re-
sultados geométricos ndo dependem de como escolhemos nosso sistema de coordenadas,
mas fazendo a escolha correta podemos simplificar significativamente o resolu¢do de um

problema. E possivel, por exemplo, fazer com que as coordenadas dos vértices de certas
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figuras geométricas fiquem mais simples, aumentando a quantidade zeros em suas coor-
denadas, simplificando assim a manipulagdo algébrica.
Considere, por exemplo, um tridngulo AABC. Vamos descrever esse tridngulo através

de coordenadas A : (x1,y1),B: (x2,y2) e C: (x3,y3) em um sistema de coordenadas .

($37 93)
A (an yQ)

(9517y1)

\J

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta AB, e
como eixo Yy a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coorde-
nadas colocando a origem no ponto O dado pela intersecgdo dos dois eixos, e escolhendo
uma base ortonormal (i,j) formada por vetores unitarios paralelos a estes eixos. Neste
sistema o vértice A tem entdo coordenadas do tipo (a,0) e o ponto B coordenadas do
tipo (b, 0), j& que ambos estdo sobre o eixo x. Jd o ponto C, que estd posicionado sobre o

eixo y, tem coordenadas do tipo (0, c).

(,0) O b.0) ©

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o

numero de varidveis de 6 para apenas 3.
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A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas ade-
quado facilita a demonstracdo de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar
estas propriedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 2.16 Se um tridngulo ¢ isdsceles, as medianas dos dois lados de mesmo comprimento
possuem o mesmo tamanho.

Solug¢do: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema
temos A : (a,0),B:(b,0) e C:(0,c).
Supondo que segmentos CA e CB possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 1 ¢2 = [CA| = [CB| = Vb2 + 2

e logo a? = b?. Segue que a = b ou a = —b. Se a = b ndo temos um tridngulo j& que
dois vértices coincidem, de onde segue que a = —b.
Seja M7 o ponto médio de AC. Pelo exemplo [z5/ temos que as coordenadas de M =
(%, %) = (%b, %) . Analogamente, o ponto médio M, de BC tem coordenadas (%, %) .
Como a mediana de CA ¢ dada pelo segmento BM; e a de CB ¢ dada pelo segmento
AM,;, segue que

_— b c 9b2 2
|BM1‘—H(—§,E)—(b,0)H— T'i-Z
e
_— b c 9b2 2
|AM; | = (zzz)—(—bIO)H— T+Z
e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho. U

Exemplo 2.17 Num tridngulo retdngulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés
vértices.

Solugdo: Para um tridangulo retangulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coorde-
nadas adequado é o que toma como origem o vértice C = O e como eixos as retas que
ligam Ca A e CaB.

Neste Sistema de coordenadas temos que A :
(a,0), B : (0,b) e C : (0,0). O comprimento da

hipotenusa é
IAB| = vV a2 + b2




Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coorde-
nadas M : (%, %) e logo o comprimento da mediana
é

2 b2 1 1
ICM| = %JFT = z\/aZerz =5 |AB]
Logo temos que a distancia do vértice C a M é metade da distancia entre os vértices A
e B, e logo M esta equidistante dos trés vértices. O
A
A0, c d,c 0,c b—a,c
00 (o) , 0.0 (- a.c)
(a,0) O " (6,0) (,0) O t o)
trapézio paralelogramo
Exercicios.

Ex. 5.1 — Mostrar que (—5,0),(0,2) e (0, —2) sdo os vértices de um tridngulo isdsceles e
achar sua 4rea.

Ex. 5.2 — O tridngulo ABC, com A = (—a,0),B = (a,0),C = (0,y) é equilétero. Quais
sdo os possiveis valores de y?

Ex. 5.3 — Sejam A = (a,0) e B = (0,a), com a # 0. Ache x de modo que o ponto
C = (x,x) seja o terceiro vértice do tridngulo equildtero ABC.

Ex. 5.4 — Qual o ponto do eixo OX ¢é equidistante dos pontos A = (1,—3) e B = (3,—1)?

Ex. 5.5 — Dado um paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas ade-
quado e mostre que AB’+BC’+CD + DA’ =AC +BD’ (ou seja, a soma dos quadra-
dos dos lados de um paralelogramo ¢é igual a soma dos quadrados das suas diagonais).

Ex. 5.6 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica

das proje¢des ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo
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um sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do
angulo reto sobre o eixo OY.

Ex. 5.7 — Se no tridngulo ABC as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais,
prove que os lados AC e BC sdo iguais, logo o tridngulo é isésceles.

Ex. 5.8 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pitadgoras.

Ex. 5.9 — Se as diagonais de um paralelogramo sdo iguais entdo ele é um retangulo.

2.6 O PROBLEMA DO LUGAR GEOMETRICO

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espaco euclidiano, e como
podemos usar tais representac¢des na resolugdo de alguns problemas geométricos. Nesta
se¢do vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas funda-
mentais da geometria analitica: o problema do lugar geométrico. Em poucas palavras,
dada uma figura ou condi¢do geométrica queremos determinar uma equagao ou condi¢des
algébrica que a represente. Ou ainda, de modo contrério, dada uma equagdo ou condicado

algébrica determinar sua representagdo geométrica.

O lugar geométrico de uma equacao Dada uma equagdo (por simplicidade, em duas
X,y ou trés varidveis x,y, z)

f(x,y) =0 ou g(x,y,z)=0 (2.7)

cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equagdo acima é dito solugdo da
equagdo e o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equagdo (7) acima é
chamado de lugar geométrico da equacéo.

Defini¢ao 2.18 O conjunto dos pares (ou triplas) que satisfazem a equacado 27 é denomi-
nado o lugar geométrico da equagaoz7

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sis-
tema de coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condicdo

geométrica pode ser descrita algebricamente de vérias formas distintas, dependendo,
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dentre outros fatores, do sistema de coordenadas escolhido. Por esta razdo, buscare-
mos dentre as possiveis representagdes aquela que proporcione a maior simplicidade
algébrica.

Durante esse processo (e em vdrios outros) podemos substituir uma certa equagado por
outra que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico.
Neste sentido, duas equacdes algébricas sdo ditas equivalentes se definem o mesmo

lugar geométrico.

Exemplo 2.19 Analisemos a equagio
(x—2)%+(y—3)* =25.

Observe que tomando C = (2,3) a distdncia v de um ponto qualquer (x,y) no plano euclidiano
até C é dada por

r=y/(x-22+ @y -3)2,
ou de modo equivalente
2= (x=2"+(y—3)*

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equagio acima se, e somente se, sua
distdncia para o ponto C : (2,3) for igual a 5.

Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geométrico da
equagdo

(x—a)’+(y—b)* =1

é um circulo de raio v e centro no ponto de coordenadas (a,b).

Exemplo 2.20 Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C e raio v é definido como
o conjunto dos pontos cuja distdncia ao centro é igual a v. Esta é a condigdo geométrica que
descreve o circulo. Busquemos agora uma representacdo algébrica. Se escolhermos um sistema de
coordenadas cartesiano no qual C : (a,b), entdo todo ponto P : (x,y) no circulo deve satisfazer

ICP| =T,

ou seja,

Jx—a?+y—b? =1,

58



ou ainda a equagdo algébrica equivalente

(x—a)®+ (y—b)* =12,

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista T do
centro) se e somente se satisfizer a equagdo (x — a)z +(y— b)2 =12,

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacdo entre uma curva e uma equacdo
diremos que esta é a equagio da curva.

Defini¢do 2.21 Diremos que uma equagdo f(x,y) = 0 é a equagdo de um dado lugar
geométrico se todo ponto que satisfaz a equagdo pertence ao lugar geométrico e todo
ponto que pertence ao lugar geométrico satisfaz a equagdo.

Exemplo 2.22 Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido descrito
pelo eixo x é formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) é zero, ou seja, a equagio
do eixo x é y = 0.

Exemplo 2.23 Como vimos (x — cL)2 +(y— b)2 =12éa equagdo do circulo de raio v e centro
emP:(a,b).

Exemplo 2.24 Determinar a equagio do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja a
distancia a um ponto fixoF é igual a distdncia a uma reta fixa d.

Solugdo: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e
um ponto fixo F chamado foco, a parabola é o conjunto
dos pontos P equidistantes do foco e da diretriz, ou
seja, o ponto P tal que

N [Po] =

onde D é o ponto de d mais préximo de P.

7

A reta passando por F perpendicular a d é chamada eixo da pardbola. O ponto de
interseccdo entre o eixo da parabola e a pardbola é chamado vértice da parabola. Observe
que o vértice estd localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da pardbola
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e a reta passando pelo vértice da parabola, perpen-
dicular ao eixo. Essa tltima reta é paralela a diretriz
da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d.
No sistema de coordenadas que adotamos F tem
coordenadas (m,0) e a equagdo da diretriz é x =
—m. Como P satisfaz Hﬁ” = HﬁH temos que !

(x—m)?+y2 =x+m.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que

(x—m)z —I—yz = (x—l—m)z

m? —2mx +x% +y? = (m? + 2mx + x?)

yz =4mx

é a equacdo satisfeita pelos pontos da pardbola neste sistema de coordenadas. O

Interseccao Dadas duas equagdes

f(x,y)

X, 0
x,y) =0,

gl

z

0s pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de
pontos de intersecgdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as
equagoes.

A interseccdo de duas equagdes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares
geométrico ndo se interceptam.

Exemplo 2.25 Determinar analitica e graficamente os pontos de intersecgdo de

x—12=0
y2—3x:0

Solucdo: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equagdo de uma reta paralela ao
eixo y, enquanto y> —3x = 0 é a equagdo de uma pardbola com vértice na origem e
diretriz paralela ao eixo y. Assim o conjunto dos pontos de intersec¢do dos dois lugares
geométricos é formado de no maximo dois pontos.
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Analiticamente, concluimos da primeira equagdo que todo ponto de intersecgdo (x,y)

deve ter x = 12. Substituindo na equagdo da pardbola encontramos que

y? = 36,
e portanto

Yy = %6.
De modo que os pontos de intersecgdo sdo (12,6) e (12, —6). O
Exercicios.

Ex. 6.1 — Escrever a equagdo do lugar geométrico dos pontos no plano que satisfazem
a condigédo:

a) O conjunto dos pontos P tal que P estd sempre duas unidades a esquerda do eixo
Y

b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas unidades do eixo X
¢) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P é igual ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P estd a distancia igual do eixo x e do eixo y.

Ex. 6.2 — Determine a equagdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0) e F:(—c, O) é constante igual
a2a.

Ex. 6.3 — Determinar a equagdo do lugar geométrico de um ponto no espago que se
move de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0,0) e F:(—c,0,0) é con-
stante igual a 2a.

Ex. 6.4 — Dados dois pontos dois pontos F: (c,0,0) e F:(—c,0,0) , determinar a equagao

do lugar geométrico de um ponto P que se move no espago de modo que

[[IPF|| — [|[PF'||| = 2a

Ex. 6.5 — Determinar a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo

que a distancia ao ponto (1,0,0) é sempre igual a distancia ao plano YZ.
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2.7 COORDENADAS POLARES

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado no plano em relagdo a
uma semi-reta OA. A origem O dessa semi reta é denominada origem do sistema de
coordenadas polares ou polo e a semi-reta OA ¢ dito eixo polar.

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par (r,0),
onde 1 é a distdncia do ponto ao polo, isto é, r = d(O,P) e 0 é o angulo orientado
que a semi-reta OP faz com a semi-reta OA. Claramente a posicdo do ponto fica bem
determinada se conhecemos 1 e 6. O par (r,0) é denominadocoordenadas polares do

ponto P, e neste caso escreveremos simplesmente P : (r, 0)

Pr - (2,60°)
Py : (4,120°)
P;:(2,0)

Py : (5,240%)

270°

Figura 2.4: Coordenadas polares

Como 0 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta OP seus valores podem ser
positivo ou negativo conforme a orientagdo no sentido anti-horério ou horario do angulo.
Por outro lado, o raio 1, sendo a distancia de P a origem,
(r,0) ¢ naturalmente um ntmero real positivo, porém pode-
mos estender seu significado de modo a termos raios neg-
(] ativos. Para isso convencionamos que o ponto (—, 0) com
T > 0 deve ser construido do seguinte modo: construimos
(=r,0) uma semi-reta faz uma angulo 6 com o eixo polar e esten-
demos essa semi-reta. marcarmos o ponto (—r,6) como

sendo o ponto sobre a extensdo da semi reta que dista r do polo O.

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas cartesianas e o sistema
de coordenadas polares é que em coordenadas polares um ponto P pode ser descrito
por uma infinidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita por todas as
coordenadas da forma (0,0)., enquanto que um ponto P : (r,0) distinto da origem é
descrito por todas as coordenadas da forma (r,0 +27mn) e (—7,0 + 7 (2n +1)).
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Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é
positivo e o angulo 0 esteja entre 0 < 0 < 27t. Denominamos esse par como o conjunto
principal de coordenadas polares do ponto em questao.

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano es-
colhendo como a origem o polo, o eixo x como o eixo polar e o eixo y como a reta per-
pendicular ao eixo polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é chamado
sistema cartesiano associado . Quando, ao tratarmos de coordenadas polares, nos referir-
mos as coordenadas x, Y, eixos x ou y, etc. de um sistema cartesiano este sempre serd o
sistema cartesiano associado.

E facil ver que as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas do sistemas asso-
ciado se relacionam pelas igualdades:

yA

\J

X = rcos(0)

y =rsen(0)
T =4v/x2 +y?
Y
tg ==
& X

Exemplo 2.26 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas polares sio
(3,120°)

Solugdo: Neste caso v = 3 e 0 = 120° logo as coordenadas sao:

x=r1cos(0)=3- <—%> :—g (2.8)
y:rsen(G):&é.:ﬁ (2.9)

2 2
Ou seja, P: (—% %) O
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Exemplo 2.27 Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares sio
(1,-1).

Solugao: Temos que v = ++/T+1 = +v/2 e que 0 = arctg (—1) .Para 0 < 0 < 27t. temos
que 0 = %7{.

Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é (1, Z).

Outras coordenadas possiveis para o ponto sdo (1, 7+ 2mm) e (=1, 7+ m(2m + 1)) .

O

Exemplo 2.28 Determinar a equagdo retangular do lugar geométrico cuja equagdo polar é

B 2
"~ 1—cosH

T

Solugdo: A equacdo dada é equivalente a 1 — rcos 0 = 2. Substituindo r e T cos 6 temos:
+vx2+y2—x=2

Transpondo x e elevando ao quadrado temos

XZ _l_yZ _ (2+X)2

que simplifica para y? = 4(x + 1) (uma parabola). O

Exemplo 2.29 Mostre que a distdncia d entre os pontos (v1,01) e (r2,02) em coordenadas po-
lares é

d= T%—FT%—ZT]Tz cos(67 —07)

Soluc¢do: Usando a lei dos cossenos temos:

IPQ[* = |OP|*+[|OQl* —2/[OP||*|0Q] cos(0, —07) (2.10)

= T%—FT%—ZT]rz cos(0, —01) (2.11)

E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto Q é:

IPQIl = \/T% +13 — 21172 cos(02 — 01)
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Exercicios.

Ex. 7.1 — Ache as coordenadas polares dos pontos cujas coordenadas cartesianas sdo:

a) (0,4)
b) (1,—V3)
o (—v3,-1)
d) (-3,3)

Ex. 7.2 — Ache as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas polares sdo:

a) (3,7/3)
b) (=5,7/4)
c) (2,m)

d) (4,57e)

Ex. 7.3 — Transforme as seguintes equagdes para coordenadas polares:

a) y?+4ax =4a?

b) y? =4ax
o x*+y’=16
d) 3x+4y=5

e) (x*+y?) =a’(x*—y?)

Ex. 7.4 — Transforme as seguintes equagdes para coordenadas cartesianas:
a) r=4acos6

b) 12 = a?cos(260)
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4
T+cos O

d) \/Fcos% =+a

e) % =1+ecos(0)

¢ rT=

Ex. 7.5 — Prove que os pontos (0,0°), (3,90°) e (3,30°) formam um tridngulo equilatero.

Ex. 7.6 — Mostre que a drea A de um tridngulo cujos vértices sdo o polo e (r1,07) e
(r2,02) é dada pela férmula

1
A= 3 [rir2sen (01 —03))]

Ex. 7.7 — Utilizando a formula anterior, mostre que a drea de um tridngulo de vértices
(r1,61), (r2,02) e (r3,63) &

1
A= 3 (ror3sen(03 —05) +r1128en(0; —07) + 1113 8en(07 —03))

2.7.1 Graficos de curvas em coordenadas polares

Nesta secdo vamos apresentar algumas estratégias para o tragado do grafico de curvas
f(r,0) = 0 em coordenadas polares.

A grande diferenca para o tracado de curvas no sistema cartesiano é que em coorde-
nadas polares um ponto pode admitir vérias coordenadas diferentes. Esse fato deve ser
levado em conta dentre outras coisas na determinacgao de interseccdes e simetrias.

Uma curva f (r,0) = 0 admite algumas representagdes equivalentes, por exemplo se
trocarmos r por —r e 6 por 6 + 71/2 ou se trocarmos 6 por 0 + 2mn. Equagdes que repre-

sentam o mesmo lugar geométrico serdo ditas equivalentes.

Interseccbes As intersecgdes com o eixo x ocorrem quando 6 = 2nm ou quando 0 =
. N . 2n+1
(2n+ 1) . As intersecgdes com o eixo y ocorrem quando 6 = w

A curva passa pelo polo se existe 0 tal que r = 0.
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Simetrias Dizemos que uma curva em coordenadas polares é simétrica em relagdo ao
eixo x se a equagdo da curva permanece sem modificagdo ou é modificada para uma
equivalente quando trocamos 0 por —6.

Para curvas simétricas em relagdo ao eixo x, o conhecimento de seu gréfico no primeiro
e segundo quadrante nos permite obter o seu grafico nos outros quadrantes, fazendo a

reflexdo no eixo x

A A

Uma curva é simétrica em coordenadas polares em relacdo ao eixo y se a equagdo
da curva permanece sem modificagdo ou é modificada para uma equivalente quando
trocamos 0 por m— 0. Para curvas simétricas em relagdo ao eixo y, o conhecimento de
seu grafico no primeiro e quarto quadrante nos permite obter o seu gréfico nos outros

quadrantes, fazendo a reflexdo no eixo y.

Finalmente, uma curva em coordenadas polares é simétrica em relacdo ao polo se a
equacdo da curva permanece sem modificagdo ou é modificada para uma equivalente
quando trocamos r por —r. Para curvas simétricas em relagdo ao polo , o conhecimento
de seu gréfico no primeiro e segundo quadrante nos permite obter o seu gréafico nos
outros quadrantes, fazendo a inversdo em relagdo ao polo.

Periodicidade Dada uma curva em coordenadas polares descrita como

T—1(0)=0
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ela serd peri6dica se existir um ntmero real a > 0 tal que f (6 + a) = f (8) para todo 6.
Para uma curva periédica basta tragarmos seu comportamento para valores de 6 en-
tre 0 a a, pois para valores maiores de a a curva repete o comportamento dos valores

menores de a.

Exemplo 2.30 Tracar a curva cuja equagio é

r=2(1—cos0)

Soluc¢dao: Comegamos observando que essa curva é periddica com periodo 27. Ela passa
no polo quando 1T —cos® = 0 ou seja quando 6 = 0 (+2n7)

Se substituirmos 6 por —6 temos que a equacgdo permanece inalterada pois cos (—0) =
cos (0. Logo essa curva é simétrica em relagdo ao eixo x.

Temos também que a curva é limitada pois 2 (1 —cos0) < 4jd que —1 < cos@ < leo
maximo € atingido quando cos® = —1 ou seja quando 6 = (2n+ 1) 7.

Finalmente, atribuindo alguns valores para 0 temos:

0 1(0) =2(1—cos0)

0 r(0) =0

/6 | r(n/6) =2—+/3=~0.26795
/4 | r(m/4) =2— /2 ~ 058579
/3 | r(m/3) =1

/2 | r(m/2) =2

3m/4 | v (3m/4) =2+ 2~ 3.4142
T r(m) =4

Tracando os pontos e utilizando as simetrias temos que o gréfico da curva é:

(3,120°
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Exemplo 2.31 Esboce o grdfico da curva descrita pela equacio v> = 4 cos (20)

Solugdo: A curva passa no polo quando 4 cos (20) = 0, ou seja, quando 0 = 7 +nr.

Substituindo 0 por —0 temos que a equacdo permanece inalterada pois cos (—6) =
cos (0). Logo ela é simétrica em relagdo ao eixo x. Esta curva também é simétrica em
relagdo ao eixo y e em relagdo ao polo.

A curva é limitada pois 4cos (20) < 4 jd que —1 < cosB < 1 e 0 mdximo é atingido
quando cos (20) = +1 ou seja quando 0 = n7.

Veja que para 0 entre 7t/4 e 31/4, 4cos (20) é negativo e como 12 é positivo, a curva
nao estd definida nesses intervalos.

Como a curva possui as simetrias acima basta tomarmos valores entre 0 e 7t/4. Atribuindo

alguns valores para 0 temos:

0 T(0) =4 cos(20)

0 r(0)=4

/12 | v (1/12) = 2V/3 ~ 3.464 1
/6 | r(m/6) =2

/4 | r(nt/4) =0

(1t/6,2)
(7/12,3.46)

o
\ &>

Exercicios.

Ex. 7.8 — Desenhe a curva cuja equagao é:

a) r=2(1—cos0)
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b) r=2secB
c) T=acosb
d r=-—2

1—cos©

e) T =a(l+senB) (cardioide)
f) 12 = a?sen(20) (lemniscata)
g) 10 = a (espiral hiperbdlica)

h) r=¢®

Ex. 7.9 — Determinar analiticamente e graficamente os pontos de intersec¢do das curvas
a) r=abcoma#0 e0=7
b) r=2send e r=1

¢) rcosf=4 e rsend =4

Ex. 7.10 — Determine o perimetro do quadrildtero cujos vértices sdo (0,19°), (1, %) ,
(2,F)e(3,0)

Ex. 7.11 — Mostre que a equacdo de uma reta que passa pelo polo é da forma

0=k

Ex. 7.12 — Mostre que todos os pontos da reta xcosw +ysenw —p = 0 satisfazem a
equagao rcos(0 —w) = p.

Ex. 7.13 — Reescreva as seguintes equagdes em coordenadas cartesianas, entdo identi-

fique e desenhe a curva
a) r=6senb
b) r+6send =0
Q) 12=3r+2=0
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A MATRIZES E SISTEMAS LINEARES.

A.1 MATRIZES

Uma matriz real m x n é um conjunto ordenado de ntimeros reais dispostos em m linhas
e n colunas. Os elementos de uma matriz serdo indicados por dois indices dos quais o
primeiro indica a posicdo na linha e o segundo na coluna. Desta forma o elemento ay;

refere-se ao elemento que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

an a2 - Qin

azi azz azn
A =

Am1 am2 -+ OGmn

Uma matriz é dita quadrada se o nimero de entradas é igual ao nimero de colunas.
Uma matriz 1 x n é dito matriz linha e uma matriz m x 1 é dita matriz coluna . A matriz
nula n x m é a matriz cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade n xn é a
matriz cujos termos da diagonal, isto é os termos ai; com i = j, sdo iguais a 1 e os termos
fora da diagonal sdo zeros.

A.1.1 Operacdes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicagdo de matrizes por escalares coordenada a coor-
denada.

Defini¢ao A.1 Dadas duas matrizes n x m A = (ai;) e B = (by;) e c um escalar, defini-
mos as matrizes A 4+ B e cA como:

A+B:=(ay+bij)  cA:=(cay)

Exemplo A.2 Se
1 2 4 4 0 2
A: e B:
<3 5 —1) <4 2 3)
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entdo:

4 2
A4B— 5 6 IA 4 8
7 7 2 6 10 =2

Defini¢do A.3 Dado A uma matriz m x p e B uma matriz p x n. O produto de A por B
denotado AB é definido como a matriz C = (cij) cuja entrada ij é definida como:

P
Cyj = Z ik by
k=1

E fundamental observar que o produto AB s6 estd definido se o ntimero de colunas de
A ‘igual ao ntimero de linhas de B.

Exemplo A.4 Se

2 3
210
A= B=]1 4
3 2 -1

entio

ap [ 221140 (=) 2:3+1:440-5 (5 10
S\ 3242 014(=1)(=1) 3:3424+(=1)-5 ) \9 12

A.2 DETERMINANTES

Recordaremos, sem apresentar as demonstra¢des, algumas propriedades dos determi-
nantes.

Dada uma matriz A o menor dessa matriz com respeito do elemento ai; é a matriz
que se obtém ao remover da matriz A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos

tal menor por Aj;.
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Exemplo A.5 O menor de uma matriz 3 x 3 em relagio ao elemento a3 é:

ap; apx O a a
11 a2
Az = Ol Ol [l =
asp asz
azr az2 O

O determinante de uma matriz quadrada é uma funcdo que associa a cada matriz

quadrada um ntmero real, determinado pelo seguinte procedimento indutivo:
1. O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da entrada dessa matriz, i.e,

lal =a

2. O determinante de uma matriz n x n pode ser calculado somando ao longo de uma
linha ou coluna o produto de um elemento ai; por (—1)'") vezes o determinante
do menor em relagdo ao elemento ajj, i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um i temos:

n

Al=D —(Day |Ay]
j=1

De modo andlogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando um j temos:

n

Al=D —(Day |Ay]
i=1

O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna na expansao anterior.

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 x 2 e expandindo em relac¢do a
primeira linha temos:

a b
C

=ald|—blc]=ad —bc

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 x 3 e expandindo em relacdo a
primeira linha temos:

aj b1 Cq

by c2 a ¢ a by
ap bz C | =y —b1

bz ¢3 asz c¢3 az bz
az bz c3

O sinal (—1)"") da definigdo anterior pode ser facilmente calculado, notando que esse
fator troca de sinal para cada termo adjacente da matriz, conforme o padrado abaixo:
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Nota¢ao: Dado uma matriz quadrada de ordem n e de entradas aij, A = (aij, deno-
taremos suas colunas por Aj,...,A,. Logo:

Ai=(ari, ..., ani)

e assim podemos reescrever a matriz A como A = (A7,A,...,An)
Usaremos também a seguinte notagdo para representar o determinante de uma matriz

quadrada:
aj b] Cq
la b ¢ .../]=|a b c
Assim por exemplo:
aj b] C1
a; by
la bl = la b c¢/=|a by c»
a; by
az bz c3

Teorema A.6 Se todos os elementos de uma coluna (ou linha) forem multiplicados por A, entdo o
determinante fica multiplicado por A:

A1 Az AA-Anl =AIAT Az-c-Ap- Ay

Teorema A.7 O valor do determinante é inalterado se transpormos a matriz.

aj b] C1 ay az as
Por exemplo: a; by c2|=|b; by b3
a3 bz c3 c1 C2 C3

Teorema A.8 O wvalor do determinante troca de sinal se duas colunas (ou linha) sio intercambi-
adas.

|A1 AZ"'Ai"‘Aj“'An‘:|A1 AZ"‘Aj“'Ai"‘An‘

Teorema A.9 Se duas linhas ou colunas de uma matriz sio idénticas entio o determinante dessa
matriz é nulo.
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Teorema A.10 O valor do determinante permanece inalterado se adicionarmos um miiltiplo de
uma coluna (linha) a outra coluna (linha).

|A1 AZ"'Ai"'A]’"'An‘:|A1 AZ"'Ai"'Aj+7\Ai"'An|

A.2.1 Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento ay; é cij = (—1 )i |Ai]~ ‘ A matriz formada

pelos cofatores é denominada matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A
cof(A) = (cyy) = (=) |Ay))

A transposta da matriz dos cofatores é denominada matriz adjunta de A e é denotada
por adj(A).
Uma matriz quadrada A é dita invertivel se existir uma matriz B tal que:

A-B=B-A=1

Teorema A.11 Dada uma matriz A, essa matriz é invertivel se e somente se |A| # 0 e nesse caso
a inversa de A, denotada A~ ¢é dada por:

adj(A)
A

ATl =

Exemplo A.12 Dado

1 2 1
A=12 1 0
1T -1 =2

Calcule a matriz inversa

Solugdo: Vamos comegar calculando a matriz de cofatores:

O cofator em relagdo ao coeficiente a;; é:
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Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de cofatores é dada por:

-2 4 -3
cof(A) = 3 -3 3
-1 2 =3
E a matriz adjunta é:
-2 3 -1
adj(A) = 4 -3 2
-3 3 -3
E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:
-2 1 _1
_adi(A) [ 7 » 5
detA 3 3

A.3 TEOREMA DE CRAMER

Dado um sistema linear de n equagdes e n incégnitas

ayxy+aixy+ -+ am =Xk
azixy+azxy+---+axy =ks

Ani1X1+ap2X2 +-+-+ ann :kn

podemos escrever esse sistema como AX = k onde

apr a2 -+ Qi X1 K4

a1 azz2 -+ Qan X2 k2
A= X = k =

ant QGn2 -+ Qnn Xn kn

A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k a matriz de constantes.

Teorema A.13 Dado um sistema linear de n equagdes e n incégnitas

aix+bjy+ciz+--- =ky
ax+byy+crz+---=ky
anXx+bny+cnz+---=kn
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com |A| # 0. Entdo as solugdes desse sistema sdo:

:|k Ay Az Aql Xz:|A1 k Az Aql N :|A1 Ay Az---K
A1 Az Agnl A7 As--- A~ T TN AT As---Ayl

X1

Demonstragido: Escrevendo o sistema linear como AX = k. Como det A # 0, a matriz A

é invertivel, e assim multiplicando ambos os lados do sistema por A~ temos:
X=A"Tk

Usando a caracterizagdo da matriz inversa como a transposta da matriz de cofatores
dividido pelo determinante, temos que esse sistema pode ser escrito na forma matricial

como:
X1 1 C11 -+ Cni k4

" detA
Xn Ciln -+ Can kn

Dessa forma temos que
x1 =Kkjc11 4+ +kncng
Se expandirmos o determinante [k a; az--- an| em relacdo a primeira coluna
temos:
ki a2 -+ amn
=Kkic11 4+ Kncni
kn @n2 -+ Qnn
e assim temos que:

:lk Az Az--- Ayl
A1 Az Aql

X1

De modo andlogo temos que:

- A1 Az k- Ayl
' A1 Az Ayl

Exemplo A.14 Resolva o sistema linear:

2x—y+5z=1
—Xx+2y—2z=2
—3x+y—7z=—1
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Pelo teorema de Cramer, como

2 -1 5
—1 2 —2|=2+#0
3 1 -7

temos que as solugdes sdo

1T 2 -1
-1 2 =2
-3 1 -7 —-19
= 2 -2
2 -1 5
1 2 -1
-3 1 -7 —1
v= 2 -2
2 -1 5
-1 2 =2
1 2 -1 —13
£= 2 )

A.4 METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

O método de eliminagdo de Gauss para sistemas lineares baseia-se na aplicagdo de trés

operagdes bésicas nas equagdes de um sistema linear:

o Trocar duas equagdes;

o Multiplicar todos os termos de uma equagdo por um escalar ndo nulo;

e Adicionar a uma equagdo o mdltiplo da outra.

Ao aplicarmos as operagfes acima a um sistema linear obtemos um novo sistema tendo

as mesma solucdes que o anterior. Dois sistemas que possuem as mesmas solugdes serdo

ditos equivalentes. Ao utilizar as aplicaces anteriores de modo sistematico podemos

chegar a um sistema equivalente mais simples e cuja solugdo é evidente.

Ilustraremos a utilizagdo dessa técnica em alguns exemplos
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Exemplo A.15 Um sistema com solugdo tinica. Considere o sistema:

2x + 8y + 6z = 30
2x—y =3
dIx+y+z=12

Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.

Solucao:

Comecaremos representando esse sistema através de sua matriz aumentada:

2 8 6|30
2 -1 03
4 1 1]12

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes uma coluna com a matriz de
constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na entrada superior a es-
querda da matriz. Para isso comegamos dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso

obtemos
1 4 31|15
2 -1 0] 3
4 1 11(12

O préximo passo é fazer com que os outros coeficientes da primeira coluna sejam 0. Para
isso multiplicamos a primeira linha por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a

primeira linha por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1T 4 3 15
0 -9 —6|-27
0 —15 —11| 48

Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ignorando a primeira linha.

Para isso multiplicaremos a segunda linha por —1/9:

14 3|15
2

o 1 2|3

0 —15 —11|—48

Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a terceira, temos:
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14 315
01 2|3
00 —1|-3

E desta forma o sistema de equagdes correspondente é:

x+4y+3z=15
y+3z=3
—z=-3
E logo z = 3. Substituindo na segunda equagdo temos y = 1 e substituindo esses

valores na primeira equagdo temos x +4 +9 = 15 e assim x = 2.
O

Exemplo A.16 Um sistema com miiltiplas solugoes Considere o sistema:

2x+6y+2z+4w =34
x—2y=-2
2x+2y+z+2w =15

Vamos determinar as solugoes desse sistema, se existirem.

Solugdo:
Neste caso a matriz aumentada é:
2 6 2 4|34
3 -2 0 0|2
2 2 1 2115

Dividindo a primeira linha por 2 temos:

1T 3 1 217
3 =2 0 0|2
2 2 1 2115

Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda e multiplicando a primeira

linha por -2 e somando na terceira temos:

1T 3 1T 2] 17
0 -1 -3 —6|-53
o0 -4 -1 =2|-19
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Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo posteriormente a segunda por
—4 temos:

13 1 27
o 1 7 3|7

0 -1 -3 —6|-53

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a terceira temos:

13 1 277
o1 4 1|

1T 1] _3
00 —3 —z]—3

Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

13 1 2|17
BRI
001 23

A dltima linha nos permite expressar z em fun¢do de w: z = 3 — 2w. Substituindo o

valor de z na segunda linha temos que y = 4 e finalmente substituindo esses valores na
primeira linha temos que x = 2

1.0 0 02
010 0|4
001 2|3

Exemplo A.17 Resolva o sistema linear por escalonamento:

Ix+4y =12
2x—y =3
x+y=10
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Solucio:

Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1T 4 0]12
2 -1 03
3 1 0f10

que pode ser reduzida a:

1 4 0|12
01 0] %
00 0[—1

Esse sistema ndo possui solugdes, pois a ultima linha é impossivel de ser satisfeita

o:_% O
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