GRUPOS - LISTA 1

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. OPERAGOES BINARIAS

Exercicio 1. Diga se a defini¢ao de * nos d4 uma operagao bindria no conjunto. Em caso
negativo diga quais das condigbes necessarias a uma operagao bindria sao violadas. Em
caso afirmativo diga se a operagao bindria é comutativa e/ou associativa.

(a) Em Z, defina % por axb=a —b;

(b) Em Z., defina * por a xb = a’;

(¢) Em R, defina % por a xb=a — b;

(d) Em Q, defina * por a b= ab+ 1;

(e) Em Z., defina * por a * b = 2°°;

(f) Em Z, defina * por a x b = ¢, onde ¢ é o menor inteiro maior que a e b;

(g) Em Z, defina * por a x b = ¢, onde ¢ é pelo menos 5 a mais que a + b;

(h) Em Z, defina * por a*b = ¢, onde ¢ é o maior inteiro menor que o produto de a e b.
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Exercicio 2. Prove ou dé um contra-exemplo para a seguinte afirmacao:
Se * e *' sdo operacoes bindrias num conjunto S, entdo:

ax(bx'c)=(axb)x (axc) Va,b,c€ S.
2. GRUPOS

Exercicio 3. Diga se o conjunto dado munido da operacao bindria * é grupo. Em caso
negativo diga quais das condigOes necesséarias a um grupo sao violadas.

(a) Z com x dado por a * b = ab;

(b) 2Z = {2n; n € Z} com * dado por axb=a+1;

(¢) Ry com * dado por a * b= vab;

(d) Q com * dado por a * b = ab;

(e) R* =R — {0} com * dado por a*b = a/b;

(f) € com % dado por a * b = |abl;

Exercicio 4. Mostre que o conjunto dos complexos de norma 1 munido da operacao de
multiplicagdo é um grupo. (Lembre-se que um ndmero complexo de tal tipo pode ser
expresso na forma cos 6 + i sin 6).

Exercicio 5. Diga se os seguintes subconjuntos do conjunto das matrizes n X n munidos
da operagoes binarias descritas sao grupos.

(a) Matrizes diagonais com a multiplicacdo de matrizes.

(b) Matrizes diagonais, sem zero na diagonal, com a multiplicacao;

(c) Matrizes diagonais, com elementos da diagonal 1 ou —1, com a multiplicagao;

(d) Matrizes com determinantes 1 ou —1 com a multiplicagao;

Exercicio 6. Descreva uma tabela de operagdes no conjunto {e,a,b} que satisfaga os
axiomas de existéncia de identidade (G2) e de inversa (Gs), mas nao associatividade (Gi).

Exercicio 7. Mostre que, se G é um grupo finito de ordem par e identidade e, entao
existe a # e em G tal que a *x a = e.

Exercicio 8. Dada uma operagdo bindria * em um conjunto S, dizemos que z € S é
idempotente para * se x x x = x. Prove que um grupo tem um e s6 um elemento
idempotente.

Exercicio 9. Mostre que o conjunto U, das raizes n-ésimas da identidade em C formam
um grupo para a multiplicacao de C.
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Exercicio 10. Seja G um grupo abeliano e seja ¢ = ¢*c* ---* ¢ para n fatores ¢, onde
c € G en € Z,. Prove, usando indugao, que (a * b)" = (a”) * (b™) para todos a,b € G.

Exercicio 11. Seja G um grupo e suponha a *x b x ¢ = e para a,b,c € G. Mostre que
também vale b* a * c = e.
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