GRUPOS - LISTA 2

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. SUBGRUPOS

Exercicio 1. Mostre que o conjunto das matrizes A tais que (AT)A = I,, é subgrupo de
GL(n,R) (matrizes n X n invertiveis). [Essas matrizes sdo ditas ortogonais. Lembre-
se que AT denota a matriz transposta de A, e que, para transposicio, vale (AB)T =
(BT)(AT).]
Exercicio 2. Mostre que o subconjunto de F(R) (fungdes de R em R) formado pelas
fungoes f tais que f(1) = 0 é subgrupo para adigdo. As fungdes f tais que f(1) = 1
formam subgrupo para adi¢ao?

Considere F (R), o grupo das fungdes definidas em R, com imagem em R*, munido da
multiplicagdo. As fungoes f tais que f(1) = 1 formam subgrupo de J?(R)?

Exercicio 3. Descreva os subgrupos ciclicos de GL(2,R) gerados por:
0 -2
A5
1 1
- (5 1)
3

Exercicio 4. Descreva o subgrupo de Us (raizes oitavas de 1) gerado por cos 37" +isin 5.

Exercicio 5. Descreva os subgrupos ciclicos de GL(4, R) gerados por:

0 0 0 1
0 0 1 0
A= 1 0 0 0
01 0 0
01 0 0
0 0 0 1
B= 0 0 1 0
1 0 0 0

Exercicio 6. Mostre que, se H e K sdo subgrupos de um grupo abeliano G, entao
{hk |EH ek € K}
é subgrupo de G.

Exercicio 7 (*). Mostre que um subconjunto ndo-vazio H de um grupo G é subgrupo
de G se e somente se ab~! € H para todos a,b € H.

Exercicio 8. Prove que um grupo ciclico com um unico gerador tem, no méaximo, 2
elementos.

Exercicio 9. Mostre que, se a € G, onde G é um grupo finito com identidade e, entéo
existe n € Z4 tal que a™ =e.

Exercicio 10. Seja G um grupo e a um elemento fixado de G. Mostre que
Ho={z € G |za=ax}
é um subgrupo de G.

Exercicio 11 (*). Seja S um subconjunto qualquer de G.
(a) Mostre que Hs = {z € G | zs = sz para todo s € S} é um subgrupo de G.
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(b) Usando a notagao de (a), temos que o subgrupo H¢ é o centro de G. Mostre que
Hg é um grupo abeliano.

Exercicio 12. Prove que todo grupo ciclico é abeliano.

Exercicio 13. Mostre que um grupo sem subgrupos préprios nao-triviais é ciclico.

2. GRUPOS E GERADORES

Exercicio 14. Seja C* o grupo dos complexos ndo-nulos com a multiplicagdo. Encontre
os subgrupos ciclicos de C* gerados por:

(a) i

(b) (1+14)/v2;

(c) 1+41.

Exercicio 15. Encontre todos os subgrupos dos grupos dados e desenhe os “lattice dia-
grams”’ para os subgrupos.

(a) Zao

(b) Zss

(c) Zs

Exercicio 16. Encontre os subgrupos ciclicos gerados por:

(a) {8, 10} C Z18;
(b) {47 6} C Zao.

Exercicio 17. Sejam a e b elementos de um grupo G. Mostre que se ab tem ordem finita
n, entao ba tem ordem n.

Exercicio 18. Mostre que um grupo que tem apenas um numero finito de subgrupos é
necessariamente finito.

Exercicio 19. Seja p um nimero primo. Encontre o niimero de geradores do grupo ciclico
Zyr,onder € Zer > 1.

Exercicio 20. Mostre que num grupo ciclico finito G de ordem n, a equagéo =" = e tem
exatamente m solugdes x em G para cada inteiro positivo m que divide n.
O que ocorre se 1 < m < n e m nao divide n?

Exercicio 21. Mostre que Z, nao tem subgrupos préprios de p é um nimero primo.
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