GRUPOS - LISTA 3
SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. GRUPOS DE PERMUTAGOES

Exercicio 1. Considere as seguintes permutagoes em Sg:

( 23456)
g = 5

1
31 4 5 6 2
(1 2 3 45 6
m\2 41 36 5 )
1 2 3 4 5 6
F=\5 2 4 3 1 6 )
Calcule:
(a) To;
(b) 7%0;
(c) po?;
(d) o%7;
(e) o7 10

Exercicio 2. Encontre o nimero de elementos do conjunto {o € S5| o(2) = 5}.

Exercicio 3. Considere o grupo S3, visto em sala.

(a) Encontre os subgrupos ciclicos < p1 >, < p2 > e < p1 > de Ss;

(b) Encontre todos os subgrupos, préprios e impréprios, de S3 e desenhe o “lattice dia-
gram’ " para eles.

Exercicio 4. Escreva a tabela de multiplicagdo do subgrupo ciclico de S5 gerado por:
(1 2 3 45
P=\2 4 5 1 3)
Existirdio 6 elementos: p, p2, p3, p*, p® e p° = p°. E este grupo isomorfo a 537

Exercicio 5. As seguintes fungoes sdo permutagoes de R?
(a) f1:R — R definida por fi(z) =z + 1;

(b) fi: R — R definida por fi(z) = z?;

(¢) f1:R — R definida por fi(z) = —2?;

(d) fi:R — R definida por fi(z) = €%;

(e) fi:R — R definida por fi(z) = 2°* — 2% — 2x;

Exercicio 6. Considere um n-agono regular para n > 3. A cada maneira de posicionar

dois n-dgonos, um cobrindo o outro, corresponde uma permutagio de seus vértices (uma

permutagdo em Sy). O conjunto dessas permutagoes forma um grupo, o n-ésimo grupo

dihedral D,,, para multiplicagdo. Encontre a ordem desse grupo D,,. Argumente geo-

metricamente que tal grupo possui um subgrupo com metade dos elementos de todo o

grupo.

Exercicio 7. Mostre que:

(a) S, é ndo abeliano para n > 3;

(b) Para n > 3, o inico elemento o de S, satisfazendo oy = o para todo v € S, é 0 =1,
a permutacao identidade.

Exercicio 8. Seja A um conjunto. Um subgrupo H de S4 é transitivo em A se para
cada par a,b € A existe 0 € H tal que o(a) = b. Mostre que, se A é nao-vazio e finito,
entdo existe um subgrupo ciclico H de Sa com |H| = |A] que é transitivo em A.
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2. ORBITAS, CicLos E GRUPOS ALTERNANTES

Exercicio 9. Encontre as 6rbitas das seguintes permutagoes e as escreva como um produto
de ciclos disjuntos e como produto de transposicoes:

(a)
1 23 45 6 7 8
2 6 37 45 1)
1 23 45 6 7 8
147 258 6)
8
77

Exercicio 10. Escreva os seguintes produtos de ciclos em {1,2,3,4,5,6,7,8} com a
notagao usual de permutagoes:

(a) (1,4,5)(7,8)(2,5,7);
(b) (1,3,2,7)(4,8,6).
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Exercicio 11. Mostre que se H é um subgrupo de S, para n > 2, entdo todas as
permutacoes de H sao pares ou exatamente a metade delas sdo pares.

Exercicio 12. Considere S,, para um n > 2 fixado e seja ¢ uma permutagdo impar.
Mostre que toda permutagdo impar de S, é o produto de o com alguma permutagao de
Ap.

Exercicio 13. Prove que se ¢ é um ciclo de comprimento fmpar, entdo o2 é um ciclo.

3. CLASSES LATERAIS E O TEOREMA DE LAGRANGE

Exercicio 14. Encontre todas as classes laterais de:
(a) 4Z em Z;

(b) <2> em Zi2;

(¢) <4>em Ziy;

(d) {po, 2} no quarto grupo dihedral Dj.

(e) {po,p2} no quarto grupo dihedral Dy.

Exercicio 15. Encontre o indice de < p3 > em Dy.

Exercicio 16. Seja H um subgrupo de um grupo G.

(a) Suponha que H é tal que g~'hg € H para todos g € G e h € H. Mostre que toda
classe lateral a esquerda gH é igual a classe lateral a direita Hg.

(b) Prove que se a particdo de G em classes laterais & esquerda é igual & partigdo em
classes laterais & direita, entdo g 'hg € H para todos g € G e h € H.

Exercicio 17. Mostre ou dé um contra-exemplo:
(a) aH = bH se e somente se a € bH;

(b) Se aH = bH, entdo Ha = Hb.

(c) Se aH = Hb, entéo b € Ha.

Exercicio 18. Mostre que se um grupo com no minimo dois elementos ndo possui um
subgrupo préprio nao-trivial, entao ele é finito e tem ordem prima.

Exercicio 19. Mostre que se G é um grupo com identidade e e ordem finita n, entdo
a™ = e para todo a € G.

Exercicio 20. Mostre que um grupo ciclico finito de ordem n tem exatamente um sub-
grupo de cada ordem d dividindo n, e que esses sdo todos os subgrupos possiveis.
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