MA11 - NUMEROS E FUNCOES REAIS
LISTA DE EXERCICIOS

Referéncias - Medida: [8], [4], [3], [7], [2]; Anélise Real: [5], [1], [6]

Exercicio 1. A medida de Lebesgue em R é uma fung¢ao p que associa um nimero positivo p(A) (medida
de A) a cada subconjunto A (mensuravel) de R. Tal fungao tem as seguintes propriedades:
(i) Se I é um intervalo de R de extremos a e b entdao p(l) = |b — al.
(ii) Se A e B sao subconjuntos (mensuraveis) de R e A C B entao u(A) < u(B).
(iii) Se A é subconjunto mensuravel de R e r é um ntimero real fixado entdo (A+r) = {x € R; (x—r) € A}
¢ mensuravel e (A +1r) = u(A).
(iv) Se Ay, As, ..., A,, ... sdo subconjuntos (mensuraveis) disjuntos entao:

w (D An) = i:u(An)'

O conjunto de Vitali V' é um subconjunto do intervalo [0, 1] tal que, para cada nimero real r, existe
exatamente um numero v € V tal que (v — r) é um ntmero racional.

Mais precisamente, para r um real fixado, considere subconjuntos de R do tipo (Q+7r) = {z € R; (z—r) €
Q}. Para cada subconjunto de R desse tipo escolha um v € [0,1]N(Q + r) (ERRATA!). O conjunto de
vitali V' é o conjunto formado por tais escolhas.

(a) Seja q1, G2, qs, - .. uma enumeracao dos racionais em [—1,1]. Seja Vi, =V + ¢x. Mostre que:

0.1 c|Jv c[-1,2].

(b) Mostre que V' é nado-enumeravel.
(¢) Mostre que V' é nao-mensuravel supondo p(V') = k e chegando a um absurdo para todo k > 0.

Exercicio 2. O conjunto de Cantor K é um subconjunto do intervalo [0, 1] obtido da seguinte forma:
retira-se do intervalo [0, 1] seu ter¢o médio (1/3,2/3). Depois retira-se o terco médio de cada um dos
intervalos restantes [0,1/3] e [2/3,1]. Sobra entao [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [9/8,1]. Em seguida
retira-se o terco médio de cada um desses quatro intervalos. Repete-se o processo indefinidamente. O
conjunto K dos pontos nao retirados é o conjunto de Cantor.

(a) Mostre que K é nao-enumeravel.

(b) Mostre que K tem interior vazio, ou seja, nao contém intervalos.

(¢) Supondo uma medida como a descrita no Exercicio [, mostre que se K é mensurédvel entao u(K) = 0.
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