MA11 - NUMEROS E FUNCOES REAIS

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

EXERCICIOS

Exercicio 1. Prove que a funcio f : R — R é quadrética se e somente se para todo h € R fixado, a fungdo ¢(z) =
flx+ h) — f(z) é afim e nado-constante.

Resolugao: e Mostremos primeiramente que se f : R — R é quadratica entao para todo h € R fixado, a fungao
o(x) = f(z+ h) — f(x) é afim e ndo-constante.
Suponha f(z) = az? + bz + c e h € R fixado. Temos que:

o) = flx+h) - f(2) =a(@®+22h +h?) + bz +h)+c—ax® —br —c
= (2h)z + (ah® + bh).
Logo para h fixado ¢(x) é afim.

e Para demonstrar a reciproca, ou seja, que se para todo h € R fixado, a fungdo p(z) = f(z + h) — f(x) é afim e
nao-constante entao f : R — R é quadrética usaremos a seguinte caracterizagao de fungoes quadréticas:

Definigao 0.1. Uma progressao aritimética de segunda ordem nao degenerada é uma sequéncia (21, Za,...,Zn,...)
na qual as diferenés entre cada termo e o anterior (d,, = p4+1 — &) formam uma progressao aritmética (de primeira
ordem) com razao diferente de zero.

Teorema 0.2. Uma funcao continua f : R — R € quadrdtica se e somente se toda progressao aritmética nao
constante (x1,xa,...,Tn,...) € transformada por f numa progressao aritmética de sequnda ordem nao degenerada

(f(xl)a f(:CQ); ey f(xn)a v )
Demonstragio. A demonstragio desse resultado pode ser encontrada em [2] (Teorema 1.3.7) e em [I] (p. 149). O

Seja (x1,2,...,Tn,...) uma PA de razdo h # 0, ou seja, x, = x¢ + nh. Supondo p(z) = f(x + h) — f(x) afim
temos que (¢(x1), p(z2),...,9(xn),...) é também uma PA.
Como
Qp(xn) = f(xn + h) - f(-rn) = f(-rn—i-l) - f(-rn)a
segue que (f(x1), f(x2),..., f(xn),...) é uma progressao aritmética de segunda ordem nao degenerada.
Assim sendo, pelo teorema acima segue que f: R — R é quadratica.
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