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Resumo

Esse projeto objetiva a descricao da geometria hiperbdlica dos pontos de
vista axiomético e da geometria diferencial. Propomos o estudo dos modelos
cldssicos da geometria hiperbdlica e a aplicagao dos conceitos de derivada
covariante e de geodésica num desses modelos.

Introducao

Por volta do ano 300 a.C., na Grécia antiga foi publicada um tratado matematico
e geométrico que resumia grande parte dos conhecimentos matematicos da antigui-
dade: “Os Elementos” de Euclides (ver [3]). Tal obra é uma obra prima da l6gica e
da matematica, que, a seguir da Biblia, é provavelmente o livro mais reproduzido e
estudado na histéria do mundo ocidental. “Os Elementos” influenciou nao apenas
a o mundo da matematica, mas tmabém grande parte da ciéncia moderna, apresen-
tando uma estrutura légico-dedutiva que inspirou enormemente o modo moderno de
pensar.

“Os Elementos” fundamentavam suas argumentacoes em 5 postulados, a saber:

1.

2.

Desenhar uma linha reta de um ponto a outro ponto.

Produzir uma linha reta finita continuamente em outra linha reta.

. Escrever um circulo dado qualquer centro e qualquer raio.

. Todos os angulos retos sao iguais.

Se uma linha reta caindo em duas linhas retas faz a soma dos angulos interi-
ores do mesmo lado ser inferior a dois angulos retos as duas linhas retas, se
produzidas indefinidamente, se encontram naquele lado onde os angulos sao
inferiores a dois angulos retos.

O 1ultimo desses postulados, equivalente a afirmacao “Por um ponto fora de uma
reta existe uma tnica paralela a esta”, talvez por nao possuir a clareza e simplicidade
dos demais postulados, suscitou acaloradas discussoes ao longo de mais de dois mil



anos. Tais discussoes conjecturavam que o quinto postulado era consequéncia logica
dos demais.

A resposta para tais discussoes surgiu de maneira independente e mais ou menos
concomitante com os trabalhos de Lobachevski (1792-1856) e Janos Bolyai (1802-
1860) com o surgimento da geometria hiperbélica que demonstrou de uma vez por to-
das a independéncia do quinto postulado apresentando uma “geometria imaginaria”
onde valiam os quatro primeiros postulados de Euclides, mas nao o quinto.

Essa inciacao cientifica visa estudar a geometria hiperbodlica inicialmente de uma
modo axiomético, como apresentado em [§], e posteriormente sob a dptica da geo-
metria diferencial, como a descrita em [2].

Estudaremos os modelos de Klein, Poincaré e do hiperboléide da geometria hi-
perbolica do ponto de vista axiomatico e, munidos dos conceitos de devivada co-
variante e de geodésicas, escolheremos um desses modelos para uma analise mais
detalhada.

Tal trabalho, além de ser uma boa introdugao a geometria moderna, propicia
ao aluno um exemplo concreto de geometria nao trivial que proverda ao aluno um
solido alicerce para seus futuros estudos em geometria e em algumas areas da fisica,
como a Teoria da Relatividade. Além disso, o plano hiperbélico aparece em diversos
trabalhos de pesquisa atuais, como por exemplo em [4].

2 Objetivos e Metas

O presente projeto de iniciacao cientifica tem como principal objetivo estudar a
geometria hiperbdlica e oferecer ao aluno uma breve introducao a geometria dife-
rencial.

Os principais tépicos a serem estudados no decorrer do projeto sao:

e Descricao axiomatica da geometria neutra, euclideana e hiperbdlica usando
o formalismo proposto por Hilbert em [6] ou equivalente. Destacamos aqui
as congruéncias de triangulos, os quadrilateros de Lambert e Saccheri e os
axiomas de completude. As principais referéncias para alcancar essa meta sao
18] e [3].

e Modelos da geometria hiperbdlica, em especial os modelos de Klein, semi-plano
e disco de Poincaré e hiperboldide. Sugerimos aqui os livros [8], [5], [2] e [7].

e Curvas e superficies regulares. Derivadas covariantes. Descricao de geodésicas.
Estudo introdutério de um dos modelos de geometria hiperbdlica usando a
linguagem da geometria diferencial. Como referéncias temos [2], [1] e [7].

3 Metodologia

Estudo das referéncias acima descritas em casa com discussao de seus contetdos
em encontros semanais com o orientador, e apresentacoes mensais de seminarios por
parte do aluno.
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Cronograma

e 1° Quadrimestre: Axioméatica das Geometrias Euclideana e Hiperbdlica.
Estudo dos principais teoremas da geometria neutra e hiperbdlica. Estudo da
completude dos niimeros reais e sua ligacao com os axiomas de completude da
geometria classica.

e 2° Quadrimestre: Estudo dos modelos classicos da Goemetria Hiperbdlica:
modelo de Klein, semi-plano e disco de Poincaré e hiperboldide. Inicio do
estudo de curvas e superficies regulares.

e 3° Quadrimestre: Estudo de derivadas covariantes e geodésicas, introducao
de métrica riemanniana. Aplicagao desses conceitos num dos modelos de geo-
metria hiperbdlica.
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