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Resumo

Apresentamos neste trabalho diversos de teoremas de imersao isométrica
obtidos a partir do teorema de imersoes afins que preservam G-estrutura
proposto por P. Piccione e D. Tausk em [18]. Descrevemos, assim, os classi-
cos teoremas de imersao em formas espaciais, bem como resultados recentes
sobre imersdes, como os expostos em [5] e [6]. Apresentamos, entdo, um
teorema de imersao em grupos de Lie munidos de uma l-estrutura, o qual
tem como corolario um resultado de imersao isométrica no grupo Sol, uma
das oito estruturas geométricas tridimensionais descritas por Thurston (ver
[21]). Descrevemos, também, um teorema de imersao isométrica no grupo
Heisenberg-Lorentz, um dos quatro modelos da recente classificagao de geo-
metrias lorentzianas tridimensionais proposta por Dumitrescu e Zeghib em
[7]. Este resultado, obtido em conjunto com F. Manfio (ver [15]) e que
aqui apresentamos, compreende também um resultado de rigidez neste es-
pacgo. A seguir, provamos teoremas de imersao isométrica em variedades
sub-riemannianas de contato. Finalmente, como aplicacao do teorema de
imersao afim proposto em [18|, apresentamos um teorema sobre a existéncia
de familias associadas a uma superficie minima imersa em uma variedade
afim com G-estrutura e inner torsion nula.

Palavras-chave: Imersoes isométricas, G-estruturas, variedades tridimen-
sionais, Sol, Heisenberg, espagos sub-simétricos, familias associadas, imersao
minima.



Abstract

Throughout this work, we present a collection of isometric immersion
theorems which were proved using the affine immersion G-structure preser-
ving theorem proposed by P. Piccione and D. Tausk in [18]. We describe
here classical theorems about isometric immersions in (real and complex)
space forms, and some recent results, such as the presented in [5] and [6].
Then, we prove a isometric immersion theorem in Lie groups endowed with
I-structures, which has, as corollary, an isometric immersion result in Sol®,
one of the eight 3-dimensional geometric structures described by Thurston
(see [21]). Next, we also present an isometric immersion theorem in the
Heisenberg-Lorentz group, one of the four geometrical models described in
a recent paper by Dumitrescu and Zeghib, which classifies 3-dimensional
lorentzian geometries ([7]). Such result, obtained as a joint work with F.
Manfio (see [15]) and here presented, also holds a rigidity theorem in this
ambient space. Following, we prove some isometric immersion theorems in
sub-riemannian contact manifolds. Finally, as an application of the affine
immersion theorem proposed in [18], we present a theorem concerning the
existence of associate families to a minimal surface immersed in an affine
manifold with G-structure and null inner torsion.

Keywords: Isometric immersions, G-structures, 3-manifolds, Sol, Heisen-
berg, sub-symmetric spaces, associate families, minimal immersions.
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Introducao

A conjectura de geometrizacdo de Thurston afirma que variedades de
dimensao 3 compactas podem ser decompostas em subvariedades que tém
estruturas geométricas. A conjectura de geometrizagao é um analogo para
variedades 3-dimensionais do teorema de uniformizacdo para superficies, o
qual afirma que toda superficie admite uma métrica riemanniana de curva-
tura gaussiana constante. Essa conjectura foi proposta por William Thurston
em 1982, e implica em diversas outras conjecturas, por exemplo na conjec-
tura de eliptizagdo de Thurston (a qual sugere que 3-variedades fechadas
com grupo fundamental finito sdo esféricas) e na conhecida conjectura de
Poincaré.

O teorema de geometrizagdo de Thurston mostra que variedades Haken
satisfazem a conclusao da conjectura de geometrizagao. Lembramos que uma
variedade é de Haken ela é uma 3-variedade compacta, RP?-irredutivel que
contém superficies incompressiveis de dois lados. Thurston apresentou uma
prova para o teorema na década de 1980 e desde entao diversas novas provas
apareceram. Grigori Perelman esbogou a demonstracao de toda a conjectura
de geometrizagao em 2003 usando fluxo de Ricci e cirurgia, a qual (até 2008)
parece estar correta.

Foi provado por Hellmuth Kneser que toda 3-variedade compacta, orien-
tavel é formada pela soma conexa de uma cole¢ao de “3-variedades primas”.
A formulagao exata dessa decomposicao a que chamamos de decomposi¢cio
prima e a prova de sua unicidade veio 30 anos mais tarde com John Milnor.
A existéncia de tal decomposi¢ao reduz o estudo de 3-variedades & compre-
ensao das 3-variedades primas, i.e., aquelas que ndo podem ser escritas como
uma soma conexa nao-trivial.

Isso posto, enunciamos de maneira mais precisa a conjectura de Thurston:

Conjectura 1. Toda 3-variedade prima fechada (i.e. compacta e sem bordo)
pode ser recortada ao longo de um toro de modo que o interior das variedades

vi
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resultantes tenham uma estrutura geométrica de volume finito.

Dizemos ser uma geometria modelo um par formado por uma variedade
simplesmente conexa X e uma agao transitiva de um grupo de Lie G sobre
X com estabilizador compacto. Define-se, entao, estrutura geométrica numa
variedade M como sendo um difeomorfismo de M em X/H para alguma ge-
ometria modelo X, onde H é um subgrupo discreto de G' que age livremente
em X. Em 3 dimensoes existem apenas 8 estruturas geométricas. Sao elas:

Geometria Esférica $2, com estabilizador de ponto O(R?) e grupo G o
grupo de Lie de 6 dimensoes O(R*), de 2 componentes;

Geometria Euclideana [E3, com estabilizador de ponto O(R3) e grupo
G o grupo de Lie de 6 dimensdes R3 x O(R3), de 2 componentes;

Geometria Hiperbolica H3, com estabilizador de ponto O(R?) e grupo
G o grupo de Lie de 6 dimensdes O(R'?)* (onde denotamos por R*?
a variedade semi-riemanniana R**?) munida da métrica canénica de
indice k), de 2 componentes;

Geometria de $? x R, com estabilizador de ponto O(R?) x Z/2Z e grupo
G o grupo de Lie de 4 dimensdes O(R?) x RZ/2Z, de 4 componentes;

Geometria de H? x R, com estabilizador de ponto O(R?) x Z/2Z e
grupo G o grupo de Lie de 4 dimensdes O(RY?)T x RZ/2Z, de 4
componentes;

Geometria do recobrimento universal de SL(R?) (aqui denotado por
SL(R?)) como fibracao sobre H2, com estabilizador de ponto O(R?) e
grupo G o grupo de Lie de 4 dimensoes e 2 componentes com estrutura
na componente da identidade R x SL(R?)/Z;

Geometria do Grupo de Heisenberg Nil como fibracdo sobre IE2, com
estabilizador de ponto O(R?) e grupo G o grupo de Lie de 4 dimensoes
e 2 componentes formado pelo produto semidireto do grupo de Heisen-
berg de 3 dimensdes com o grupo de isometrias do circulo O(R?);

Geometria do Grupo Solavel Sol® que é um fibracdo sobre um plano
de fibras e tem como G o proprio grupo Sol® de 3 dimensdes e como
estabilizador de ponto o grupo diedral de ordem 8.

Uma questao de natural interesse geométrico é, assim, estudar como
uma dada superficie riemanniana é isometricamente mergulhada nessas ge-
ometrias. A existéncia de imersoes isométricas nesses ambientes, dados um
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fibrado normal e uma segunda forma fundamental prescritos, tém sido cons-
tantemente estudada e diversos resultados nessa dire¢ao se encontram publi-
cados em artigos.

Inicialmente temos o classico problema de imersao isométrica em uma va-
riedade riemanniana QI de dimensdo n+p e curvatura seccional constante
¢ que deu origem ao conhecido Teorema Fundamental das Imersoes:

Teorema 1.

(i) Sejam M™ uma variedade riemanniana simplesmente coneza, 7 : E —

(i)

M um fibrado vetorial riemanniano de posto p com uma conexdo com-
pativel VE, e o uma segio do fibrado de homomorfismos Hom(T M x
TM,E). Defina, para cada § € T'(E), uma fungio A¢ : TM — TM
tal que

(AeX)Y) = (a(X,Y), ), X, Y e X(M).

Se a e VFE satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para um
ambiente de curvatura seccional constante ¢, entao existe uma 1mersao
isométrica f + M™ — QP e wm isomorfismo de fibrados vetoriais
f:E— TM?" aolongo de f, tal que para todos X,Y € X(M) e todos
¢,neTI(E) temos:

(F(&), F(n) = (& m)
fa(X,Y) =a(X,Y)

fVEE=Vxf(€)

onde & e V- sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de
f, respectivamente.

Suponha que f e g sejam imersoes isométricas de uma variedade co-
neza M™ em QUP. Sejam TMfl, af e VJ% o fibrado normal, a se-
gunda forma fundamental e a conexdo normal de f, respectivamente;
e sejam TMgL, Qg € Vj 0s objetos correspondentes para g. Se existe
o : TMJ% — TMgL, isomorfismo de fibrados vetoriais, tal que, para
todos X,Y € X(M) e todos £,m € T'(E) temos:

(9(&), 9(n) = (&m)
¢O‘f(X7 Y) = ag(Xv Y)

OV ix€ = Vyxd(&)
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entio existe uma isometria 7 : QL — QUYP tal que
g=T1of e d7'|TMfi:¢>.

Tal teorema, cuja demonstragao, inspirada no apresentado em [2], pode
ser encontrada na Segao 1.4 do Capitulo 1 desta tese, resolve o problema de
imersdao em $3, 3 e H3.

Resultados de imersao isométrica em variedades riemannianas com grupo
de isometria de dimensdo 4 ($? x R, H? x R, SL2(R) e Nil) foram obtidos
recentemente por B. Daniel em [5, 6]. Completando os teoremas ja existentes
provamos nesta tese um teorema anélogo para imersoes isométricas no grupo
solavel Sol?> munido de uma métrica invariante a esquerda e de um grupo
de isometria minimal. Como fruto desse resultado temos o artigo [14] ja
publicado.

Todos os teoremas de imersao isométrica acima mencionados podem ser
formulados de maneira unificada em termos de G-estruturas e imersoes afins
que preservam G-estrutura. O resultado que propoe tal unificagao é de auto-
ria de P. Piccione e D. Tausk e foi proposto em [18|. Nesse artigo, consideram-
se imersoes afins em variedades munidas de conexao e G-estrutura ditas in-
finitesimalmente homogéneas. Em tais ambientes o estudo de trés tensores
resulta no teorema de imersao. Sao eles: curvatura, tor¢ao e inner torsion.
Esse dltimo, um tipo de derivada covariante da G-estrutura.

Notamos aqui que aquilo a que chamamos de homogeneidade infinitesimal
se verifica, justamente, pela consténcia dos tensores de curvatura, torgao
e inner torsion em referenciais que pertencem a G-estrutura. Assim, por
exemplo, se consideramos uma variedade riemanniana (M",g) munida da
conexao de Levi-Civita V e de uma O(R"™)-estrutura P dada pelos conjunto
dos referenciais ortonormais de M segue que, como V é compativel com
g, a tor¢ao e a inner torsion associados a (M,V, P) se anulam. Verifica-
se que nesse caso a condi¢ao de homogeneidade infinitesimal equivale entao
a condicao de que M tenha curvatura seccional constante. Desse modo o
teorema proposto em [18| reproduz o Teorema Fundamental das Imersoes
acima explicitado.

De modo semelhante ao descrito no paragrafo acima pode-se reobter os
teoremas apresentados por B. Daniel em [5, 6] considerando nas variedades
riemannianas de 3 dimensoes, simplesmente conexas, com grupo de isometria
de dimens#o 4, uma G-estrutura com G = SO(R?) formada pelos referenciais
ortonormais de M que mapeiam o tltimo vetor da base canonica de R? num
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campo vetorial £ de M devidamente escolhido.

De modo semelhante ao caso riemanniano onde, em variedades tridimen-
sionais, descreve-se a existéncia de apenas oito geometrias, recentemente foi
provado por S. Dumitrescu e A. Zeghib em |7] a existéncia de apenas qua-
tro geometrias lorentzianas maximais. Mais precisamente, toda geometria
lorentziana maximal, compacta, conexa, tridimensional, é equivalente a uma
das seguintes geometrias:

e Geometria de Minkowski modelada em R?;
o Geometria anti-de Sitter modelada em éi(Rz);
e Geometria Heisenberg-Lorentz modelada em Nil;

e Geometria Sol-Lorentz modelada em Sol.

Dentre essas geometrias é classico o resultado de imersao isométrica nas
duas primeiras uma vez que estas possuem curvatura seccional constante.
Assim, como parte desta tese enunciamos um teorema de imersio isométrica
na geometria Heisenberg-Lorentz. Tal resultado, obtido em conjunto com F.
Manfio, e aceito para publicagdo na revista Mathematical Proceedings (ver
[15]), conta também com um resultado de rigidez de imersoes isométricas
que reproduz o Teorema de Allendoerfer (ver [1]) no ambiente em questao.

Inspirados em [10] e [11], por ultimo, decidimos estudar imersoes isomé-
tricas em variedades de contato, especialmente em espagos sub-simétricos
com (U(n) x 1)-estruturas. Desse modo, apresentamos inicialmente resulta-
dos recentemente obtidos por E. Falbel, P. Piccione e D. Tausk em variedades
de contato com sub-tor¢ao nula e, entao, partimos ao estudo das imersoes
isométricas nos espagos sub-simétricos.

Além dos teoremas de imersao acima mencionados é de grande interesse
em geometria o estudo de imersoes minimas. Nesse sentido, é classico o re-
sultado de que & uma superficie minima N de R? se associa uma familia
a 1 parametro de superficies minimas (ver [24], IV, p. 401). Tal familia
denomina-se familia associada & superficie minima N. A titulo motivacional
enunciamos aqui o Teorema de Rigidez de Lawson para superficies com cur-
vatura média constante (CMC) em R3 (ver [16]), que d4 grande significagao
a familia associada em R3:

Teorema 2. Se f: N — R3 ¢ uma imersao isométrica CMC com curvatura
média H e N ¢ simplesmente conexa, entdo existe uma familia 2m-periddica
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diferencidvel de imersoes isométricas
) 3
fo: N —-R

de curvatura média constante H chamada de familia associada a f. Além
disso, a menos de congruéncias, as funcoes fp, para 0 € [0,27), representam
todas as imersoes de N em R® com curvatura média constante H ou —H
e, se f(N) nao estd contida numa esfera, entdo essas imersoes $ao nao-
congruentes entre st.

O resultado a respeito das imersdes minimas foi ampliado por M. Dacjzer
e D. Gromoll em [3]| onde se mostra a existéncia de uma familia a 1 pardmetro
de imersoes minimas associada a uma subvariedade real Kéaechler minima de
R"™. Na Secao 1.6 do Capitulo 1 desta tese reproduzimos a demonstracao de
tal resultado que, precisamente, assim se enuncia:

Teorema 3. Seja M?*" wma variedade Kiehler simplesmente coneza, e seja
f: M? — R>™P uma imersio isométrica minima. FExiste, entdo, uma
familia a 1 pardmetro fo : M?" — R>**P 0§ € [0,7) de imersdes isométricas
minimas tal que fo = f.

Nota 1. Para wma imersio isométrica minima f : M?*™ — R P vale que,
se f € holomorfa entao, para cada 6 € [0,7), fo € igual a f a menos de
isometrias de R?"*P. Reciprocamente, se existem 01 # 0o € [0,7) tais que
fo, € fa, diferem por uma isometria de R*"P, entio f ¢ holomorfa (ver [2]).

Estudando as jA mencionadas geometrias riemannianas tridimensionais,
B. Daniel recentemente obteve a existéncia de familias associadas a uma
superficie minima de $2 x R e de H? x R em [5].

Inspirados por esses resultados provamos a existéncia de familias asso-
ciadas a superficies minimas imersas em variedades afins com G-estrutura
infinitesimalmente homogéneas e com inner torsion nula. A exemplo, ob-
tivemos entao a familia associada ao grafico de uma aplicagdo harmonica
f: 8% — $2, ou seja, obtivemos a familia associada & uma superficie minima
imersa em $2 x $2.

Apresentamos agora uma rapida descricao do conteudo de cada capitulo
da tese.

O Capitulo 1 posiciona-se dentro da tese de modo a introduzir os resulta-
dos classicos de imersao isométrica em formas espaciais e o resultado acerca
da familia associada a uma subvariedade real Kéehler minima de R™. Esse
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Capitulo posiciona-se também de maneira a fixar notacoes usadas ao longo
de toda esta tese.

A Secao 1.1 define, entéo, os conceitos de variedade diferencidvel, campo
tensorial, conexdao linear (em fibrados vetoriais), curvatura e tor¢ao. A se-
¢ao seguinte (Secao 1.2) apresenta informagoes bésicas a respeito de grupos
e algebras de Lie. Definimos ai importantes conceitos como representacao
adjunta, dlgebra derivada, dlgebra nilpotente e soluvel. A Segao 1.3 introduz,
entao, a definicao de imersao isométrica e elementos a ela associados, como
sequnda forma fundamental e fibrado normal. Ai demonstramos as equagoes
de Gauss, Codazzi e Ricci, assumida a existéncia de uma imersao isomé-
trica. Na Segdo 1.4 provamos entdo o Teorema Fundamental da imersoes
Isométricas em R™. A seguir, na Se¢do 1.5, apresentamos conhecimentos
bésicos a respeito de imersdes minimas para, entdo, na Secao 1.6 enunci-
armos e provarmos o ja mencionado teorema sobre familias associadas de
Dacjzer-Gromoll.

Temos no Capitulo 2 o essencial & perfeita compreensao do teorema de
imersoes afins proposto por P. Piccione e D. Tausk em [18], bem como uma
versao adaptada desse teorema ao caso de imersoes isométricas. Na Secao 2.1
encontramos as defini¢ées de fibrado principal e do pull-back de um fibrado
desse tipo. Dedicamos a Secao 2.2 a apresentagao dos conceitos de fibrado
de referenciais e G-estruturas, para, na Secdo 2.3 apresentarmos os con-
ceitos de conexdo generalizada, derivada direcional e de forma de conexdo.
Na Secao 2.4 definimos variedades afins e o tensor de Christoffel. Este, de
grande importancia na compreensao da inner torsion, apresentada na secao
seguinte. A Se¢ao 2.6 define e estabelece relagbes entre os conceitos de ho-
mogeneidade infinitesimal, local e global. Antes de enunciarmos o teorema
de imersoes afins na Secgao 2.8, definimos na Se¢ao 2.7 o que é uma imer-
sao afim e a congruéncia entre imersoes afins que preservam G-estrutura,
algo importante para o teorema de rigidez descrito no Capitulo 5 (imersao
no grupo Heisenberg-Lorentz). Finalmente, na Segao 2.8 apresentamos o
teorema acerca de imersoes afins que preservam G-estrutura proposto em
[18], adaptando-o, de modo conveniente para diversos resultados seguintes,
ao caso de imersoes isométricas (Teorema 2.8.4).

O Capitulo 3 foi escrito com o intuito de reobter, a partir do Teo-
rema 2.8.4, teoremas classicos de imersao isométrica. Provamos ai o teorema
a respeito de imersoes isométricas em formas espaciais semi-riemannianas
(uma pequena generalizagdo do Teorema 1.4.1), o conhecido resultado de
imersoes em formas espaciais complexas, bem como os teoremas de imer-
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sao apresentados em [5] e [6], os quais descrevem imersoes em variedades
homogéneas tridimensionais com grupo de isometria de 4 dimensoes. As-
sim sendo, o capitulo se encontra dividido em trés se¢oes que apresentam
os resultados na ordem acima mencionada. Em cada uma destas segoes,
introduzimos a G-estrutura ao problema associada e calculamos sua inner
torsion, para, finalmente, enunciarmos e provarmos os referidos teoremas de
imersao isométrica.

No Capitulo 4 apresentamos os resultados acerca de imersoes em grupos
de Lie munidos de uma 1-estrutura, em especial no grupo Sol®, obtidos pelo
autor durante o doutorado e publicados em [14]. Na Secao 4.1 desenvol-
vemos o teorema de imersao isométrica em grupos de Lie munidos de uma
l-estrutura. Tal teorema tem como corolario na Secao 4.2 o resultado de
imersdo isométrica em Sol®, i.e., no grupo de Lie com variedade base R3,
munido da operagao de grupo:

(z,y,2) - (2,0, 2)) = (x+ 72,y + ey, 2+ 2);

da métrica invariante a esquerda ds® = e?*dz? 4+ e~ 2*dy? + dz?, e da {Idgs }-
estrutura em Sol dada pela escolha de um referencial ortonormal invariante
A esquerda.

O Capitulo 5 apresenta o resultado obtido em conjunto com F. Manfio
em [15] a respeito de imersoes no grupo Heisenberg-Lorentz Nil. Por Nil
entendemos o grupo de Lie 3-dimensional formado pelas matrizes reais 3 x 3
triangulares superiores da forma:

1
0
0

o = 8
[ SR

munido da usual operagao de multiplicacdo. Quando nos referimos ao grupo
de Heisenberg-Lorentz, consideraremos em Nil a seguinte métrica lorentzi-
ana: .
2 2 2
g= —Fdx + dy” + (dz — zdy)*,
para A € R nao zero fixado.
Na Secao consideramos em Nil uma G-estrutura P com

G—{XGSO(2,1);X— ( L0 ) comTeSO(l,l)},

0 T

e provamos entao a homogeneidade da tripla (Nil, V, P), onde denotamos
por V a conexao de Levi-Civita de Nil. Para isso provamos uma interessante
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proposi¢ao (Proposi¢ao 5.1.3) que mostra, na Subsecao 5.1.2, a constancia
da curvatura em referenciais pertencentes a G-estrutura P. Na Secao 5.2
provamos entao o teorema de imersao isométrica em Nil, e, na Secao 5.3, de-
finimos a G-congruéncia de imersoes isométricas que preservam G-estrutura
e provamos um teorema de rigidez em Nil (Teorema 5.3.4).

Apresentamos, entao, no Capitulo 6, Secdo 6.1, construgdes basicas em
variedades sub-Riemannianas de contato. Definimos ai variedades sub-riemannianas
de contato, campo caracteristico, estrutura complexa caracteristica, conexao
adaptada, sub-tor¢ao e algo a que chamamos de G-estrutura caracteristica.
Temos na Segao 6.2 a definigdo de uma imersao isométrica de uma variedade
sub-riemanniana de contato em outra do mesmo tipo. Nessa secao demons-
tramos um lema (Lema 6.2.2) que relaciona objetos entre a variedade imersa
e o ambiente de imersao (formas caracteristicas, conexdes adaptadas, sub-
torgdes) e que estabelece condigoes para a simetria da restrigao da segunda
forma fundamental a distribuicdo de contato. Na Se¢éo 6.3 apresentamos
o célculo da inner torsion de uma (U(n) x 1)-estrutura (G-estrutura carac-
teristica). Em seguida, na Segao 6.4, descrevemos os modelos de varieda-
des sub-riemannianas de contato com curvatura holomorfa constante, i.e., o
grupo de Heisenberg sub-riemanniano, a esfera sub-riemanniana, e o espaco
anti-de Sitter sub-riemanniano. Assim, na Segao 6.5, provamos um teorema
de imersao isométrica de variedades de contato nesses modelos.

No Capitulo 7 obtemos um resultado de existéncia de familias associa-
das a uma superficie minima imersa isometricamente numa variedade com
G-estrutura (Corolario 7.1.5). De modo a termos uma aplicagdo nao cand-
nica deste resultado enunciamos na Segdo 7.2 um teorema de imersao isomé-
trica em produto de formas espaciais e na Segao 7.3 estudamos o grafico de
aplicacOes harmonicas entre variedades. Assim, na Secao 7.4 mostramos a
existéncia de uma familia associada a uma imersao minima de $% em $2 x $2.
De modo mais preciso, obtemos ai o seguinte teorema:

Teorema 4. Para todo n € Z, existe uma familia F, g : 82 — §2 x §2,
6 € [0,2n[, de imersoes minimas de ($2,gn) em (32 x $2, gr X gr) associada
a imersao Fy, : 8% — 82 x $? dada por

F,(2) = (z,2"),

onde denotamos por gr a métrica redonda e por g, a métrica conforme dada
por @, - gr, com ®, sendo o fator conforme dado por

122N
@n(Z) =1 +7’L2’Z‘2n 2 <1_'_’Z‘2n .
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Finalmente, por conter resultados usados repetidas vezes ao longo da
tese, apresentamos, baseados no livro escrito por P. Piccione e D. Tausk
para a XIV Escola de Geometria ([19]), um apéndice (Apéndice A) onde
estudamos a relagdo entre conexoes lineares e conexoes generalizadas. Nesse
capitulo provamos proposigoes as quais se resumem da seguinte maneira:

Proposicao 1. O conjunto das conexdes lineares num fibrado vetorial E tem
uma correspondéncia um-a-um com um subconjunto do conjunto de todas as
conexoes generalizadas de E. Tal subconjunto do conjunto das conexoes ge-
neralizadas de E ¢ precisamente o conjunto das conexdes generalizadas in-
duzida por conexoes principais em FRg, (E). Além disso, existe uma bijecao
entre o conjunto das conexoes principais em FRg,(E) e o conjunto das co-
nexoes generalizadas em E cujo operador derivada covariante € uma conexao
linear, em especial, hd uma bijecdo entre o conjunto das conexdes principais
de FRE,(E) e o conjunto das conexoes lineares de E.



Capitulo 1

Imersoes Isométricas

1.1 Variedades, Fibrados Vetoriais e Conexoes

Entendemos por variedade diferencidvel de dimensio n e classe C* um
par (M"™, o) formado por um espago localmente euclideano M de dimensao
n (i.e., um espago topologico Hausdorff M onde, para cada x € M, existe
uma vizinhanga V, C M homeomorfa a um aberto de R™) que obedece
ao segundo axioma da enumerabilidade, e por uma estrutura diferenciével
/ de ordem C*. Sempre que possivel, denotaremos a variedade (M, .o7)
por M, e, sem mais, a chamaremos de “variedade diferenciavel M”. Pelo
fato de nosso interesse residir em variedades de classe C'°° assumiremos tal
diferenciabilidade a menos de explicita mencao contréria.

Denotamos por C*°(M) o conjunto das fungoes lisas (i.e. C*°) a valores
reais em M munido das operacoes usuais que o tornam um anel comutativo,
e por X(M) o modulo sobre C*°(M) formado pelos campos vetoriais lisos de
M.

Dados X e Y, campos vetoriais lisos sobre uma variedade M, define-se
um campo vetorial [X,Y], a que chamamos de colchete de Lie de X e Y,

fazendo et
[Xv Y]x(f) :e X:Jc(Yf) - Y:E(Xf)’

onde z € M e f e C®(M).

Seja V um modulo sobre um anel K. Denotaremos o mddulo dual de V
o moédulo V* sobre K formado pelo conjunto das fungoes K-lineares de V'
em K.

Para inteiros r > 0, s > 0 ndo ambos nulos, uma fun¢ao K-multilinear A :
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(V*)"xV?® — K é chamada tensor de tipo (r,s) sobre V e, nesse caso diremos
que A possui r componentes contrariantes e s covariantes. O conjunto T4 (V)
formado por todos os tensores de tipo (r, s) sobre V' &, novamente, um modulo
sobre K. Por tensor de tipo (0,0) sobre V entendemos um elemento de K.

Um campo tensorial A numa variedade M é um tensor sobre o C*°(M)-
modulo X(M). Desta maneira se A é de tipo (r, s), ele é uma fun¢ao C*°(M)-
linear

A: X" (M) x X(M)® — C*(M).

Seja ¢ : M — N uma funcio lisa. Se A € TY(N), i.e., A é um campo
tensorial do tipo (0, s) sobre N, com s > 1, entao definimos o pull-back de
A como o campo tensorial (¢*A) € TI(M) tal que:

(p*A)(v1,...,vs) = A(dovy, ..., dovs),
para todos v; € T, M, x € M.

Seja m : E — M um fibrado vetorial sobre M. Denotemos por I'(E)
o conjunto de todas as secoes lisas de E. Note que I'(FE), além de espago
vetorial real é, também, modulo sobre o anel C*°(M).

Definicao 1.1.1. Uma conexao linear em E, ou simplesmente uma conexao
em E, €, assim, uma funcdo R-bilinear

V:X(M)xT(FE)> (X,e) — Vxe e I'(E)
que € C°(M)-linear em X e que satisfaz a regra de Leibnitz:
Vx(fe) = X(f)e+ fVxe
para todos X € X(M), e e T'(E) e toda f € C*°(M).

Uma conexao num fibrado vetorial £ induz uma conexao em cada restri-
¢ao de F a subconjuntos abertos do espaco base. Sobre isso trata o seguinte
lema:

Lema 1.1.2. Sejam Il : E — M wum fibrado vetorial e V uma conexdo em
E. Dado um subconjunto aberto U de M entdo existe uma unica conexao
VY no fibrado vetorial restrito E|y tal que:

VY (ely) = Ve, (1.1)

para todo € € T'(E) e todo v € TM|y.
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Demonstracao. Seja m : ' — M um fibrado vetorial e V uma conexao em
E. Seja e € T'(F) uma se¢ao lisa de E que se anula num aberto U de M,
entdo V,e também se anula, para todo v € TM|y. De fato, fixados xg € U
ev € T, M, tome f uma fungao real com suporte em U que vale 1 numa
vizinhanca de zg. Entao:

Ve =Vyfe =v(f)a€ + f(z0)Vye =0.

Desse modo temos que, se €, € € T'(E) sao iguais num aberto U de M, entao
Ve e V€' sao também iguais, para todo v € TM|y.

Seja, entao, € € T'(E|y), z € U, e escolha € € T'(E) tal que € e € sejam
iguais numa vizinhanga aberta de x em U (por exemplo, multiplique € por
uma funcdo semelhante a f acima descrita). Se VY é uma conexio em E|ys
satisfazendo (1.1) entdo temos que:

VVe =V,e, veT,M,; (1.2)

o que prova a unicidade de VY.

Observe que o lado direito da igualdade (1.2) ndo depende da escolha da
segio € € I'(F) que ¢é igual a ¢ numa vizinhanga aberta de x em U. Assim,
podemos usar (1.2) como definigao para VUU ¢’. Facilmente se observa, entao,
que VY ¢, de fato, uma conexdo em E|y. O

De agora em diante, denotaremos a conexao VY definida no Lema 1.1.2
pelo mesmo simbolo V usado para denotar a conexao de E, a menos que
uma explicita mencao ao aberto U seja necesséria.

Definigao 1.1.3. Definimos o tensor curvatura associado a uma conexdo V
como a fung¢iao R : X(M) x X(M) x T'(E) — I'(E) dada por:

R(X,Y)e=VxVye—VyVyxe— V[X’y]ﬁ

para todos X,Y € X(M) e e € T'(E), onde denotamos por [X,Y] o colchete
de Lie de X e Y.

Para uma conexao V definida no fibrado tangente T'M , definimos o ten-
sor tor¢ao de V como a fungao T : X(M) x X(M) — X(M) definida por:

T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

para todos X,Y € X(M).
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Nota 1.1.4. Observamos que, mais amplamente, se temos uma conexdo V
em um fibrado £ e um morfismo de fibrados vetoriais v : TM — E podemos
definir o tensor t-torgdo como a fungao T* : X(M) x X(M) — T'(E) dada
por:

T*:Vx((Y)) = Vy ((X)) — o([X, Y])
para todos X,Y € X(M).

Dado um fibrado vetorial @ : E — M, definimos uma métrica semi-
riemanniane em FE como um campo liso no espago das fungoes bilineares
simétricas de £ em R (¢ € Linj(E,R)) tal que para todo x € M, g, :
FE, x E; — R seja ndo-degenerado. Entendemos por indice da métrica g
no ponto z, ind(g,), o maior inteiro que é a dimensao de subespaco V C
E, com g,|y negativo definido. Se o indice de g independe do ponto z €
M dizemos que ind(g,) é, também, o indice da estrutura semi-riemanniana
g. Nesse caso escrevemos simplesmente ind(g). Caso o indice de g seja
nulo diremos que g é uma métrica riemanniana em E e, caso ind(g) = 1
diremos que a métrica é lorentziana. Notamos que ao longo deste texto,
sempre que nos for conveniente, ao nos referirmos & um fibrado vetorial
semi-riemanniano F (riemanniano ou lorentziano) denotaremos sua métrica
por (-, -} ou simplesmente por (-, -).

Dizemos que uma conexao V em E é compativel com a métrica de E se:
X(&n) = (Vx&mn) + (& Vxn)
para todos X € X(M) e ¢,n € I'(E).

Definicao 1.1.5. Para um fibrado vetorial semi-riemanniano © : E — M
definimos a curvatura seccional num plano nao-degenerado 11 C E, como:

(R(v,w)v,w)
(v, v)(w,w) — (v, w)?

K(I) =

onde v,w € Il € uma base qualquer de II.

Chamamos o par (M, g) formado por uma variedade diferenciavel M e por
uma métrica semi-riemanniana g em T'M de variedade semi-riemanniana.
Caso ¢ tenha indice 0 ou 1 diremos, respectivamente, que (M, g) é uma va-
riedade riemanniana ou lorentziana. Sem mais, nos referiremos a M como
variedade semi-riemanniana (riemanniana, ou lorentziana) sempre que a mé-
trica associada a M estiver clara ou nao for de relevancia ao discutido num
determinado contexto.
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Nota 1.1.6. Lembramos que numa variedade semi-riemanniana M existe
uma unica conexao V : X(M) x X(M) — X(M) tal que V seja simétrica,
1.€.

T(X,Y)=0

e que seja compativel com a métrica. Tal conexdo € conhecida como conexao
de Levi-Civita de M, e € caracterizada pela conhecida féormula de Koszul:

2AVxY,Z) = X (Y, Z)+ Y(Z,X) — Z(X,Y)—
(X,[Y,Z]) + (Y, [Z,X]) + (Z,[X,Y]).

Se (M, g) é uma variedade n-dimensional semi-riemanniana com métrica

g de indice r com K(II) = ¢ para todo plano nao-degenerado II C T M

dizemos que M tem curvatura seccional constante ¢ € R. Nesse caso é facil
ver que:

Ry (v, w)u = ¢(ge(w, u)v — go(v, w)w), (1.3)

para todo x € M e todos v,w,u € T, M.

Denotemos por Lx A a derivada de Lie do campo tensorial A € T2(M)
ao longo de X € X(M), i.e., seja Lx A o campo tensorial dado por

1
(L A)s = lim — (67 (4) — A,),

para x € M, onde ¢, é o fluxo (local) de X com 1y = x. Dizemos que
X € X(M) é um campo de Killing numa variedade semi-riemanniana (M, g)
se X é tal que a derivada de Lie da métrica g na direcao X se anula, i.e., se
Lxg=0.

1.2 Grupos de Lie

Dizemos que uma variedade diferencidvel G é um grupo de Lie se esta é
munida de uma estrutura de grupo tal que a funcdo G x G — G definida
por (0,7) — o1t & C*. Ao longo da tese, a menos de explicita mencgio
contraria denotaremos por e o elemento identidade de um grupo de Lie.

Uma dlgebra de Lie g sobre R é um espago vetorial real g pareado a
um operador bilinear [-,-] : g X g — g (chamado comutador) tal que, para
x’ y? z 6 97

o [z,y] = —[y,x] (anti-comutatividade),
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o [[z,y], 2] + [[y, 2], z] + [[2, x], y] = O (identidade de Jacobi).

A importancia do conceito de algebras de Lie, como se sabe, reside no fato de
que para cada grupo de Lie existe uma algebra de Lie de dimensao finita as-
sociada, tendo esses propriedades relacionadas. Por exemplo, temos que todo
grupo de Lie conexo e simplesmente-conexo é completamente determinado
(a menos de isomorfismo) por sua algebra de Lie.

Seja g € G. Chamamos os difeomorfismos de G, Ly e Ry, definidos, para
todo h € G, por

Lg(h) =gh
Rg(H) = hg

de translacao a esquerda e translagdo a direita, respectivamente. Um campo
vetorial X € X(G) é dito invariante a esquerda se, para cada g € G, X é
Lg-relacionado com si mesmo, i.e.,

dLgo X = X o L,.

A menos quando explicitamente afirmado diferente, denotaremos o conjunto
de todos os campos invariantes & esquerda de um grupo de Lie G pelo cor-
respondente caractere germénico mindsculo g.

Apresentamos a seguir uma proposicao cuja demonstracdo pode ser en-
contrada em [25, Proposition 3.7].

Proposigao 1.2.1. Seja G um grupo de Lie e g o conjunto de seus campos
mvariantes a esquerda. Entdo:

e g € um espago vetorial real, e a funcio a : g — T.G definida por
a(X) = X(e) € um isomorfismo de g no espago tangente a G na iden-
tidade e. Disso seque, obviamente, que dim(g) = dim(7.G) = dim(G);

e O colchete de Lie de dois campos invariantes o esquerda € ainda inva-
riante @ esquerda;

e g forma uma dlgebra de Lie com a operagdo de colchete de Lie em
campos vetoriais.

Assim sendo, definimos a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G a algebra
de Lie g dos campos invariantes a esquerda de G.

Uma fungado ¢ : G — H é um homomorfismo (de grupos de Lie) se ¢ é
C* e um homomorfismo de grupos. Chamamos ¢ de isomorfismo se, além
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de ser um homomorfismo, ¢ é um difeomorfismo. Um isomorfismo entre um
)
grupo G e ele mesmo é chamado automorfismo.

Dizemos que (H, ) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G se
e H éum grupo de Lie;

e (H, ) é uma subvariedade de G;

e ¢ : H — G éum homomorfismo.

(H,p) é dito ser um subgrupo fechado de G se p(H) é um subconjunto
fechado de G.

Se g, b sao algebras de Lie sobre R, entao uma aplicagao o : g — h é dita
homomorfismo de dlgebra de Lie se o preserva a operagao de colchete, ou
seja, se

[0(X),0(Y)] =0o([X,Y]), VXY eq.
Aqui, novamente usamos as expressoes “isomorfismo” e “automorfismo” quan-
do o é, além de homomorfismo, um isomorfismo de espagos vetoriais e quando
o é um isomorfismo de uma algebra em si mesma, respectivamente.

Um subespago h de uma élgebra de Lie g é chamado subdlgebra (de Lie)
se [X,Y] € b sempre que X,Y € h. Obviamente, h C g forma uma algebra
de Lie com o colchete induzido de g. Um subespago hh de uma &algebra de Lie
g tal que [g,h] C b, por sua vez, é dito ser um ideal em g.

O seguinte teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em |25, Theo-
rem 3.28|, como comentamos anteriormente é de suma importancia no estudo
de grupos de Lie.

Teorema 1.2.2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre a classe for-
mada pelas dlgebras de Lie isomorfas e a classe dos grupos de Lie simples-
mente-conexos isomorfos.

Sejage Gely: G— G o automorfismo interno de G definido por:
Ig=LyoR;' =R, oL,
Definimos a representacdao adjunta de G em g por:
Ady =dly(e) : g —g.

Seja g uma algebra de Lie sobre R. Um endomorfismo D : g — g é
chamado de deriwvacao de g se

D([X,Y]) = [D(X),Y] + [X, D(Y)],
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para todos X,Y € g.

Se V' é um espaco vetorial (ndo necessariamente de dimensao finita) sobre
R e o:g— Lin(V) uma aplicagao linear tal que

o([X,Y]) = o(X)o(Y) — o(Y)o(X), (1.4)

para quaisquer X,Y € g, entao dizemos que ¢ é uma representacdo de g em
V. Notamos que, se V' tem dimensao finita, entao a equagao 1.4 se equivale
a dizer que o é um homomorfismo de algebras de Lie de g e gl(V).

Fixado X € g é de grande importancia a fungao a que chamamos de
representacao adjunta de g. Definimos tal funcao como o endomorfismo de

g
adx :g — g

tal que
adx(Y) = [X, Y],

para todo Y € g. Nao é dificil ver que ad x é simultaneamente uma derivagao
e uma representacao de g em g.

Nota 1.2.3. Se Ad : G — GL(g) € a representacao adjunta de G em g,
entao temos que:

d(Ad) = ad.
(Para detalhes ver [25]).

Uma algebra de Lie g é chamada de nilpotente se, para cada X € g,
adx : g — g é um endomorfismo nilpotente.

Seja, ainda, g uma algebra de Lie sobre R. Chamamos de dlgebra derivada
de g a subalgebra ®g assim definida:

Dg =span{[X,Y]: X,Y € g}.
Definimos indutivamente, entao, para inteiros k > 0, o seguinte:

D =g
Dty =2(9"g)

Dessa defini¢ao segue a sequéncia de subélgebras

g2D'gDD%D...
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onde o k-ésimo elemento, ®*g, ¢ chamado de k-ésima dlgebra derivada de g.

Uma algebra g ¢ dita solivel se D*g = {0}, para algum inteiro k& > 0.
Um grupo de Lie G é chamado solivel se sua algebra g é solivel. O menor
inteiro k tal que ®*g = {0} é chamado indice de solubilidade de G.

1.3 Equacoes Fundamentais de uma Imersao Iso-
métrica

Sejam M™ e M variedades diferenciaveis de dimensdes n e m respec-
tivamente. Dizemos que uma funcao diferenciavel f : M™ — M é uma
imersao se a diferencial df(z) : T,M — Tf(m)ﬂ for injetora para todo
x € M (m > n), e que é uma submersao se df(x) for sobrejetora para todo
x € M (m <mn). Se f é uma imersao injetora dizemos que M ¢é uma sub-
variedade de M. Caso, além de imersdo isométrica, tenhamos que f é uma
fungao aberta em f(M) quando adotamos ai a topologia relativa, chamamos

f de mergulho. O nimero p = m — n é dito ser a codimensao de f.

. ~ w7 rm . . . .
Uma imersao f : M™ — M~ entre duas variedades semi-riemannianas
com métricas (-,-)ns e (-, -)37> respectivamente, é dita imersao isométrica se

para todo x € M e todos X,Y € T, M.

Nota 1.3.1. Observamos que, se f : M™ — M™ ¢ uma simples imersio
numa variedade semi-riemanniana de métrica (-, )y, com (-, )3 ndo de-
generada quando restrita a df(TpM), para todo x € M, podemos definir a
métrica (-, )pr em M pela igualdade acima. Tal métrica tornaria, entao, f,
UMa 1Mersao 1Someétrica.

Seja f : M™ — M'" uma imersdo isométrica entre as variedades semi-
riemannianas (M,g) e (M,g). Para cada x € M escolha U C M uma
vizinhanga de x tal que f(U) C M seja uma subvariedade de M. No que se
segue, para simplificar notagao, identificamos U com f(U) e cada v € T, M,
p € U, com df,(v) € Tf(p)ﬁ. Assim, identificaremos também um campo
X € X(M) com uma se¢ao do fibrado TM — M, i.e., com uma se¢io em
[(TM). Uma vez que f é imersdo semi-riemanniana, temos que a restrico
de g a df(T,M) ¢é nao-degenerada, para todo e qualquer p € M, e assim
segue que espaco tangente de M em p se decompoe na seguinte soma direta:

T,M = T,M @& T,M~
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onde chamamos de T, M L 0 subespaco de T,M ortogonal a T,M em relagio
a métrica g. Chamamos de co-indice de M em M o indice de g restrita a
T,M L. E, ento, facil ver que indM = indM + coind M.

Dizemos que vetores em T, M L s80 normais a M e que vetores em T,M
sdo tangentes a M. Assim, para campos normais a M, escrevemos X €
X(M)* e, para campos vetoriais tangentes a M, X € X(M).

Denotaremos as projegoes ortogonais associadas a soma direta acima da
seguinte maneira:

O T,M - T,M e () :T,M — T,M".

Lembramos, agora, que para V, uma conexao num fibrado 7 : £ — M,
reM, X eX(M)eeecT(E), ovalor de (Vxe); depende apenas do valor
do campo X no ponto x e do valor de e numa curva em M tangente a X (z).

Considere uma imersao f da variedade M numa variedade M munida de
uma conexdo V e 7 : TM — M o fibrado vetorial a essa imersao associado.
Por VxY (X,Y € T(TM)) entendemos o campo vetorial em T'(TM) igual a
restrigao a M do campo VY € X(M), onde X e Y € X(M) sao respectivas
extensoes de X e Y a M. Desta maneira, de acordo com a observacao feita no
paragrafo anterior, temos que VxY ndo depende das extensdes escolhidas.

Voltando agora a f: M" — M , imersao isométrica entre duas varie-
dades semi-riemannianas, se denotamos por V a conexao de Levi-Civita de
M, verifica-se facilmente que podemos, de maneira natural, a partir de V,
induzir uma conexao em M. Sejam X,Y € X(M) campos vetoriais em M.
Defina a conexao V da seguinte forma:

VxY = (VxY)T.

Notamos que V, assim definida, é de fato uma conexao em M e coincide com
a conexao de Levi-Civita de M.

Definigao 1.3.2. Por segunda forma fundamental associada a imersao iso-
métrica f entendemos o tensor C°°(M)-bilinear simétrico

o X(M) x X(M) — X(M)*

assim definido:

a(X,Y) = (VxY)t,

onde X,Y sao campos vetoriais em M.
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Se & € X(M)* definimos o operador forma (ou forma de Weingarten) na
direcao ¢ como sendo o operador C*°(M)-linear A¢ : TM — TM definido,
para X, Y € X(M), de modo a termos:

9(AeX,Y) = g(a(X,Y), ).
Neste caso, verifica-se facilmente que A¢X = —(Vx&)T.
Definicao 1.3.3. Definimos a conexao normal de f como sendo a conexdo
em TM* tal que: B
Vxé = (Vxé)*,
onde £ € X(M)* e X € X(M).
Das defini¢oes acima seguem a Fdérmula de Gauss

VxY =VxY +a(X,Y) (1.5)

e a Formula de Weingarten

Vx€=—AcX + V& (1.6)

Agora, a partir das formulas de Gauss e de Weingarten podemos deduzir
as equacoes fundamentais de uma imersao isométrica, isto é, as conhecidas
equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci.

Sejam X, Y, Z € X(M), entao:
VxVyZ =VxVyZ+Vxa(Y,Z) =
=VxVyZ +a(X,VyZ) — Ay )X + Vxa(Y, Z), (L.7)
onde a primeira igualdade segue da formula de Gauss e a segunda igualdade
de ambas, Gauss e Weingarten.
Analogamente:
VwVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) - Ayx.p)Y + Vya(X,Z).  (1.8)
Novamente da féormula de Gauss segue:
VixyviZ =VixyZ +o([X,Y], Z). (1.9)
Subtraindo 1.8 e 1.9 de 1.7 obtemos:
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — Aay,yX + Aax,2)Y +
+Vxa(Y,Z) —a(Y,Vx2)
— (Vya(X, Z) — a(X,Vy2)) - o([X,Y], 2),
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onde denotamos por R e R os tensores de curvatura de M e M respectiva-
mente.

Uma vez que a torgao de M ¢é nula (V conexao de Levi-Civita) temos:

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z - Aa(Y,Z)X + Aa(X,Z)Y+
+(Vxa(Y, 2) — oY, Vx Z) — a(VxY, Z))
— (Vya(X,Z) —a(X,VyZ) —a(Vy X, Z)). (1.10)

Tomando as componentes tangenciais e normais obtemos de 1.10 duas
equacoes:

¢ Equacao de Gauss:

(R(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W)
+{(a(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), (Y, W)) (1.11)
onde W € X(M), e,
e Equacao de Codazzi:

(R(X,Y)2)* = (Vka)(V,2) - (VEa)(X,Z)  (112)

onde, por definicdo, temos:

(Vxa)(Y, Z) = Vxa(Y, Z) — a(Y,Vx Z) — a(VxY, Z).

Notamos que V»'a é C°°(M)-multilinear. Nesse contexto, temos V- uma

conexdo no fibrado vetorial Hom(T'M x TM,TM™).

Denotemos por RT o tensor curvatura do fibrado normal M. Usando
as formulas de Gauss e Weingarten, segue, de maneira semelhante ao que
fizemos para as equagoes de Gauss e Codazzi, que:

R(X,Y)E = RN (X,Y)E+ AgreY + Vy (4eX) + a(4A¢X,Y)
— AV%X — Vx(AgY) —a(X,AY) + A [ X, Y], (1.13)
Entao, tomando a componente normal de 1.13, segue:
e Equacao de Ricci :
(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E+ aAeX,Y) — a(X, AY)  (1.14)
ou, tomando 1 € T'(T'M*1), e observando que ((X,Y),£) = (A X,Y):
(R(X,Y)&,n) = (RH(X,Y)E, n) — ([Ag, 4] X, Y) (1.15)
onde [Af’ A'ﬂ] = AéA'r] — AT]A£
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Observamos que, se tomarmos a componente tangencial de 1.13, segue da
simetria das curvaturas e da auséncia de torcao a equacao de Codazzi, no-
vamente.

1.4 Teorema Fundamental das Imersoes Isométri-
cas em Formas Espaciais Riemannianas

Denotemos por Q7 a variedade riemanniana n-dimensional completa e
simplesmente conexa de curvatura seccional constante c, i.e., o espaco eucli-
deano R™ (¢ = 0), a esfera euclideana $™ (¢ > 0) ou o espago hiperbélico H"
(c<0).

De acordo com o provado na Segao 1.3, as equagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci sao satisfeitas por toda imersao isométrica f : M" — M. No caso
em que M = QPP temos uma reciproca local para tal fato. Além do
mais, se M é simplesmente conexa a reciproca é global.

Teorema 1.4.1.

(i) Sejam M™ uma variedade riemanniana simplesmente conexa, m : E —
M um fibrado vetorial riemanniano de posto p com uma conexdao com-
pativel VE | e o uma se¢io do fibrado de homomorfismos Hom(TM x
TM,E). Defina, para cada § € T'(E), uma fung¢io Ag : TM — TM
tal que

(AeX,Y) = (a(X,Y),§), X, Y e X(M).

Se a e VE satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para um
ambiente de curvatura seccional constante ¢, entdo existe uma imersao
isométrica f + M™ — QFP, e wm isomorfismo de fibrados vetoriais
f:E— TM~L aolongo de f, tal que para todos X,Y € X(M) e todos
¢,neT(E) temos:

(), F(m) = (& m),

fa(X,Y) = a(X,Y),

FVRE=Vx (),
onde & e V' sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de
f, respectivamente.

(i) Suponha que f e g sejam imersoes isométricas de uma variedade co-
neza M™ em QUP. Sejam TMfl, af e VJ% o fibrado normal, a se-
gunda forma fundamental e a conexdo normal de f, respectivamente;
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e sejam TMgL, Qg € ng 0s objetos correspondentes para g. Se existe
o : TMJ{- — TMgJ-, isomorfismo de fibrados vetoriais, tal que, para

todos X, Y € X(M) e todos &,n € T'(E) temos:

(@), () = (&m)
¢af(X>Y) = Oég(X, Y)

SVixE = Vyxo(£),
entdo existe uma isometria T : QETP — QP tal que
g=T1of e d’T’TMfL:gZS.

Demonstracao. Nos restringiremos aqui a demonstracao do teorema ao caso
de subvariedades do espaco euclideano, reapresentando a prova encontrada
em [2].

Inicialmente provaremos (i). Seja V a conexao de Levi-Civita de M.
Considere a soma de Whitney £ = TM & F munida da métrica dada pela
soma ortogonal das métricas em TM e em E. Defina, entao, a conexao V
por:

VxY = VxY 4+ a(X,Y)
Uxé=—AcX +VEe

para todos X,Y € X(M) e { e T'(E).

Nao ¢ dificil ver que tal conexao é compativel com a métrica de E. Usando
que a e VF satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional constante zero, é imediato mostrar que o tensor de curva-
tura de F ¢ identicamente nulo. Fixe um ponto x € M, e vetores ortonormais
€1y &nip € B, = 7 1(z). Como M é simplesmente-conexa e o tensor de
curvatura de F nulo, existem tunicas extensoes globais de 1, ..., &,4p para-
lelas em relagao a v. Secoes essas a que ainda denotaremos por &1, . . ., {ntp.
Tais secoes sao ponto a ponto ortonormais uma vez que @ é compativel com
a métrica. Escolha coordenadas locais (z1, ..., %,) numa vizinhanga U de z.
Desse modo, existem fungoes a;, definidas em U, tais que

o X
9 = g aiV§V7 I<i<n.
Z;

v=1
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Assim, os coeficientes da métrica de M sao dados por

n—+p
9ij = <81’Z 81'] > Z Qi Ay -

v=1
Visto que as segoes &, sao paralelas, temos
n-+p

~ 0 Oa],,
vai 67 Z 8:@

Usando que « é simétrica, que V é a conexao de Levi-Civita de M, e que

[8%1-7 %} =0, temos

8aj,, _ 6%,
8:131- N 61']‘ '
Como 1-formas fechadas sdo exatas em U, existem fungdes f,, que satisfazem

gﬁ o = Giv- Defina, entao, numa vizinhanca U de z, a fungio f : U — R"P

de modo que f = (fi,..., fntp). Assim, temos
df (81‘1) = (ail) cee 7ai(n+p))>
e, parat,j =1,...,n, temos

n+p
0o 0
<f 8933> ;awagu—gzg <8x/8:@>

Ou seja, f é uma imersao isométrica. Definimos um isomorfismo ¢ entre os
fibrados TU @ E e TR™"*P| sy = Tf(U) @ Tf(U)* por ¢(&,) = ey, onde e,
(v=1,...,(n+p)) & a restrigao do referencial canoénico de TR"*? a f(U).
Para os vetores tangentes é%i = E"“’ a;,€y, temos

n+p n+p
( > Z anb 51/ Z ajpe, = df <

Assim, ¢ leva TM|y isomorficamente sobre T'f(U). Como uma isometria
de fibras, ¢ mapeia E isomorficamente sobre Tf(U)+. Além disso, como
¢ leva o referencial paralelo ortonormal &1,.. ., &,p no referencial paralelo
ortonormal e, ..., e,4p, ¢ satisfaz para todo X, Y € TM e { € E,

d(VxY) =Varxo(Y), ¢(Vx€) = Vasrxo(€)
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A~

onde V & a conexao de Levi-Civita de R"™. Tomando as componentes
normais e definindo f = ¢|g, obtemos

fa(X,Y) =a(X,Y), [VYRY = Vi f(©)

Se houvéssemos escolhido coordenadas locais 1, . . . , ¥, diferentes, ainda ob-
terfamos as equagoes ?)T;: = a;,. Uma vez que essas equagdes determinam
f a menos de uma constante, a imersao fica determinada a menos de uma
translagao. Se nossa escolha houvesse diferido no referencial inicial, as iso-
metrias difeririam apenas por uma rotacao. Desse modo f fica determinada
a menos de um movimento rigido. O fato de M ser simplesmente conexa nos
permite unir as isometrias locais em uma global. Para detalhes ver [24]. Para
provarmos (ii), temos que ambos os fibrados T(R"?)| r(ary) € T(R™P)|4(ar)
contém o fibrado tangente T'M, e que existe um isomorfismo de fibrados que
preserva métrica e conexao, e é identidade em T'M. Assim, se f é como em
(1) temos que, numa vizinhanga, a diferenga reside apenas num movimento
rigido de R™"P. Isso conclui, entdo, a demonstracao. O

1.5 Imersoes Minimas

Definicao 1.5.1. Dada uma imersao isométrica f : M"™ — Mm_p, definimos
o0 tensor curvatura média H(z) de f em x € M como

n

1
H@) = 13" alx,x,)
j=1
onde a € a sequnda forma fundamental de f, e Xq,...,X, € T, M € uma
base ortonormal de T, M .
Nota 1.5.2. Observe que, se &1,...,&, € TxM* é uma base ortonormal de

TxM*, podemos escrever:
1 n
H(z) = 3 (rg, )6
j=1
onde denotamos por tr a funcdo que associa a um operador linear o seu trago.

Nesse caso, fica claro que H(z) nao depende da escolha do referencial
ortonormal Xq,...,X, € T,.M.

. . ~ . L. =—n+p .
Dizemos que uma imersao isométrica f : M"™ — M é minima em
x € M quando H(z) = 0. Caso f seja minima em toda M diremos que f é
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uma imersio minima. Note que se f é totalmente geodésica em © € M, i.e.
« se anula em z, entdao f é minima em z.

Dada uma fungéo lisa f : (M, g) — (M’, ¢’) entre variedades riemannia-
nas, definimos o campo tensdo 7 de f como sendo igual ao divergente de df,
ie., 7(f) = div(df), e dizemos que f é uma fun¢ao harmonica se 7(f) = 0.

Num dos conhecidos artigos de J. Eells (]|9]), encontramos a seguinte
proposicao de inestimével interesse no estudo de imersoes minimas.

Proposicao 1.5.3. Se é f : M — M’ uma imersao isométrica entre va-
riedades riemannianas, entio o campo tensao T(f) coincide com o tensor
curvatura média de f. Assim sendo, seque que f € uma fun¢do harmoénica
se e somente se f for uma imersdo minima.

A escolha do adjetivo “minimo” associado a tais imersoes remonta ao es-
tudo de um funcional E de interesse geométrico e fisico andlogo a energia.
Imersoes minimas sao, nesse contexto, caracterizadas como extremos de F.
Apresentaremos, no que se segue, uma breve introdugao de cardter mera-
mente ilustrativo nessa direcao. Para mais detalhes é interessante a leitura

de [9] e [8].

Sejam f : (M,g) — (M’,¢') uma fungao C*° entre variedades riemanni-
anas, z um ponto de M e (-,-), o produto interno canonicamente induzido
no espago dos tensores de tipo (2,0) sobre T, M a partir da métrica de M.
Chamamos e(f), = %(gx, (f*9)z)e de densidade de energia de f em z. De-
finimos, entao, o funcional energia E calculado em f como:

Defina em I'(f), i.e. no conjunto de campos vetoriais ao longo de f, o
seguinte produto interno:

(u,v)p = /M g'(u(x),v(m))f(x)d:n, u,v € T'(f).

Entao, para v € T'(f), denote por V,E(f) a derivada direcional de E na
direcao v. Curiosamente, observa-se que:

vUE(f):_<T(f)7v>fv VUEF(f)
(Veja [9], p. 115, para mais detalhes.)

Do resultado acima apresentado segue que f é uma funcao harmoénica
(imers@o minima), se e somente se ela ¢ um extremo do funcional energia FE.
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1.6 Familia Associada a uma Imersao Minima

E classico na geometria o resultado que associa a uma superficie minima
de R? uma familia a 1 parametro de imersdes minimas no mesmo ambiente
(ver [24], IV p. 401). Num trabalho realizado por Dajczer ¢ Gromoll em
[3] tal resultado foi generalizado provando a existéncia de uma familia a 1
pardmetro de imersoes minimas associada a uma subvariedade real Kéehler
minima do espaco euclideano. E a este resultado que dedicamos esta secio.

Seja V' é um espago vetorial sobre um campo K. Dizemos que J é uma
estrutura compleza em V se J é um tensor do tipo (1,1) em V tal que
J? = —I, onde denotamos por I a aplicacdo identidade de V. Fixado um
fibrado vetorial II : E — M com fibra tipica Fy, por estrutura compleza
em F entendemos um segao lisa J de Lin(E) tal que J, é uma estrutura
complexa em FE,, para todo x € M.

Numa variedade diferenciavel real M definimos estrutura quase complexa
em M como uma estrutura complexa definida no fibrado tangente de M.
Um par entao formado por M e J é denominado variedade quase complexa.
Por abuso de linguagem, sempre nos referirmos a M como uma variedade
quase complexa, e, exceto onde diversamente dito, denotaremos sua estru-
tura complexa por J. E simples ver que uma variedade quase complexa
M tem sempre dimensao par, e que cada espago tangente T, M possui uma
base da forma Xi,...,X,,JX1,...,JX,. Chamamos uma base assim cons-
tituida de J-base de T, M. Uma vez duas quaisquer J-bases diferem por um
isomorfismo de determinante positivo, concluimos que uma variedade quase
complexa é sempre orientavel.

Definimos uma variedade semi-Kdehler M como uma variedade semi-
riemanniana e quase complexa tal que sua estrutura quase complexa J seja
paralela com respeito a conexao de Levi-Civita e tal que J, é anti-simétrico
com respeito a g, para todo x € M, ou seja, M é uma variedade semi-
riemanniana quase complexa com conexao de Levi-Civita V tal que:

(JX,Y) = —(X,JY)

(VxJ)(Y)=VxJY — JVxY =0

para todos X,Y € X(M). No caso em que a métrica de M tem indice zero,
ou seja, se M é uma variedade riemanniana, dizemos que M é uma variedade
Kaehler.
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. ~ . ~ . L, 2n+
Defini¢do 1.6.1. Dada uma imersio isométrica f : M** — M~""" de uma
variedade Kdehler, dizemos que a imersdo € circular se a seqgunda forma
fundamental o de f satisfaz

a(X,JY) =a(JX,Y)
para todos X,Y € X(M).

Dajczer e Rodrigues em [4] provaram que uma imersao isométrica f :
M?" — R?"*P de uma variedade Kiehler no espaco euclideano é uma imersao
minima se e somente se for circular. Deste resultado segue o teorema de
Dajczer-Gromoll:

Teorema 1.6.2. Seja M?" wma variedade Kdiehler simplesmente conexa, e
seja f : M>?™ — R2™P uma imersio isométrica minima. Existe, entdo, uma
familia a 1 pardmetro fo : M?" — R*P 0§ € [0,7) de imersdes isométricas
minimas tal que fo = f.

Demonstragao. Considere para cada 6 € [0,7) o tensor Ty : TM — TM
definido por
Ty = cosOI + sin6.J

onde J é a estrutura complexa de M e I o campo tensorial identidade. Para
Ty as seguintes propriedades sao claras:

e Ty é paralelo com respeito a conexao de Levi-Civita de M;

e Ty é um campo tensorial ortogonal;

o TyoT yg=1.

Seja ag : TM x TM — TM~* a forma bilinear dada por
ap(X,Y) = a(TpX,Y)

onde a ¢ a segunda forma fundamental de f. Para cada ¢ € T(TM™1),
denotamos por Ag a transformacao linear associada a «y, i.e.,

<A§X,Y> = {((X,Y),8), para todos X,Y € X(M).

Se A¢ denota a o operador forma de f na diregao &, ¢ facil ver que

Al =T gA¢e = AcTy.
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Da circularidade de f, para todos X,Y € X(M), segue

<A§X, Y> = cosf{ag(X,Y),€) +sinOlag(JX,Y),€)

— cos B(ag(X, ), €) +sinB{ag(X, JY), &)
=cos (A X,Y) —sinO(JAX,Y)
— (T_gAcX,Y).

Dados X,Y € X(M) segue das igualdades acima e das propriedades de
Ty que

<A§X, Y> = (ATpX,Y) = (TyX, AcY)

— (X, T_gAcY) = <X, A§Y>.

Ou seja, temos que Ag é um operador auto-adjunto.

A partir das propriedades acima listadas é direta a prova de que ag
obedece a equagao de Gauss para f.

Se definirmos, para X,Y € X(M) e £ € T(TM*4),
(VyA)(X,§) = VyAe X — AcVy X — AV}L(gX,
no contexto aqui estudado, a equagao de Codazzi assume a seguinte forma:
(VyA)(X,€) = (VxA)(Y, ). (1.16)

Uma vez que Ty é paralelo e Ag =T_gA¢ segue de 1.16 que A? também
obedece a equagao de Codazzi para a imersao f.

Para a equagao de Ricci temos
([AL, APIX,Y) = (AZADXY) — (ADAIX,Y)
= (ATyT_ g Ay X, Y) — (A TyT_gAc X, Y)
= ([Ag, 49} X, Y)
para X,Y € X(M) e £, € T(TM~). Donde segue que a equacio de Ricci
para f continua vélida com o operador forma A?.

Sob estas condigoes segue do Teorema Fundamental de Imersdes que
existe uma imersao isométrica fp : M>?" — R?"*P_ tinica a menos de isome-
trias de R?™*P cuja segunda forma fundamental é opg. Obviamente fy = f.
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Para finalmente provarmos o teorema, observamos que fy é minima uma
vez que tal imersao é circular. De fato, para X, Y € X(M), temos:

ag(JX,Y) = a(TyJX,Y)
= cosOa(JX,Y) + sinfa(J?X,Y)
= cos (X, JY) + sinfa(X, J?Y)
=ap(X,JY).
O

A familia fp acima obtida é denominada famidlia associada a imersao
isométrica minima f.



Capitulo 2

(G-estruturas e Imersoes Afins

2.1 Fibrados Principais

Iniciamos esta secao com a definicao de espacos principais. Estes sao
estruturas algébricas que apresentam, em relagao aos grupos, anélogo papel
ao dos espagos afins em relagao aos espacos vetoriais. Um espaco principal
consiste de um conjunto nao vazio P e um grupo G que age a direita livre
e transitivamente sobre P. Chamamos G de grupo estrutural do espago
principal P. Lembramos que o fato de G agir livre e transitivamente sobre
P significa que para quaisquer p,p’ € P existe um tnico elemento g € G
(a que usualmente denotaremos por p~1p’) tal que p’ = p-g. Nesse caso
diremos que g leva p em p'.

Sejam dois grupos G e H, P um espago G-principal e () um espago H-
principal. Uma aplicagao ¢ : P — @ é dita ser um morfismo de espagos
principais se existe um homomorfismo de grupos ¢g : G — H tal que:

d(p-g9) = o(p) - do(9), (2.1)

para todo p € P e todo g € G. Chamamos ¢g de homomorfismo de grupos
subjacente ao morfismo ¢.

Sejam P um espago principal com grupo estrutural G e H um subgrupo
de G. Suponha que Q C P é uma H-drbita, ie., Q é dado, para algum
a € P, pela imagem de H pela funcao 3, : G — P, tal que

Balg) = g - a.

Entao @@ é um espaco principal com grupo estrutural H; chamamos @ de
subespaco principal de P.

22
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Isso posto, definimos fibrado principal.

Definicao 2.1.1. Um fibrado principal consiste numa estrutura formada
pelos sequintes elementos:

e um conjunto P, chamado de espago total;

e uma variedade diferencidvel M, chamada de espago base;

o uma aplicagio 11 : P — M, denominada projecao;

e um grupo de Lie G, chamado grupo estrutural;

e uma ac¢do a direita de G em P
PxG>(pg)—p-geP

que, para todo x € M, torna a fibra P, = II7'(x) um espago principal
com grupo estrutural G;

o um atlas maximal Amax de secoes locais de 11, cujos elementos chama-
mos de secoes locais admissiveis.

Nota 2.1.2. Muitas das vezes em que trabalhamos com fibrados principais
nos referimos a projecao Il : P — M ou ao espaco total P como se fossem
a colecao de objetos acima listada. Assim, constantemente diremos que P
é um fibrado principal sobre M ou que P (ou Il : P — M) é um fibrado
G-principal.

Seja P um fibrado G-principal sobre M. Para cada segao local admissivel
s: U — P a fungao:

Bs:UxG3 (z,9)— s(z)- g Y U)C P (2.2)

é uma bijecao. Nao é dificil ver que existe uma tnica estrutura diferenciavel
no conjunto P tal que para toda se¢ao local admissivel s : U — P o conjunto
11 (U) & aberto em P e a funcio (5 é um difeomorfismo C*. Assim sendo,
sempre consideraremos o espago total P do fibrado principal munido de tal
estrutura diferenciavel.

Definicao 2.1.3. Se P € um fibrado G-principal sobre M e H € um subgrupo
de Lie de G, definimos um sub-fibrado principal de P com grupo estrutural
H o subgrupo @ de P satisfazendo as sequintes condigoes:

e para todo x € M, Q, = P, N Q € um subespago principal de P, com
grupo estrutural H (Qz é uma H-orbita);
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e para todo x € M, existe uma secao local lisa s : U — P tal que x € U
es(U) CQ.

Sejam P e @ fibrados principais sobre a mesma variedade diferenciével
M, com grupos estruturais G e H respectivamente. Uma fung¢éo ¢ : P — @)
é dita preservar fibra se ¢(Py) C @, para todo x € M. Um morfismo
de fibrados principais de P em () é uma funcao que preserva fibra lisa ¢ :
P — @ para a qual existe um homomorfismo de grupos ¢o : G — H tal
que para todo x € M, a aplicagdo ¢, = ¢|p, : P — @z & um morfismo
de espacos principais com homomorfismo de grupos subjacente ¢g. Se ¢ é
um morfismo de fibrados principais entre P e ) bijetor entdo dizemos que
¢ é um isomorfismo de fibrados principais. Observe que nesse caso, ¢ €
também, obrigatoriamente, uma bije¢ao (isomorfismo de grupos).

Um fibrado G-principal sobre uma variedade diferenciavel M pode ser
pensado como um familia (P;).cps de espagos principais P, com grupo es-
trutural G' que “varia diferenciavelmente” quando parametrizada por pontos
de M. Se M’ é uma outra variedade diferenciavel e f : M’ — M uma funcao
lisa entao torna-se natural considerarmos uma reparametrizacao (Py(y))yenm’
da familia (P,).cp pela aplicagao f. Tal ideia nos motiva a definirmos o
pull-back de um fibrado principal.

Seja, entao, IT : P — M um fibrado G-principal e seja f : M/ — M uma
funcao lisa definida numa variedade diferenciavel M’. O pull-back de P por
f é o conjunto f*P definido por:

= ({9} x Pry)-

yeM’

Assim, o conjunto f*P é um subconjunto do produto cartesiano M’ x P.
Seja Iy : f*P — M’ a restrigao a f*P da proje¢ao na primeira coordenada
e f: f*P — P arestricdo a f*P da projecdo na segunda coordenada; temos
que o seguinte diagrama comuta:

P

nll ln (2.3)

M’Hf M

Chamamos f : f*P — P de funcio candnica associada ao pull-back f*P.
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2.2 Fibrado de Referenciais e GG-estruturas

Seja Ey um espago vetorial real e £ um fibrado vetorial sobre uma va-
riedade diferenciavel M. Denotamos por FRg,(E) = U, FRE,(EZ) 0
fibrado de referenciais de E, o qual consiste no conjunto de todos os iso-
morfismos lineares p : Ey — E, (p € FRg,(E3)), com x € M. FRg (E) é
um fibrado GL(Ey)-principal sobre M. Quando Ey = RF escrevemos sim-
plesmente FR(E) ao invés de FRg, (E). Uma secao local s : U — FRg, (E)
(onde U & um aberto de M) é chamado de um Ey-referencial local por E.

Se E é um fibrado vetorial sobre uma variedade diferencidvel M com
fibra tipica Ey, e f : M’ — M ¢é uma funcao lisa definida numa variedade
diferenciavel M’, entao por pull-back de E por f entendemos o conjunto f*FE
definido por:

FE= U (v} x Epy).

yeM’

Observe que o conjunto FRg, (f*E) pode ser naturalmente identificado com
o pull-back f*FRpg,(E). Tal identificagdo torna FRg,(f*E) num fibrado
GL(Ep)-principal e, assim, f*F num fibrado vetorial com fibra tipica Ejy.

Seja go um produto interno em Ej de indice r, denotamos por O(gp) o
grupo ortogonal de Ey, i.e., o subgrupo de GL(Ep) formado por todas as
isometrias lineares de (Fy, go). Se Ey = R* ¢ munido do produto interno
de Minkowski de indice r, denotamos tal grupo também por O,(k). As-
sim sendo, definimos FR%;, (E) = U,¢)r FR(E:) como o subfibrado O(go)-
principal de FRg, (E) formado por todas as isometrias lineares p : Ey — Eg,
com x € M, e chamamos tal conjunto de fibrado de referenciais ortonormais
de E.

Definigao 2.2.1. Dado um subgrupo de Lie G de GL(Ey), por G-estrutura
em E entendemos um sub-fibrado G-principal P de FRg,(FE).

Nota 2.2.2. Um Ey-referencial local s : U — FRg,(F) de E com s(U) C P
€ dito compativel com a G-estrutura P. Para M, uma variedade diferen-
cidgvel n-dimensional ¢ G um subgrupo de GL(R™), dizemos que P é uma
G-estrutura em M se P C FR(T'M) é uma G-estrutura no fibrado tangente
TM.

Sejam M’, M variedades diferenciaveis e f : M’ — M uma funcao C'*°.
Denote por m: TM — M, ' : TM' — M’ as projecoes e por w1 : f*T'M —
M’ o pull-back de TM por f. Observe que f*T'M ¢ um subconjunto de
M’ x TM, e defina, entdo, f : f*TM — TM como a restricio a f*T'M da
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projecao na segunda coordenada. Deste modo, existe um tnico morfismo de
«— o «—
fibrados vetoriais df : TM' — f*TM tal que fodf =df em odf =x'.

Definigao 2.2.3. Sejam G um subgrupo de Lie de GL(R™) e M, M varieda-
des diferencidveis n-dimensionais munidas de G-estruturas P’ e P, respecti-
vamente. Entdao, uma funcao lisa f : M' — M € dita preservar G-estrutura
se o morfismo de fibrados vetoriais ch :TM' — f*TM preserva G-estrutura
(onde f*T'M € munida da G-estrutura f*P), i.e., df € tal que, para cada
p € P’ temos df(p) € f*P.

2.3 Conexoes

Seja Il : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica Ey e seja € uma
segdo lisade E (e € T'(F)). Se E = M x Ey é um fibrado vetorial trivial sobre
M entdo € pode ser escrito como €(z) = (z,€(x)), onde € : M — Ej ¢ uma
funcao lisa; identifiquemos, assim, uma secao lisa e de E = M X Ejy com a
funcao € : M — Ey. Dado x € M e v € T, M, pode-se considerar a derivada
direcional dé(z) - v de € em z, na dire¢ao de v. Isso posto, nos perguntamos
o que significaria uma derivada direcional num fibrado vetorial arbitrario E.
Uma vez que todo fibrado pode ser localmente trivializado, uma primeira
tentativa seria considerarmos um Ejy-referencial local liso s : U — FRg, (E)
com z € U. Assim se € : U — Ej denota a representagao de €|y em relagao a
s, uma tentativa natural para se definir a derivada direcional de € no ponto
x na direg¢ao v seria fazer:

(derivada direcional de € em z na diregao v) = s(z)(dé(z) - v).

Obviamente, para tal definicdo ter sentido precisamos checar o que ocorre
quando outro Ep-referencial s’ : V' — FRp,(E) com z € V é escolhido. No
entanto, fazendo isso observa-se que tal defini¢do nao é boa.

Uma alternativa que nos resta é a seguinte: se € : M — F é uma secao lisa
de F entao, para cada z € M, podemos considerar de(z), que é uma aplicagao
linear de T, M em TE(I)E; para v € T, M, temos, portanto, de(z)-v € TE(I)E.
No caso em que E = M x Ej é o fibrado trivial sobre M entao € é da forma

e(z) = (z,é(x)) e
de(z) - v = (v,dé(x) - v) € T E = T, M & Ey.

Desse modo, nos fibrados triviais, o objeto a que chamamos derivada direci-
onal de € em x na dire¢do v ¢ a segunda coordenada do vetor de(x) - v. Se
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Il1: E — M ¢ um fibrado vetorial entdo de(z) - v é apenas um elemento de
T () E e, assim, nao faz sentido falar da “segunda coordenada” de de(z) - v.
Embora dIl (de(aj) . v) = v mostre que, no caso de fibrados triviais, o
vetor de(x) - v contém v como uma de suas componentes, ndo existe maneira
canodnica de obtermos a “outra componente” de de(z) - v.

Frente as dificuldades acima expostas, definimos o que chamamos de
conexao em F.

Definicao 2.3.1. Sejam £ e M wvariedades diferencidveis e seja Il : € — M
uma submersdo lisa. Dado e € &€ entdo o espaco Ker(dH(e)) é chamado
subespago vertical de T.E no ponto e com respeito a submersao I1; assumindo
IT fizada pelo contexto, denotamos o subespago vertical por Ver.(E). Um
subespago H de'T.E € dito horizontal em relagdo a1l se ele € um complemento
de Ver.(£) em T¢E, i.e., se:

T.E = H @ Ver.(E).

Uma distribuicao H na variedade £ € chamada horizontal com respeito a 11
se He € um subespaco horizontal de T.E para toda e € £. Uma distribui-
¢ao horizontal em £ serd também dita uma conexao generalizada em £ (em
relagao a II).

Quando uma distribui¢ao horizontal em &£ é fixada pelo contexto, nor-
malmente, a denotaremos por Hor(£). Escreveremos, entao, pyer : 1€ —
Ver(E)(resp., phor : TE — Hor(€)) para a fungao cuja restri¢ao a T.€ é igual
a projegao na segunda coordenada (resp., na primeira coordenada) corres-
pondente a soma direta T.€ = Hor.(E) & Ver(£), para todo e € £.

Sejam, ainda, £ e M variedades diferencidveis e Il : £ — M uma sub-
mersao. Por secdo local de IT entendemos uma aplicagao € : U — £ definida
num aberto U de M tal que Il o € seja a inclusdao de U em M.

Definigao 2.3.2. Seja Hor(E) uma conexao generalizada em E. Se € : U —
E é uma se¢ao local lisa de II entao, dados x € U, v € T, M, a derivada
covariante de € em x na diregGo v com respeito a conexao generalizada Hor (&)
€, aqui, denotada por Ve e € definida por:

Ve = prer (de(z) - v) € Verg,)(€); (2.4)

chamamos V de operador derivada covariante associado a conexao generali-
zada Hor(E).
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Dado x € U, se Vye = 0, para todo v € T, M entao a secao local € é dita
paralela em x em relagdo a Hor(€); se e é paralela em todo = € U dizemos
simplesmente que € é paralela com respeito a Hor(£). Observamos que € é
paralela em z com respeito a Hor(&) se e somente se: de, (T, M) = Hor (€.

Sejam IT : &€ — M, II' : £ — M submersoes lisas; uma fungao ¢ : £ — &’
é dita preservar fibras se I o ¢ = 1II.

Definicao 2.3.3. Sejam Hor(€) e Hor(E') conexdes generalizadas em &€ e E'
respectivamente. Uma fungao lisa ¢ : € — E' € dita preservar conexao se ela

preserva fibras e:
dge (Hore(£)) = Hory ey (£), (2.5)

para todo e € .

Notamos aqui que uma submersao lisa Il : £ — M é dita ter a propriedade
de extensdo global se para toda secao local lisa e : U — & de Il e todo x € U
existe uma segao global lisa € : M — & tal que € e € sao iguais em alguma
vizinhanca de x contida em U. Nao é dificil ver que a projegdo de um fibrado
vetorial possui tal propriedade.

Definigao 2.3.4. Seja Il : P — M um fibrado G-principal sobre a variedade
diferencidvel M. Uma conexao principal em P é uma conexao generalizada
Hor(P) em P que é G-invariante, i.e.:

dryg (Hory(P)) = Horp.4(P),

para todo p € P e todo g € G, onde vy : P — P denota o difeomorfismo
dado pela acao de g em P.

Observa-se que a distribuicao vertical Ver(P) acaba, nesse contexto,
sendo também G-invariante. De agora em diante, por conexdo num fibrado
principal entenderemos se tratar de uma conexao principal.

Seja, entdao, Hor(P) uma distribuigdo horizontal em P. A existéncia de
um isomorfismo canénico entre o espago vertical Very,(P) e a algebra de Lie g
do grupo estrutural nos permite uma associagao canénica entre a distribuicao
Hor(P) e uma 1-forma w em P a valores em g tal que Ker(w,) = Hory(P),
para todo p € P. Definimos, assim, w por:

—1
() = {(dﬁp(l)) () €g, se( e Very(P), (2.6)

0 e g, se ¢ € Hor,(P),
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para todo p € P, onde (dﬂp(l))_1 : Ver,(P) — g é a inversa do isomorfismo
linear definido pela diferencial de:

Bp:G3gr—p-gep,
a qual observamos ter imagem em Ver,(P).

Seja Hor(P) uma distribuigao horizontal em P e seja w a 1-forma em P
a valores em g definida por (2.6). Entao, observa-se que Hor(P) ¢ lisa se e
somente se w ¢é lisa.

Sejam V' um espago vetorial real de dimensao finita e p : G — GL(V)
uma representacao C'° de G em V. Uma forma A a valores em V no espago
total P ¢é dita p-pseudo G-invariante (ou pseudo G-invariante com respeito
a p) se:

YA =plg) o\

para todo g € G.

Pode-se provar que w é pseudo G-invariante com respeito a representacao
adjunta Ad : G — GL(g) do grupo de Lie G na sua algebra de Lie g.

Sejam Hor(P) uma distribuigdo horizontal em P e w a 1-forma em P a
valores em g definida por (2.6). Entao Hor(P) é G-invariante se e somente
se w é Ad-pseudo G-invariante.

Definicao 2.3.5. Seja Il : P — M um fibrado G-principal e, para cada
p € P, denote por (dﬂp(l))_1 : Verp(P) — g a inversa do isomorfismo
linear acima definido. Uma 1-forma w em P a valores em g Ad-pseudo
G-invariante satisfazendo:

-1
wp‘Verp(P) = (dlgp(l)) (27)
para todo p € P é chamada forma de conexao em P.

Se w é uma 1l-forma em P a valores em g satisfazendo (2.7) para todo
p € P entdo a distribui¢ao Hor(P) definida por:

Hor,(P) = Ker(wy), (2.8)

para todo p € P é horizontal.

Observa-se que se Il : P — M é um fibrado principal, entao a igualdade
(2.8) define uma correspondéncia biunivoca entre as conexdes Hor(P) em P
e as formas de conexao w em P.
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Lema 2.3.6. Sejam Il : P — M wum fibrado G-principal e s : U — P
uma se¢ao local lisa de P. Se w € uma 1-forma a valores em g definida em
U entdo existe uma unica 1-forma w Ad-pseudo G-invariante a valores em
g definida no fibrado principal P|y satisfazendo a condi¢ao (2.7) para todo
p € Ply com s*w = w. Além disso, w € lisa se e somente se w é C™.

Demonstracao. Nao é dificil ver que este lema vale no caso em que P = M xG
é o fibrado principal trivial e a se¢do local s igual a s' : M > x — (,1) € P.
De modo a provarmos o caso geral, considere o seguinte diagrama comutativo
(lembre-se de (2.2)):

UxG—2 o ply

N

A fungao (s é um isomorfismo do fibrado principal trivial U x G em P|y
cujo homomorfismo de grupos de Lie subjacente é a aplicacao identidade de
G. Dada uma 1-forma w a valores em g definida em P|y, pode-se facilmente
provar que w é Ad-pseudo G-invariante e satisfaz (2.7) para todo p € P|y
se e somente se Jiw ¢ Ad-pseudo G-invariante e satisfaz (2.7) para todo
p € U x G. Além disso, s*w = @ se e somente se (s1)*(Biw) = @. E, desse
modo, segue a tese. O

Se w é uma forma de conex@o em P e s: U — P é uma secao local lisa
entdo a l-forma lisa @ = s*w a valores em g definida em U é chamada de
representa¢io de w com respeito a segdo local lisa s. Assim, o Lema 2.3.6
mostra que uma forma de conexdo w em P|y é univocamente determinada
por sua representacao w em relagao a uma dada secao local lisa s : U — P.

Nota 2.3.7. Pode-se provar que existe uma correspondéncia um a um entre
o conjunto das conexdes principais em FRg,(E) e o conjunto das conexdes
generalizadas em E cujos operadores de derivada covariante sao uma conexao
linear. Para mais detalhes ver o Apéndice A.

2.4 Variedades Afins

Uma variedade afim é um par (M, V), onde M é uma variedade diferen-
ciavel e V uma conexao em M. Se M’ e M sao variedades afins, dizemos que
uma funcao lisa f : M’ — M é uma funcdao afim se (ﬁ :TM' — f*TM pre-
serva conexao. Ao longo deste trabalho, nos sera ttil os conceitos de tensor
de Christoffel e inner-torsion de uma variedade afim munida de G-estrutura
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(ver [18]). Para definirmos o tensor de Christoffel precisamos observar que,
se E é um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica Eg e s : U — FRg,(F) é
um Fjy-referencial local de E, podemos definir uma conexao 0° em E|y por:

oe = s(z)(dex(v)), (2.9)

para todos x € U, v € T, M, € € T'(E|y), onde € : U — Ey ¢é definido por
é(x) = s(x)"(e(x)), para todo x € U.

Definicao 2.4.1. Se V € uma conexdo em E entdo o tensor de Christoffel
de V com respeito ao referencial local liso s € a fungao C*°(M)-bilinear

I''T(TM|y) xT'(E|ly) — T'(E|y)
definida por I' =V — 0°.

Lembramos que a diferenca entre duas conexdes é, de fato, um tensor.
Identificamos o tensor de Christoffel I' com uma secao lisa do fibrado vetorial
Lin(TM|y, E|v; Elv); ou, mais explicitamente, I" é a segao local lisa tal que:

Ve =05e + Ty (v, e(x)), (2.10)

para todos z € U, v € T, M e todo € € I'(E|y). Paraz € U, v € T, M,
também definimos 'y (v) = Ty (v,-) € gl(E;), de modo que Iy, : T,M —
gl(E,) é uma fungao linear.

2.5 Inner torsion

Sejam, agora, EY um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica Fy munido
de uma conex@o V, G um subgrupo de Lie de GL(Ep) e P C FRg,(E)
uma G-estrutura em E. Para cada x € M, denotamos por G, C GL(E,)
o subgrupo de Lie formado por todos os isomorfismos que preservam G-
estrutura de E,, i.e., g € G, se e somente se g o p € P, para todo p € Py;
denotamos por g, C gl(F,) sua algebra de Lie.

Parax € M e p € P,, podemos definir o : GL(Ey) 5 g — p-g € FRg,(F)
e, entao,

I, :GL(Ey) > g— coLjoo ! € GL(E,).

Definimos Ad, : gl(Ep) — gl(E;) como a diferencial do isomorfismo de
grupos de Lie [, i.e.,
Ady, = (dIp)e,
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onde denotamos por e a identidade de GL(Ep). Assim, observando que
Ad(g) C g, fazemos de Ad,, : gl(Fy)/g — gl(E.)/g: a fungao induzida por
Ad, no quociente.

Lembramos que a conexao linear V é associada a uma tnica conexao
principal Hor(FRg,(E)) no fibrado GL(Ep)-principal FRg,(E) (ver Apén-
dice A); denotemos por w a forma de conexao desta conexao principal. Se-
jam s : U — P uma segao local lisa de P. Para x € U facamos p = s(z) e
w = s*w.

Definigcao 2.5.1. Definimos a inner torsion da G-estrutura P no ponto x
relativa a conexdo V como a aplicacio IE : T,M — gl(E,)/g. dada pela
composicao ilustrada no sequinte diagrama:

TxM Wy g[(E()) quociente m,,

9l(Ep)/g ol(Ez)/ 8z (2.11)

jp/

T

Nota 2.5.2. Se, para p € P, denotamos por L, a composi¢ao de W, com a
aplicacao quociente, seque das propriedades usuais de formas de conexao que,
dados p,q € Py, as aplicagoes L, e L, sao relacionadas por L, = rdg oLy,
onde g € G € tal que p = gog, e Ady : gl(Eo)/g — gl(Eo)/g € obtido a
partir de Ady : gl(Eg) — gl(Eo) pela passagem ao quociente. Disso seque
que ’JIP nao depende da escolha da se¢ao local s (para mais detalhes ver [18,
Segao 5)).

O Lema seguinte nos da uma maneira mais simples de calcularmos J2.

Lema 2.5.3. Sejam w : E — M wum fibrado vetorial com fibra tipica Ey,
G um subgrupo de Lie de GL(Ey) e P C FRg,(E) uma G-estrutura em
E; assumamos dada uma conexdo V em E. Se s : U — P € um Ey-
referencial local C* de E compativel com P entdo a inner torsion JL :
T.M — gl(E;)/8. da G-estrutura P no ponto x é dada pela composi¢ao do
tensor de Christoffel Ty : T, M — gl(E,) da conexdo V com respeito a s com
a funcgao quociente gl(E,) — gl(E)/gz-

Demonstra¢ao. Denotemos por w a forma de conexao associada a conexao
principal Hor (FREO (E)) e defina @ = s*w. Nao é complicado ver que I', =
Ad, o @, onde p = s(x). Assim, o resultado segue da comutatividade do
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seguinte diagrama:

jP

x

oM =5 al(Eo) = 0l(Eo) /g ——=> 0l(E:) /ga

T /
Ad
Iy J, : .
quociente

g[(Ex) —_—

2.6 Homogeneidade infinitesimal, local e global

Sejam (M, V) uma variedade afim n-dimensional, G um subgrupo de Lie
de GL(R™) e P C FR(T'M) uma G-estrutura em M. Denotemos por T e R
respectivamente a torcao e curvatura de V.

Denotemos por Ad, o isomorfismo linear de gl(T, M) /g, em gl(T,M)/g,
definido pela passagem ao quociente de Ad, : gl(7, M) — gl(T,,M), fungao
a qual definimos como a diferencial do isomorfismo de grupos de Lie I, :
GL(TyM)>T v+ coToo™ ! € GL(T,M) calculada na identidade (Ad, esta
bem definida, uma vez que Ad, leva g, em g,).

Definigao 2.6.1. Dizemos que a tripla (M,V,P) € uma variedade afim
com G-estrutura infinitesimalmente homogénea se para todos x,y € M, toda
fungao que preserva G-estrutura o : T, M — Ty M relaciona T, com Ty, R,
com Ry e jicom 35, i.e., Ty(o,0:) = 00Ty, Ry(o,0:) =coR(-,-)oo™!
ejgoJ:Adgojf.

E facil ver que a condi¢ao de homogeneidade infinitesimal significa cur-
vatura, torcao e inner torsion constantes com respeito a referenciais que
pertencem a considerada G-estrutura, i.e., o seguinte lema é valido:

Lema 2.6.2. Seja (M,V,P) uma variedade afim n-dimensional com G-
estrutura, onde G é um subgrupo de Lie de GL(R™). Entdao (M,V,P) é
finitesimalmente homogénea se e somente se existem funcdes multilineares
Ry € Ling(R™,R"), Tp € Liny(R™, R"™) e uma fungao linear J, : R" —
gl(R™)/g tais que:

p*Ry = Ry, p*T, = To,

o 2.12
Ad, 03, =3 op, (2.12)

para todos x € M ep € Py.
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Demonstra¢io. Assumamos a existéncia de Ry, Ty, J, tais que (2.12) vale
para todo x € M e todo p € P,. Sejam x,y € M e o : T, M — T, M uma
funcdo que preserva G-estrutura fixada. Escolha p € P, e defina ¢ = o o p,
de modo que ¢ € P,. Entao:

p*Ry = Ry =q¢"Ry = p*0" Ry,

e, assim, R, = 0*Ry, i.e., R, ¢ o-relacionado com R,. Similarmente, T} &

. . o AJ ~~ _~P A -~ _ ~P
o-relacionado com Tj. Além do mais, Ad, 0 Jy =T, op, Adgo Ty =T, oq
e, portanto:

jgoaopzjgoq:rdqojo:rdgordpojozrdgojfop,

provando Ad, o o 0. Reciprocamente, se (M, V, P) ¢ infinitesimal-
mente homogénea, escolha um z € M qualquer e um p € P, e defina:

Jr =Jy

Ry =p*R,, To=p"Ty, Jo = (rdp)_l o jf op.

Dados quaisquer y € M, ¢ € P, entao 0 = ¢ op~t : T,M — T,M é
uma fungao que preserva G-estrutura e, portanto, 0*Ry = Ry, 0*Ty =Ty e
Ad, 030 = ”5 oo. Entao:

¢*Ry,=p*0*R, =p*R, = Ry, T, =p*c*T, =p*T, = Tp;
além do mais:
A7dq°30 :rdqo(rdp)_lOjfop:rd00350p=35000p:Ci?ljoq.
O que conclui a demonstragao. O

Ao longo do trabalho nos referiremos coletivamente aos tensores T, Rg
e Jg como tensores caracteristicos da variedade afim infinitesimalmente ho-
mogénea com G-estrutura (M, V, P).

Nota 2.6.3. Obviamente, os tensores caracteristicos Ty, Rg e Jg sao invari-
antes pela a¢do de G. Isso implica no fato de que podemos induzir “versées”
dos tensores Ty, Ry, Jo em qualquer espago vetorial munido de G-estrutura.
Melhor dizendo, seja Z um espaco vetorial real n-dimensional com uma G-
estrutura Pz, i.e, uma drbita da ag¢ao a direita de G sobre FR(Z). Denote
por Gz C GL(Z) o grupo de Lie formado por todos os automorfismos de
Z que preservam G-estrutura e por gz C gl(Z) sua dlgebra de Lie. Dado
um p € Py qualquer, existe uma dnica tripla de tensores Ty : Z X Z — Z,
Ry : Zx7Z — gl(Z), 37 : Z — gl(Z)/gz que sao relacionados com Ty,
Ry, Jg por p. A G-invaridncia de Ty, Ro, Jo implica que Tz, Rz, Tz nao
dependem da escolha de p € Py.
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Dizemos que a tripla (M,V, P) é localmente homogénea se para todos
z,y € M e toda funcao que preserva G-estrutura o : T, M — Ty, M existem
uma vizinhanca aberta U C M de x, uma vizinhanca aberta V' C M de y
e um difeomorfismo C'*° afim que preserva G-estrutura f : U — V tal que
f(z) =y edfy, = 0. Se para todos =,y € M e toda fun¢ao que preserva
G-estrutura o : T, M — Ty, M existe um difeomorfismo C* afim que preserva
G-estrutura f : M — M tal que f(z) = y e df; = o dizemos que a tripla
(M,V,P) é (globalmente) homogénea.

Obviamente, toda variedade afim (localmente) homogénea com G-estru-
tura é também infinitesimalmente homogénea. Além disso, a seguinte pro-
posicao nos mostra que a reciproca também vale:

Proposicao 2.6.4. Seja (M,V, P) uma variedade afim infinitesimalmente
homogénea com G-estrutura. Entao (M,V, P) é localmente homogénea. Se,
além disso tivermos que (M, V) € geodesicamente completa e que M € (co-
nezxa e) simplesmente-conexa entiao (M,V,P) é (globalmente) homogénea.

Demonstragao. Ver [18, Proposicao 6.4]. O

2.7 Imersoes Afins e Congruéncia

Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional, M uma variedade
diferenciavel n-dimensional (7 = n + k) e E um fibrado vetorial sobre M
com fibra tipica R¥. Definamos E=TM®& E, de modo que E seja um
fibrado vetorial sobre M com fibra tipica R". Sejam V eV conexdes em E e
em T'M respectivamente. Por imersdo afim de (M, E, @) na variedade afim
(M, V) entendemos um par (f, L), onde f : M — M & uma funcio C™ e
L:E— f*T'M & um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva conexao
com:

Lalroa = dfy, (2.13)

para todo x € M, onde munimos f*T'M da conexdo f*V. Por uma imersdo
afim local de (M, E, V) em (M, V) entendemos uma imersdo afim (f, L) de
(U, E|y, V) em (M,V), onde U é um subconjunto aberto de M; chamamos
U de dominio da imersao afim local (f, L).

Fixemos G um subgrupo de Lie de GL(R™), P uma G-estrutura em E e
P uma G-estrutura em M. Uma imersio afim (local) (f, L) de (M, E, V) em
(M, V) ¢é dita preservar G-estrutura se o isomorfismos de fibrados vetoriais
L:E— f*TM preservar G-estrutura, i.e., se Ly op € Ff(x), para todo

a:EMetodopE]gx.
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Para imersoes afins que preservam G-estrutura existe uma maneira na-
tural de definir congruéncia. Sejam (f!, L') uma imersdo afim que preserva
G-estrutura de (M, E, V1) na variedade afim (M, V) e (f2, L%) uma imersio
afim que preserva G-estrutura de (M, E, %2) na mesma variedade. Dizemos,
entao, que (@1, fi,LY) é G-congruente a (@2, f?, L?) se existe um difeomor-
fismo afim que preserva G-estrutura o : M — M tal que:

fP=cofl e L?=4doolL.

2.8 Teorema Fundamental das Imersoes Afins

Nesta se¢ao apresentamos um teorema, a que chamaremos de Teorema
Fundamental das Imersoes Afins, de autoria de P. Piccione e D. V. Tausk.
Esse resultado foi por eles apresentado no artigo [18] (Teorema 7.4). Enun-
ciaremos aqui, também uma versao deste teorema ligeiramente modificada
para melhor atender aos propoésitos desta tese.

Considere no que se segue fixados os seguintes objetos: duas variedades
afins (M™,V) e (MWF}C,?), um fibrado vetorial E° sobre M, uma conexao
V% em E° e segoes lisas o, AY de TM* @ TM* @ E° e TM* ® (E°)* ®
T M respectivamente. Denotamos por T e R respectivamente os tensores de
torgao e curvatura de V, por T e R os tensores de torgao e curvatura de v,

e por RY o tensor de curvatura de E°.

Entendemos como solu¢ido do problema de imersao afim para V°, o e
A% dados um par (f, S) formado por uma imersao afim f : M — M e por um
isomorfismo de fibrado vetorial que preserva conexdo S : (E°, V%) — (E, V1)
tal que S(a®(-,-)) =a e A(-,S:) = A, onde E ¢ o fibrado normal para f, e
V=, a e A sdo invariantes da imersao afim, i.e., a conexao normal da imersao
f em E segunda forma fundamental da imersao f e forma de Weingarten da
imersdo f relativa a E. De modo mais geral, se f : U — M ¢é uma imersio
afim definida num aberto U de M, e S : E°|y — E|y ¢ um isomorfismo de
fibrado vetorial que preserva conexao tal que S(a®(-,-)) = a e A(-,S-) = A,
entdo o par (f,S) é chamado de solugao local do problema de imersao afim,
dados V°, a®, A%, com dominio U .

Consideremos o fibrado vetorial £ = TM & E° munido da conexdo V
cujas componentes sdo V, VY, a® e A%, Denotemos por 7'M : E — TM e
0 e . ~ .
7" . E — EY as projecoes associadas a esse fibrado.

Se (f,S) é uma solugdo do problema de imersdo afim, dados V°, o, A°,
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definimos um isomorfismo de fibrado vetorial L : F — f*T'M fazendo:
Liry =df :TM — f*TM, L|go=S:E°— f*TM. (2.14)

Assim, temos que o isomorfismo de fibrados L preserva conexao. Recipro-
camente, dados, uma funcédo lisa f : M — M e um isomorfismo de fibrado
que preserva conexao L : E — f*M tal que L|7p = df entdo, definindo
S = L|go, obtemos uma solugao (f,S) do problema de imersao afim, dados
VY, al, A9

Sejam G um subgrupo de Lie de GL(n + k), P uma G-estrutura em E
e P uma G-estrutura em M. Uma solugdo (f,S) (possivelmente local) do
problema de imersdo afim, dados V0, oY, A°, é dita preservar G-estrutura
se o isomorfismo de fibrados vetoriais L : E — f*TM definido em (2.14)
preserva G-estrutura, i.e., se Lyop € ?f(x), para todo x € M e todo p € ]395

Lembre-se que, como explicado na Nota 2.6.3, se (M, V, P) é uma varie-
dade infinitesimalmente homogénea entao todo espago vetorial real (n + k)-
dimensional Z munido de uma G-estrutura herda “versoes” Ty : Z x Z — Z,
Ry : ZxZ — gi(Z)eTJyz : Z — gl(Z)/gz dos tensores caracteristicos
To: R" x R" — R", Ry : R® x R® — gI(R") e Jp : R® — gl(R")/g de
(M1, ¥, P).

Sejam E um fibrado vetorial sobre uma variedade afim (M, V) e V¥ uma
conexao em F. No que se segue, denotaremos por V¥ a conexao induzida
por Ve VE em TM*@TM* ® EY, i.e., a conexdo tal que, para um secao S
de TM* @ TM* @ E° e vetores v, w,u € T, M, vale:

(V®S)$(U7w7u) = VE(S(VV; U)) - S(VUW7 u) - S(w7 VUU)v

onde W e U sao extensoes locais de w e u, respectivamente. Também por
V® denotaremos a conexao induzida por V e V¥ em TM* @ (E)* @ TM,
ou seja, aquela tal que, para um secio K de TM* @ (E°)* @ TM e vetores
v,w e T, M, e € E,, vale:

(VK)o (v, w,e) = Vy(K(W, E)) — K(V,W,e) — K(w, VJE)

onde W e E sao extensoes locais de w e e, respectivamente.

Isso posto, enunciamos o Teorema 7.4 de [18] de autoria de P. Piccione e
D. V. Tausk.
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Teorema 2.8.1. Assuma que (M,V,P) € infinitesimalmente homogénea
com tensores caracteristicos Ty, Ry e Jo, e que as igualdades sequintes sdo
satisfeitas para todos x € M, v,w,z € TyM e todo e € EV:

WTM(REw (v, w)u) = Ry (v, w)u + A2 (v, a2 (w, u))
— A%(w, a®(v,u)); (2.15)

T

WEO(REZ (v,w)e) = Rg(v,w) + ag(v, Ag(w, e))
— a2 (w, A%(v,e)); (2.16)
P (REI (v, w)u) = (VL) (v, w,u) — (V) (w, v, u)

+ 2Ty (v, w),u); (2.17)

WTM(EEZ (v,w)e) = (VEAY), (v, w,e) — (VO A),(w,v,e)
+ AT, (v, w),e); (2.18)

WTM(TEJC (v,w)) = Ty(v,w); (2.19)
7B (TEI (v,w)) = a2 (v,w) — a2 (w,v); (2.20)
35 (v) = 3 (v). (2.21)

Entdo, para todo xo € M, todo yo € M e toda aplicacio linear que preserva
G-estrutura oy : Emo — TyOM existe uma solugao local (f,S) que preserva G-
estrutura para o problema de imersdo afim, dados V°, a¥ e A°, cujo dominio
é uma vizinhanga aberta U de xo em M, com f(x9) = yo € 09 = Ly, onde
L € como descrito em (2.14). Além disso, se M é (coneza e) simplesmente-
conexa e (M, ﬁ) € geodesicamente completa entdo existe uma unica solugao
global (f,S) para o problema de imersio afim, dados V°, a® e A° tal que
f(zo) =yo e 00 = Ly,.

Nota 2.8.2. Dizemos que (M, Vo,ao,Ao,ﬁ) satisfaz as equagoes de com-
patibilidade para o problema de imersao afim em (W,ﬁ, P) se as hipdteses
(2.15) - (2.21) do teorema acima sao satisfeitas.

Apresentamos a seguir, a versao do teorema acima apresentado adaptada
ao caso de imersoes isométricas.
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Definicao 2.8.3. Suponha dados:

o uma variedade semi-riemanniana T-dimensional (M,g), com métrica
semi-riemanniana g de indice 7;

e uma variedade semi-riemanniana n-dimensional (M, g), com métrica
semi-riemanniana g de indice r;

o um fibrado vetorial E sobre M com fibra tipica R¥ munido de uma
estrutura semi-riemanniana g¥ de indice s, onde @ =n+k e = r+s;

e uma conexio VE em E compativel com g% ;
e uma segdo lisa a® de Liny(TM, E).

Por solugao do problema de imersao isométrica (semi-riemanniano) dados
VE ol g¥ entendemos um par (f,S), onde f : M — M ¢ uma imersdo
isométrica e S : (E,VF, gF) — (f+,V*, gt) € um isomorfismo de fibrados
vetoriais que preserva conexio e tal que S(a°(-,-)) = a, onde f+ denota o
complemento ortogonal de df (TM) em f*TM em relagido a g e g- denota a
restricio de g a f+. Como no caso afim, define-se o conceito de solucao local
para o problema de imersao isométrica substituindo-se M por um aberto U

de M.

Observamos que se (f,S) é uma solucao (local) do problema de imersao
isométrica, (M,g) e (M,g) sdo munidos das suas respectivas conexdes de

Levi-Civita V, V e se uma segdo lisa A° de TM* ® (E)* ® TM ¢ definida
pela igualdade:

gZ (@l (v, w)e) = —g(A%(e) -v,w), z€ M;v,we TyM;ec E, (2.22)

entdo (f,5) é também uma solucao (local) do problema de imersao afim,
dados V¥, a% e AY.

Consideremos agora o fibrado vetorial E = TM & E munido da estrutura
semi-riemanniana g cuja restricdo a TM e a F sao respectivamente g e g© e
tal que TM e E sejam ortogonais. Sejam G um subgrupo de Lie de OF(ﬁA),
P uma G-estrutura em E e P uma G-estrutura em M tal que P C FR°(E)
e P C FR°(TM).

Observe que, obviamente, se (f,S) é uma solugao que preserva G-estru-
tura para o problema de imersdo isométrica semi-riemanniano dados V¥,
a?, g¥, entdo o par (f, L), onde L é definida como em (2.14), é uma imersao
afim que preserva G-estrutura de (M, E, V) em (M, V).
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Teorema 2.8.4. Suponha dados elementos como na Definicao 2.8.3; denote
por V a conexao de Levi-Civita de (M, g) e por V a conezio de Levi-Civita
de (M,g). Considere o fibrado vetorial E=TM @® E munido da estrutura
semi-riemanniana §. Seja ¥V uma conexdo em E compativel com § cujas
componentes sao V, VE e a®. Sejam G um subgrupo de Lie de O7(m), p
uma G-estrutura em E e P uma G-estrutura em M tal que PcC FRO(A) e
P C FR®(TM). Assuma que (M,V,P) seja infinitesimalmente homogénea
e que para todos x € M, y € M e toda funcdo que preserva G-estrutura
o: Em — T M, as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(a) o relaciona a inner torsion de P com a inner torsion de P, i.e.:

Ad, 03P =37 0 0

<

(b) vale a equagao de Gauss:
9y [Ey(a(v),a(w))a(u),a(z)] = gx(R (v, w)u, z)
— g7 (af(w,u), 03 (v, 2)) + g7 (ag (v, u), aQ (w, 2)),
para todos w,v,w,z € T, M;

(c) wale a equagio de Codazzi:

9y [Ry(c(v),0(w))o(u),o(e)] = g5 (V). (v, w, u),e)
— gf((Wao)m(w,v,u), e),

para todos u,v,w € T, M e todo e € E,, onde V® denota a conexdo
induzida por V e V¥ em Ling(TM, E);

(d) vale a equagao de Ricci:
Gy [Ry(o(v),0(w))o(e),o(e)] = g5 (RE (v, w)e, )
+ 9z (ag(v)* e, ad(w)* - e) — gx(ag(w)* e,al(v)*- e),

para todos v,w € TyM e todos e, e’ € E,, onde RF denota o tensor de
curvatura de VE e, para v € T,M, (ag(v)*) € tal que

92 (02(v)" - e,w) = g7 (ol (v, w), ),

para todos w € T,M e e € E,.
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Entao, para todo xg € M, todo yo € M e para toda funcio que preserva
G-estrutura o : Exo — Tyoﬂ, existe uma solucao local que preserva G-
estrutura (f,S) do problema de imersao isométrica semi-riemanniano dados
VE, a° ¢F, cujo dominio é uma vizinhanga aberta U de xq, tal que f(xq) =

Yo €
00 = Afiug ® Sy : Erg = ToogM® Eyy — Ao (TugM) @ fi= = Ty M. (2.23)

Se M, além disso, for coneza e simplesmente-conexa e se (M,V) for ge-
odesicamente completa entdo existe uma unica solucao global que preserva
G-estrutura (f,S) do problema de imersao isométrica semi-riemanniano da-
dos VE, o, ¢F, satisfazendo as condigoes iniciais acima.

Demonstracao. De modo a provar este teorema observamos que nossas co-
nexoes sao todas compativeis com as métricas respectivas. Deste modo, os
tensores de torgao sao todos nulos (Tﬁx =0eT, =0, para todo x € M).
Observe que temos assumido ag simétrico e tal que a® = g(A°-,-). E facil
ver que as equagoes (2.19) e (2.20) sdo automaticamente satisfeitas e que as
equagoes (2.17) e (2.18) s@o equivalentes. Observamos também que (a) e a
equacio (2.21) sdo equivalentes; de fato, 3% : R" — gl(R"™)/g ¢ definido para
pE ?y pelas seguinte equagao:

AdpojozﬁyPOp.

Por outro lado, jﬁz By — g[(Ex)/gx ¢ definida para p € P, por:

p=Ad;o03°.

(Rl
=)

E o
Assim (2.21) implica em:

= Ad- o0 3°.

8 )
(=]

J o

)
)

B, °

Para todos p € ﬁy epeE ]396 vemos que existe uma o : Ex — Tyﬂ, que
preserva G-estrutura, tal que o o p = p. Temos, entao, que:

3P oo lop=1Ad 3% =Ad, 10Ad,03° =Ad, 103 op

o—1lop ©
o que facilmente implica (a). Céalculos semelhantes aos ja feitos para a inner
torsion mostram que, para o : E, — T, M, uma funcao que preserva G-
estrutura, temos:
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Entao, vemos facilmente que a equacao (2.15) implica (b), (2.17) implica (c)
e (2.16) implica (d). Desse modo, vemos que o Teorema 2.8.4 resulta de
mera aplicagao do Teorema 2.8.1. O

Nota 2.8.5. Dizemos que (M, g,a°, 13) satisfaz as equagoes de compatibili-

dade para o problema de imersao isométrica em (Mn,ﬁ, P) se as hipoteses
(a) — (d) do Teorema 2.8.4 sao satisfeitas.

A seguinte proposicao, de [18], nos d& informagoes acerca da unicidade
de solugoes do problema de imersao isométrica semi-riemanniano.

Proposicao 2.8.6. Assuma que M ¢ conexo. Se (f',S%) e (f2,S?) sio am-
bas solugoes que preservam G-estrutura do problema de imersao isométrica
semi-riemanniano dados VE, a0, g¥ e e existe xy € M tal que:

fHxo) = f2(xo),  df(xo) = df*(z0), Sy = Says
entio (f1,SY) = (f?,5?).
Demonstragao. Ver [18, Proposicao 7.1]. O

Concluimos a se¢do com um lema sobre congruéncia que serd por nos
utilizado, mais a frente, no capitulo referente ao grupo Heisenberg-Lorentz.

Suponha dados elementos como na Defini¢ao 2.8.3. Considere o fibrado
vetorial E = TM @ E munido da estrutura semi-riemanniana g. Sejam G
um subgrupo de Oz(n), P uma G-estrutura em E e P uma G-estrutura em
M tal que P C FRO(E) e P C FRO(TM).

Chamaremos, no que se segue, uma solugao que preserva G-estrutura
(f,S) do problema de imersdo isométrica semi-riemanniano dados V¥, a?,
g%, simplesmente, de uma imersdo isométrica que preserva G-estrutura (f, S)

dados V¥, a0, gF

Uma imersdo isométrica que preserva G-estrutura (f!,S!) dados Vf ,
al, gF sera dita G- congruente a imersao isométrica que preserva G-estrutura
( f2 S?) dados V¥, a2, g¥, se existir uma isometria que preserva G-estrutura

: M — M, tal que:

fP=0cofl ¢ S8?=xdoos.

Entao, para tais imersoes, teremos o seguinte lema:
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Lema 2.8.7. Assuma que M seja conera e M globalmente homogénea.
Se (fY,SY) e (f?,8%) sio ambas imersées isométricas que preservam G-
estrutura dados V¥, a°, g%, entdo (f',S') e (f?,S?) sio G-congruentes.

Demonstragio. Dado xg € M, considere y; = fl(zg) e yo = f%(20). A
fungdo linear o9 : Ty, M — T,,M, dada por o9 = L2 o (LL)™' ¢ um
isomorfismo que preserva G-estrutura. Uma vez que M é globalmente ho-
mogénea, existe uma isometria que preserva G-estrutura o : M — M tal que
o(y1) = y2 e doy, = 0. Considere o par (f, §)7 onde

f=oofl e §:da|TMleoSl.

Provaremos que ( 1, §) ¢ uma imersdo isométrica que preserva G-estrutura
dados ~VE ,aY, g, Claramente, a segunda forma fundamental o/ de f é dada

por af = dO"TMLl o afl, onde of' & a segunda forma fundamental de f1.
f

Devido ao fato de o : M — M ser uma isometria, temos que S:E— TM;JC1

¢ uma isometria de fibrados vetoriais. Como S! preserva conexao e segunda
forma fundamental, temos:

S(a(X,Y)) = da]TMfll(a(X,Y)):dU\TMﬁ(afl(X,Y))

- J(XY)

§(VJ)E(€) = dO'|TMfﬁ (Sl (V%e)) = dU‘TMfﬁ (vflxsl(ﬁ))
= vi_oleg(E%

para todos X,Y € T'(TM) e todo € € T'(E), onde V(Jy_ofl denota a conexao
normal em T'M ij e Finalmente, a funcao L:E— TM, dada por L=d f P

S, &€ um isomorfismo que preserva G-estrutura, pois pode ser escrita como
composicao dg isomorfismos que preservam G-estrutura. Desta maneira,
(f2,8%) e ( f,S ) s@o ambas imersoes isométricas que preservam G-estrutura
dados V¥, o, ¢g¥. Por construcio, facilmente observamos que:

FAxo) = f(zo), df2 =dfs, e S2 =S

Entdo, pela Proposicao 2.8.6, concluimos que f? = f e 5? = 5, ie., f2 =
gofleS8?=dooS!, como desejado. O



Capitulo 3

Imersoes Isométricas Classicas

O intuito deste capitulo é reobter, a partir do Teorema 2.8.4, os teoremas
classicos de imersao isométrica, i.e, o teorema de imersao isométrica em
formas espaciais semi-riemannianas (uma extensao do Teorema 1.4.1 ao caso
semi-riemanniano), o conhecido resultado de imersao isométrica em formas
espaciais complexas, e os teoremas de imersao apresentados em [5] e [6],
que tratam de imersoes isométricas nas estruturas geométricas riemannianas
tridimensionais com grupo de isometria de quatro dimensdes ($2 xR, H2 xR,
SL(R2) e Nil*).

Para isso, definimos, em cada caso, uma tripla (M, V, P) formada pela
variedade, conexao e G-estrutura em questao. A seguir, calculando a inner
torsion & tripla correspondente, provamos a homogeneidade do ambiente de
imersao, e desse modo, usando para isso o Teorema 2.8.4, enunciamos e
demonstramos os ja mencionados teoremas de imersao isométrica.

3.1 Imersoes em Formas Espaciais

O estudo de formas espaciais semi-riemannianas, no formalismo proposto
pelo Teorema 2.8.4, resume-se na andalise do fibrado de referenciais ortonor-
mais de um dado fibrado vetorial. Sejam, assim, II : £ — M um fibrado
vetorial com fibra tipica Ey munido de uma estrutura semi-riemanniana g de
indice 7 e (-, -) g, um produto interno indefinido de indice r em Ejp, ¢ defina
P =FRY, (F), uma G-estrutura em E com G = O(Ep).

Se V é uma conexao em FE, calculemos a inner torsion de P com respeito
a V.

44
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3.1.1 Inner Torsion

Seja z um ponto de M fixado. A inner torsion JZ é uma funcio linear de
T, M no espago quociente gl(E,)/g,. Nao é dificil ver que G, é o grupo das
isometrias lineares de E, (em relagao a g,) e que g, é a algebra de Lie dos
endomorfismos lineares de F, anti-simétricas (com respeito a métrica g).
Identificamos gl(E;)/g, com o espago sym(E,) de todos os endomorfismos
de E, que sao simétricos (na métrica g,) via:

0l(Es) /82 5 T + g ¥ 5(T + T7) € sym(Ey), (3.1)

onde T* : E, — E, denota, aqui, a transposta de T' com relacao a g, i.e., o
tnico endomorfismo linear de E, tal que:

92 (T(e),€) = g (e, T*(¢)),

para todos e,e’ € E,. Deste modo, a inner torsion 35 se identifica com
uma funcdo linear de T, M em sym(E,). Sejam s : U — P uma segao
local lisa com o € U e e, e’ pontos fixados de E,; considere as se¢oes locais
€,¢ : U — FE definidas por:

e(y) = (s(y) o s(x) ™) -e, (3.2)

para todo y € U. Uma vez que as representacoes de € e € com respeito a s
sao constantes, temos:

Vee =056+ Tx(v) - €(x)

Ty(v)-e(x), (3.3)
Ve =05 + Ty (v) - € (x) :

L. (v) - € (),

para todo v € T, M (lembrar equagao (2.10)). Como s é uma segao local de
FRE, (E), segue que:

9y (f(y)v 6,(y)) = <3(5U)_1 g S(x)_l ) €,>E07

para todo y € U, de modo que a fungao g(e,€') a valores reais é constante.
Assim:

0= 'U(g(e, 5,)> = (Vug)(e, 5,) + 92 (Voe, e/) + gz (e, Vve,)
= (Vu9)(e, ) + gz (Fx(v) e, e’) + g (e, (v)- e'),

para todo v € T, M. Entao:

92 [(Pa(v) + T(v)) - e,€'] = =(Vug)(e,€)
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e (Lema 2.5.3 e (3.1)):

Iz (’Jf(v)7 ) = %g:c [(Fx(v) + Fx(v)*)7 ] = _%vuga

para todos z € M, v € T, M. Identificando V,g : E, X E, — R com um
endomorfismo linear de F,, obtemos:

35(1}) = —%va.

Desse modo, a inner torsion de P ¢ fundamentalmente a derivada covariante
da estrutura semi-riemanniana g. Em particular, 3 = 0 se e somente se

Vg =0, i.e., se V for compativel com a estrutura semi-riemanniana g.

3.1.2 Homogeneidade

A respeito de O, (R™)-estruturas temos a seguinte proposigao:

Proposicao 3.1.1. Seja (M, g) uma variedade n-dimensional semi-rieman-
niana com métrica g de indice v com curvalura seccional constante c € R e
com conexdo de Levi-Civita V. Se P =FR°(TM) € a O,(R")-estrutura em
M formada por todos os referenciais ortonormais de T M, entao, (M,V, P)
€ infinitesimalmente homogénea.

Demonstracao. De fato, uma vez que V é simétrica e compativel com a
métrica temos J¥ = 0, T = 0. Por outro lado, como M tem curvatura
seccional constante ¢, a férmula

Ry (v, w)u = (g (w, u)v — gz (v, w)w), Ve e M eVv,w,u € T,M

nos mostra que o tensor de curvatura R é constante em referenciais que per-
tencem a G-estrutura (o tensor de curvatura R pode ser expresso utilizando
apenas a G-estrutura P, que pode ser identificada a métrica g). Nesse caso,
as fungoes multilineares Ry, Ty, J, a que faz referéncia o Lema 2.6.2 sao
dadas por Ty = 0, J, = 0 e:

Ry :R" xR" x R" 3 (v,w,u) — (w,uyv — (v,uyw € R",

onde (-,-) denota a métrica de Minkowski de indice r em R". O

3.1.3 Teorema de Imersao Isométrica

Teorema 3.1.2. Suponha dados:
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o uma variedade semi-riemanniana M de dimensdo n, métrica g de in-
dice 7, conexdo de Levi-Civita V e curvatura seccional constante ¢ € R;

o uma variedade semi-riemanniana n-dimensional M com métrica g de
indice r e conexdo de Levi-Civita V;

o um fibrado vetorial E sobre M com fibra tipica R¥ munido de wma
estrutura semi-riemanniana g© de indice s, onde @ =n+k eT =r+s;

e uma conexio VE em E compativel com g% ;
e uma segdo lisa a° de Lin§(TM, E).

Considere o fibrado vetorial E = TM & E munido da estrutura semi-rieman-
niana § dada pela soma ortonormal das métricas g e g¥. Assuma que, para
todo x € M, as sequintes condigdes sejam satisfeitas:

(i) vale a equagao de Gauss:

9o (Re (v, w)u, 2) = c(go (W, u)ga(v, 2) — g0(v, u)go(w, 2))
+ g5 (af(w,u), a3(v, 2)) — g7 (ag(v,u), af(w, 2)),
para todos w,v,w,z € T, M;
(ii) vale a equagao de Codazzi:
gf((V@aO)m(v,w,u), e) — gf((V@aO)m(w,v,u), e) =0,
para todos u,v,w € Tp,M e todo e € E,, onde V® denota a conexdo
induzida por V e VE em Ling(TM, E);

(#i) vale a equagao de Ricci:

gF (RE (v, w)e, ¢')
+ 92 (00(v) - e, 0l (w)" - ¢') — g (g (w) - e, 00 (0)" - ¢') =0,

para todos v,w € TyM e todos e, e’ € E,, onde RF denota o tensor de
curvatura de VF.

Entao, para todo o € M, todo yo € M e para toda isometria linear og :
EEO — Tyoﬂ existe uma solugao local (f,S) do problema de imersao isomé-
trica semi-riemanniano cujo dominio € um aberto U de xq tal que f(xo) = yo
e (2.23) valem. Se M, além disso, for conexa e simplesmente-conera e se
(M, V) for geodesicamente completa entdo existe uma tnica solugdo global
(f,S) do problema de imersdo isométrica semi-riemanniano dados V¥, P,
g%, satisfazendo as condigoes iniciais acima.
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Demonstragio. Defina em M, a G-estrutura P = FR°(TM) com
O7(R™). Do exposto na Subsegao 3.1.2 conclulmos que (M,V,P) & 1nﬁ—
nitesimalmente homogénea.

Con51dere em Ea CONEXao v compativel com g com componentes V, V¥

, e defina P = FR°(FE ) Como as conexdes V e V sdo compativeis com

as estruturas semi-riemannianas § e g, respectivamente, temos que 3 =0 e
3% = 0. Assim, a hipotese (a) do Teorema 2.8.4 ¢ automaticamente satisfeita.
Por (1.3), o lado esquerdo da equagao de Gauss assume a seguinte forma:

C(gz (w7 u)gx (v7 Z) - gx(’U, u)gx(wv Z))

e os lados esquerdos das equagoes de Codazzi e Ricci se anulam. Assim,
mera aplicagdo do Teorema 2.8.4 conclui a demonstragao. O

3.2 Imersoes em Formas Espaciais Complexas

Seja V um espaco vetorial real munido de uma estrutura complexa J. A
estrutura compleza canonica Jy de R*™ é definida por:

J()(LL’,y) = (_ya l‘),

para todos x,y € R™. Se Vj, V sao espagos vetoriais reais de mesma dimensao
com estruturas complexas Jy e J, respectivamente entao o conjunto:

FRY, (V) = {pE FRy, (V) :pody = Jop}

é uma GL(Vp, Jy)-estrutura no espago vetorial V' modelada sobre Vj, onde
denotamos por GL(Vp, Jy) o subgrupo de GL(Vp) formado por todas os iso-
morfismos lineares de Vy que comutam com Jy. Um elemento p de FRy, (V)
é dito ser um referencial complexo de V. Notamos aqui que, quando tratar-
mos de Vj igual a R?"® munido da estrutura complexa canénica, escreveremos
apenas FRY(V') ao invés de FRY, (V).

Nota 3.2.1. Observamos, também, que, se P é uma GL(Vy, Jo)-estrutura
no espago vetorial V entdo existe uma unica estrutura complexa J em V tal

que P =FR{, (V).

Seja (-,-)y um produto interno positivo definido ou indefinido em V.
Assuma que J é anti-simétrico em relagao a (-, )y, i.e.:

(J(v),w)y + (v, J(w))y =0,
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para todos v,w € V. O grupo unitdirio de V com relagdo a J e (-,-)y ¢é
definido por:

onde denotamos por O(V, (-, -)y’) o grupo ortogonal de V. Escrevemos tam-
bém U(V) quando J e (-,-)y estdo fixados pelo contexto. Se R?" é munido
da estrutura complexa candnica Jy e do produto interno indefinido:

n—r

((2,9), (@) = D (i} + yiyi)
i=1

- Y (wai+yy), wydy €RY(34)

i=n—r+1
de indice 27 entdao denotamos o grupo unitario U(R?", Jy, (-, -)) por U, (R?").

Dados dois espagos vetoriais reais 1, V' de mesma dimensao, e munidos
respectivamente dos produtos internos indefinidos (-, -)v;, (-, )y de mesmo
indice, e estruturas complexas Jy : Vo — Vg, J : V — V anti-simétricas em
relagao a (-, )y, (-, -)v respectivamente, definimos:

FRY, (V) = {p € FRY, (V) : po Jo = J o p}.
O conjunto FRy, (V') é uma U(Vp, Jo, (-, -)v, )-estrutura no espago vetorial V.

Nota 3.2.2. Observamos que, reciprocamente, se P é uma U(Vp, Jo, (-, )v,)-
estrutura no espago vetorial V' entdo existe um unico produto interno indefi-
nido (-,-)y em V e uma unica estrutura complexa J : V — V anti-simétrica
com respeito a (-,-)y tal que P = FRY, (V). Quando Vo é R** munido da es-
trutura complexa canénica e do produto interno indefinido (3.4) escrevemos
simplesmente FR"(V) ao invés de FRy, (V).

Fixado Il : E — M, um fibrado vetorial com fibra tipica Fy, se Jy é uma
estrutura complexa em Ejy entdo o conjunto:

c def c
FRS, (B) < | FRS, (E)
zeM

de todos os referenciais complexos de E é uma GL(Ey, Jy)-estrutura no fi-
brado vetorial F.

Se g é uma estrutura semi-riemanniana em E de indice r, (-, )g, ¢ um
produto interno indefinido em Fy com indice 7, Jy é anti-simétrico em relagao
a (-, )g, € Jp € anti-simétrico com respeito a g, para todo x € M entao:

u def o c
FRY, (E) < FRY, (E) N FRY, (B)
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é uma U(Ep)-estrutura em E.

Imersdes em formas espaciais complexas correspondem, no formalismo
proposto pelo Teorema 2.8.4, justamente & analise do fibrado de referenciais
FRY, (E) acima descrito.

Sejam Il : £ — M um fibrado vetorial com fibra tipica Ey, J uma
estrutura quase complexa em F, g uma estrutura semi-riemanniana em F,
Jo uma estrutura complexa em Ej e (-,-)g, um produto interno indefinido
em Ejy. Assuma J, anti-simétrico em relacdo a g, para todos x € M, Jy
anti-simétrico com respeito a (-,-)g, € g, com o mesmo indice que (-,-) g,
para todo z € M. Entao o conjunto P = FR}, (E) é uma G-estrutura em £

com G = U(Ep). Sendo V é uma conexao em E, calculemos a inner torsion
~P
Jh.

3.2.1 Inner Torsion

Seja x € M fixado. Temos que G, = U(E,) e que g, é a algebra de
Lie das funcoes lineares T' : £, — E, tais que T o J, = J, o T, com T
anti-simétrico em relacao a ¢g,. Temos um isomorfismo linear:

ol(Ey)/8z — sym(E;) @ ma(Ema Jz)
T+gs— (3(T+T%), 3T —T% 1)),
onde [T—T*, J,] = (T—T*)oJ,—Jyo(T—T*) e Liny(E,, J;) denota o espago
das fungoes lineares T : B, — FE, que sdo anti-simétricas com respeito a g,

e taisque ToJ, + Jy 0T = 0. Seja s : U — P uma secao local lisa com
x € U. Como apresentado na Subsecao 3.1.1, temos:

%(Fx(v) + Fx(v)*) - _%vvgv

para todo v € T, M.

Seja e € E, fixado e defina uma segao local € : U — E como em (3.2).
Entao €(x) = e e a representagao de € em relagdo a s é constante; além
do mais, como s toma valores em FR%, (E), a representacio de J(e) com
respeito a s também é constante. Entao:

Vee =Ty(v,e), Vyu(J(€)) =Tu(v, Ju(e)),

Vo (J(6)) = (Vu)(€) + Jo(Vie),
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para todo v € T, M. Obtemos portanto:
[p(v)ody =Vyd + Jyoly(v).

Assim, temos:

[T2(v), Ju] = Vo J,
para todo v € T; M. Desse modo:

[Fw(v) - Px(v)*a J:v] = VUJ - [vvg7 Jz]

(Sl

Portanto:

3P w) = (= LiV,9,Vod — Vg, Ja)),

para todo x € M e todo v € T, M. Em particular, 3¥ = 0 se e somente se
V é compativel com g e J é paralelo.

3.2.2 Homogeneidade

Seja (M, g, J) uma variedade semi-Kéahler. Dizemos que (M, g,J) tem
curvatura holomorfa constante ¢ € R se:

Gu [Rx (Ua J(”))U? JU] = —cga(v, U>27

para todo € M e todo v € T,M. E simples ver que se (M,g,J) tem
curvatura holomorfa constante ¢ entao o tensor de curvatura R é dado por:

Ry(v,w)u = =% [ga(v, w)w — go(w, w)v — gz (v, Jp(u)) Jp(w)
+ 9o (w, Jo(u)) Jo(v) = 25 (v, Jo(w)) Ju(u)], (3.5)

para todo z € M e todos v,w,u € T,M. Se (M,g,J) é uma variedade
semi-Kéhler com curvatura holomorfa constante e se P = FR"(T'M) entao
(M,V,P) ¢ infinitesimalmente homogénea. De fato, a inner torsion J7,
e a tor¢ao sao nulas e a formula (3.5) nos mostra que R é constante em
referenciais que pertencem a P.
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3.2.3 Teorema de Imersao Isométrica

Teorema 3.2.3. Suponha dados:

o uma variedade semi-Kdhler M de dimensao n, métrica g de indice 7,
conexao de Levi-Civita V, estrutura complexa J e curvatura holomorfa
constante c € R;

e uma variedade semi-riemanniana quase complexa n-dimensional M
com métrica g de indice r, conexdo de Levi-Civita V e estrutura com-
pleza J;

o um fibrado vetorial E sobre M com fibra tipica R¥ munido de uma
estrutura semi-riemanniana g© de indice s, onde @ =n+k eT =r+s;

e uma conexio VE em E compativel com g% ;
o JP uma estrutura quase compleza em E;
e uma segio lisa a° de Liny(TM, E).

Considere o fibrado vetorial E = TM & E munido da estrutura semi-rieman-
niana § dada pela soma ortonormal das métricas g e g¥. Assuma que, para
todo x € M, as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(i) vale que:

— J € paralelo com respeito a V, i.e., (M,g,J) é Kahler;

— J¥ ¢ paralelo com respeito a VF;

— oY € C-bilinear, i.c., a2(Jy-,-) = al(-, Jp) = JF¥ 0, para todo
reM.

(ii) vale a equagao de Gauss:

gI(R (v, w) ) = fg[gx(v, ) gz (w, 2) — gz (w,u) gz (v, 2)
_gx(v J ) :c(J:c(w aZ) +gx(wa<]x(u))goc(<]x v),z)
- 291(”7J:c(w)) I(Jx(u)vz)] +gf(a2 wvu)vag

(

para todos w,v,w,z € T, M;
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(iii) vale a equagao de Codazzi:
g ((V2a), (v, w,u), ) — gZ (VPa?),(w, v, u), e) =0,

para todos u,v,w € Tp,M e todo e € E,, onde V® denota a conexdo
induzida por V e VE em Ling(TM, E);

(iv) wvale a equagao de Ricci:

9% (RE (v, w)e, €')
0

+ g (ad(v)* e, 0Q(w)* - ) — gu (e (w)* - e,ad (v)* - €') =0,

para todos v, w € TyM e todos e, e’ € E,, onde RF denota o tensor de
curvatura de VE.

Entdo, para todo xo € M, todo yo € M e para toda isometria C-linear
00 : Eyy — TyM (i.e., Jy, 000 = 0¢o0 Juo) existe uma solugio local (f,S)
do problema de imersao isométrica semi-riemanniano cujo dominio € uma
vizinhanga aberta U de xy com f(xg) = yo, tal que (2.23) vale e df, & S, :
Ew — Tf(x)ﬂ € C-linear, para todo x € U. Se M, além disso, for conexa e
stmplesmente-conezra e se (M, V) for geodesicamente completa entdo existe
uma tnica solugao global (f,S) do problema de imersao isométrica semi-
riemanniano dados VE, a0, gF, satisfazendo as condicoes iniciais acima.

Demonstracio. Assuma M munida de uma estrutura quase complexa J tal
que (M, g, J) seja uma variedade semi-Kihler com curvatura holomorfa cons-
tante ¢ € R. Defina P = FR*(TM) e G = Uz(R"), de modo que P seja uma
G-estrutura em M e (M, V, P) seja infinitesimalmente homogénea.

Considere V a conexio em F compativel com g cujas componentes sao V,
VE e . Defina uma estrutura quase complexa J em E fazendo jm(v, e) =
(Jz(v),Jf(e)), para todos x € M, v e T,M, e € E,. Comox € M, J, e
Jf sao anti-simétricos com respeito a g, € gf , respectivamente, :f; torna-se
anti-simétrico em relacao a §. Faca P= FR“(E), de modo a tornar P uma
G-estrutura em E.

Uma vez que a conexdo V é compativel com a estrutura semi-riemanniana
g e J & paralelo temos J° = 0. Assim, a hipotese (a) do Teorema 2.8.4 se
equivale ao paralelismo de J com respeito a V. Um simples calculo nos
mostra que J é paralelo com respeito a V se e somente se as seguintes
condigOes sao satisfeitas:

e J & paralelo com respeito a V, i.e., (M,g,J) é Kéhler;
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e JE & paralelo com respeito a VZ;
0 & Cbili ~ 0(7 . 3= n0(. 7.3 — JEonO
e o’ é C-bilinear, i.e., ay(Jy, ) = ai(+, Jp+) = J oa’, paratodo z € M.

A partir de (3.5) concluimos que o lado esquerdo da equagao de Gauss torna-
se:

-3 [gx(’u, u) gz (w, 2) — gu(w, u)gz(v, 2) — gu (v, Jx(“))gx (Jr(w)a Z)
+ 9z (U% Jx(u))gx(Jx(U)7 Z) — 20z (Ua Jw(w))gm (Jm(u)7 Z)] )

e os lados esquerdos das equagoes de Codazzi e Ricci se anulam. Assim,
nesse caso, a aplicagao do Teorema 2.8.4 nos dé o teorema fundamental para
imersao isométrica de variedades Kéhler. O

3.3 O(Ey; eg)-Estruturas e Variedades Tridimensio-
nais Homogéneas

Sejam Vp, V espagos vetoriais de dimensao finita de mesma dimensao e
mesmo corpo de escalares; sejam Wy um subespago de Vp e W um subes-
paco de V tal que Wy e W tenham a mesma dimensdo. Um Vj-referencial
p € FRy, (V) de V é dito adaptado a (Wy, W) se p(Wy) = W. O con-
junto FRy, (V; Wy, W) formado por todos os Vp-referenciais de V' adaptados
a (Wy, W) é uma GL(Vp; Wy)-estrutura no espago vetorial V' modelada sobre
Vo, onde GL(Vp; Wy) denota o subgrupo de GL(V}) formado pelos isomorfis-
mos lineares T': Vy — Vj tais que T'(Wy) = W.

Se Vp e V sao munidos de produtos internos positivo definidos ou indefi-
nidos, definimos:

FR{, (V; Wo, W) = FRy, (V; Wo, W) N FRY, (V),
O(Vo; Wo) = GL(Vo; Wo) N O(Vo).

Se FRY, (V; Wo, W) é nao-vazio entao é uma O(Vp; Wp)-estrutura no espago
vetorial V' modelada sobre V.

Sejam II : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica Ey e € € T'(E)
uma segao lisa de F com €(z) # 0, para todo x € M. Se eg € Ey é um vetor
nao nulo entao o conjunto:

def

FRp,(E;eo,€) = | FRe, (B eo, €(x))

zeM
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de todos os Ey-referenciais do fibrado vetorial E que sao adaptados a (eq, €)
¢ uma GL(Ejp; ep)-estrutura no fibrado vetorial E. Se g uma estrutura semi-
riemanniana em F e se um produto interno indefinido em Ej é fixado entédo

0 conjunto:
def

FRE, (E;e0,€) = FRE, (E;e0,€) NFRE, (E)
¢ uma O(Ep; eg)-estrutura no fibrado vetorial E se FRY, (Ey;eo, e(z)) # 0
para todo x € M.

Imersoes nas estruturas geométricas riemannianas tridimensionais com
grupo de isometria de quatro dimensdes ($2 x R, H? x R, SL(R2) e Nil®),
como apresentadas em [5] e [6] correspondem, no formalismo proposto pelo
Teorema 2.8.4, justamente & andlise dos referenciais de FR; (E’; €o, e) que
preservam orientacao.

3.3.1 O(Ep; ep)-Estruturas - Inner Torsion

Seja Il : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica Ey e € € T'(E)
uma se¢ao lisa de E com e(x) # 0, para todo x € M. Se ¢y € Ep é um
vetor nao nulo entdo P = FRp,(E;ep,€) ¢ uma G-estrutura em F com
G = GL(FEp;ep). Seja V uma conexiio em E. Calculemos J°. Fixe z € M.
Entao G, = GL (Ex; e(x)) e g, € a algebra de Lie dos endomorfismos lineares
T : E, — E, tais que T'(e(z)) = 0. Identificamos o quociente gl(E;)/g, com
FE, via:

g[(E:c)/gz ST + gy — T(E(Hf)) € k.

Seja s : U — P uma secdo local lisa com x € U. Entao J% identifica-se com
a fungao linear de T, M em E,. Ja que s toma valores em FRp,(E;ep,€),
temos:

€(y) = s(y) - eo,
de modo que a representacao de € com respeito a s é constante e:

Voe = [y (v) - e(2), (3.6)

para todo v € T, M. Entao:

para todo v € T, M e:
3 = (Ve)(x),

para todo € M. Em particular, J¥ = 0 se ¢ somente se a secdo € é
paralela. Assuma agora que g é uma estrutura semi-riemanniana em F,
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() B, € um produto interno indefinido em Ey e que FRY;, (Ex; eo, e(:c)) # 0,
para todo z € M. Entao P = FRY, (E;ep, €) é uma G-estrutura em E com
G = O(Ep; eg). Calculemos 3°. Seja x € M fixado. Entdo G, = O(Ex; e(:];))
e g, ¢ a algebra de Lie dos endomorfismos anti-simétricos 17" de E, tais que
T(e(x)) = 0. Temos o seguinte isomorfismo linear:

gl(E,)/g. 2T + gp — (%(T +T77), %(T —-T")- e(:n)) esym(E;) ® e(:n)L

onde €(z)* denota o kernel de g, (e(x),). Seja s : U — P uma se¢do local
lisa com x € U. Como apresentado na Subsecao 3.1.1, temos:

%(Fz(v) + Fx(v)*) = _%Vv.%
de modo que:
2(C2(v) = Tp(v)*) =T4(v) + 3V,
para todo v € T, M. Além do mais, (3.6) vale. Entao:

$(T2(v) = T2(v)*) - e(x) = Vye + 3(Vog) (e(2)).

Portanto:

32 (0) = (= 4V0g, Voe + 3 (Vug) (e(2)) ). (3.7)

para todos € M, v € T, M. Em particular, 3 = 0 se e somente se V ¢é
compativel com g e e é paralelo.

3.3.2  O(Ep; e9)-Estruturas - Homogeneidade

Seja (M, g) uma variedade semi-riemanniana n-dimensional onde g tem
indice r e seja £ € T'(T'M) um campo vetorial liso M com g, (£(z), &(z)) = 1,
para todo € M. Considere em R"™ a forma bilinear de Minkowski (-, -) de
indice r; denote por e, . .., e, a base candnica de R"”. Assuma a existéncia de
uma funcao trilinear Ry : R” X R™ x R™ — RR" e de uma linear Ly : R® — R"
tais que para todo x € M e toda isometria linear p : R"™ — T, M com
p(e1) = &(x), as seguintes condigoes valem:

(a) Ro é p-relacionado a Ry;
(b) poLo= (V&) op.

Defina P = FR°(T'M;e1,§), de modo que P seja uma G-estrutura em M
com G = O(R"™;e;). Entao (M,V, P) é infinitesimalmente homogénea. De
fato, isso segue do Lema 2.6.2, quando se tem em mente que, como V é
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compativel com g, a inner torsion J° pode ser identificada com V¢, E
interessante também considerarmos o caso onde M é orientada e (a) e (b)
acima valem apenas para as isometrias lineares que preservam orientagao
p: R" — T M com p(e;) = &£(z). Nesse caso, considera-se o aberto de P
formado pelos referenciais que preservam orientagdo, o qual é um fibrado

principal com grupo estrutural:

def
SO(R™;e1) = {T € O(R"; 1) : det(T) = 1}.
Exemplos interessantes de variedades riemannianas que satisfazem as con-
digbes acima sao as variedades riemannianas 3-dimensional com grupo de
isometria de dimensao 4.

3.3.3 Variedades Homogéneas Tridimensionais

Nesta subsecao consideramos as variedades riemannianas M homogéneas
tridimensionais com grupo de isometria de dimensao 4: tais variedades sao
uma fibracdo riemannianas sobre uma forma espacial de dimensao 2, onde
as fibras sao geodésicas e existe uma familia a 1 pardmetro de translagoes ao
longo das fibras, gerada por um campo de Killing unitario £ a que chama-
remos aqui de campo vetorial vertical. Essas variedades sao classificadas, a
menos de isometrias, pela curvatura s da base da fibragao e pela curvatura
do fibrado 7, onde k e 7 podem ser quaisquer ntmeros reais satisfazendo
K # 412 A curvatura do fibrado é o ntimero 7 tal que Vx& = 7X x £ para
qualquer X € X(M), onde denotamos por V a conexao de Levi-Civita de
M, e por x o produto vetorial em M.

Quando a curvatura do fibrado 7 se anula (e entdo x # 0), obtemos as
variedades produto Q2 x R, lembrando que denotamos por Q7 as formas
espaciais de dimensao n e curvatura c. Essas variedades tém um grupo de
isometria com 4 componentes conexas. O vetor vertical £ é simplesmente o
vetor correspondente ao fator R. Caso estudado por B. Daniel em [5].

Quando x # 0, o grupo de isometria tem 2 componentes conexas: uma
isometria preserva as orientacoes de ambos, fibras e base da fibracdo, ou
inverte ambas as orientacgoes. Essas variedades sao de trés tipos: elas tém o
grupo de isometria das esferas de Berger para r > 0, do grupo de Heisenberg
Nil® para x = 0, e de PSLy(R) para x < 0. Casos tratados em [5] por B.
Daniel.

Em todos esses casos no teorema de imersao encontramos as equagoes de
Gauss e Codazzi, as quais relacionam a métrica de M, seu operador forma
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A, a componente tangencial T" de £ e a componente normal v de &.

Curvatura

Usando a notagao apresentada nos paragrafos acima, e denotando por V
e R a conexao de Levi-Civita e o tensor de curvatura de M, respectivamente,
temos que:

Proposicao 3.3.1. Para quaisquer X,Y,Z,W € X(M) vale:
(R(X,Y)Z,W) = (k- 37°)(R1(X,Y)Z,W) + (k — 47%)(Ra(&; X, Y) Z, W),
onde

Ri(X.Y)Z = (X,2)Y — (Y, Z)X,

Ro(V; X, Y)Z = (Y, VNZ V)X + (Y, Z{X, V)V
— (X, ZY, V)V — (X, V)(Z,V)Y.

Demonstragio. Seja (E1, E2, E3) o referencial ortonormal orientado de M
com

E3=¢

cujos simbolos de Christoffel nao-nulos ffj = (Vg Ej, Ey) sio:

=3 =1 —3 —2
[y =Ty =Ty =-Ti3=r,
—1 —2 K
Iy =-T5=7——.
32 31 o0

Fazendo

(RIXAY),ZANW)=(R(X,Y)Z,W)
observamos que a matriz de R na base (Fz A E3, E3 A By, E1 A E») é

R = diag(a, a, b)

com
2

a=T°", b= -3 +k.
Escreveremos no que se segue, para X € (M), X = X 4+ z£ com X perpen-
dicular a £ e x = (X, &). Usando a multilinearidade do tensor de curvatura,

escrevemos (R(X,Y)Z, W) como uma soma de 16 termos. Os termos em que
& aparece trés ou quatro vezes, ou duas nas posigoes 1,2 ou 3,4, se anulam



CAPITULO 3. IMERSOES ISOMETRICAS CLASSICAS 59

por anti-simetria. Os termos onde £ aparece uma tnica vez se anulam ja que
a matriz de R na base (Es A E3, E5 A\ E1, E1 A Eq) é diagonal. Temos, entao:

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + yw(R(X,£)Z,&) + y=(R(X,£)E, W)
+2w(R(E,Y)Z,€) + z2(R(E,Y)E,W)
= (k=37 (X, Z)(Y, W) — (X, W)(Y, Z))
+ P2 (yw(X, Z) — y2(X, W) — 2w(Y, Z) + 22(Y,W))
= (k=3 (RUX,Y)Z, W) + (k — 47°)(Ra(&; X, Y ) Z,W).
]

Seja, agora, M uma hipersuperficie orientada de M e N o vetor unitario
normal a M. Temos:

Corolario 3.3.2. Para quaisquer X,Y,Z, W € X(M) valem:
(R(X,Y)Z,W) = (k — 3r*)(R1(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(Ra(& X, Y) Z, W),
R(Xv Y)N = ("i - 472)V(<Y7 T>X - <X7 T>Y)7

onde
Rl(Xay)Z - <X7Z>Y - <Y'7 Z>X7
Ro(V; X, Y)Z =Y, V)(Z, V)X + (Y, Z)(X, V)V
— (X, Z)(Y, V)V — (X, V){Z, V)Y,
v=(N,§),
eT € a projecao de & em T M, i.e.,
T=¢—vN.

Demonstracdo. Isso é uma consequéncia da Proposicao 3.3.1, usando o fato
de que X, Y e Z s@o tangentes a superficie e N é normal a superficie. [

Para mais detalhes ver [6].
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3.3.4 Imersao Isométrica de Superficies em Variedades Tri-
dimensionais Homogéneas

Considere uma variedade riemanniana orientada simplesmente conexa
M de dimensao 2. Seja g sua métrica (também denotada aqui por (-, -)),
V sua conexao de Levi-Civita, R seu tensor de curvatura, K sua curvatura
seccional, e J a rotagao de angulo 5 em T'M. Seja A um campo de operadores
simétricos Ay : TyM — T,M, T um campo vetorial em M tal que ||T|| <1
e v uma funcao lisa em V tal que v? < 1.

As equactes de compatibilidade para superficies em variedades rieman-
nianas tridimensionais homogéneas com grupo de isometria de 4 dimensoes
sugerem a seguinte definicao:

Definicao 3.3.3. Seja M wma variedade riemanniana tridimensional homo-
génea com grupo de isometria de 4 dimensées. Sejam Kk a curvatura da base
da fibragao e T a curvatura da fibra¢ao. Dizemos que (g, A, T,v) satisfaz as
equacoes de compatibilidade para M se

T2 + 02 =1
e, para todos X, Y, Z € X(M),
K =det A4 72 + (rk — 47207, (3.8)

VxAY —VyAX — A[X,Y] = (k — 4 (Y, T)X — (X, T)Y), (3.9)
VxT =v(AX — 7JX), (3.10)
dv(X)+ (AX —7JX,T) =0. (3.11)

Nota 3.3.4. Observamos que (3.10) implica (3.11) exceto quando v =0 (por
diferenciacio da identidade (T, T) + v?> =1 com respeito a X ).

Teorema 3.3.5. Sejam M wma variedade riemanniana orientada simples-
mente conezxa de dimensao 2, g sua métrica e V sua conexdo de Levi-Civita.
Sejam A um campo de operadores simétricos Ay : TyM — T, M, T um campo
vetorial em M e v uma funcgao real lisa em M tal que ||T||*> + v? = 1.

Seja M uma variedade riemanniana tridimensional homogénea com grupo
de isometria de 4 dimensoes e £ seu campo vetorial vertical. Seja k a curva-
tura de sua base e T a curvatura de seu fibrado. Entdo existe uma imersao
isométrica f : M — M tal que o operador forma em rela¢io a normal N
associado a f €

df o Aodf™!
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e tal que
¢E=df(T)+vN

se e somente se (g, A, T,v) satisfaz as equagoes de compatibilidade para M.
Nesse caso, a imersao € unica a menos de isometrias globais de M que

preservem a orientacdo de ambas, fibras e base da fibracao.

Demonstracio. Seja M uma variedade riemanniana tridimensional homogé-
nea com grupo de isometria de 4 dimensoes e £ seu campo vetorial vertical.
Consideremos em M a G-estrutura P, com G = SO(R";e), dada pelos re-
ferenciais de FR°(T'M;e1, &) que preservam orientacao (onde denotamos por
e1, e, e3 a base canonica de R?). Denotemos, finalmente por V a conexao
de Levi-Civita de M.

Uma vez que V é compativel com a métrica de M segue da equagao (3.7)
que podemos identificar a inner torsion de P com V¢. Nao ¢é dificil ver que,
para X € X(M), temos:

Vx&=7X x¢,

onde denotamos por x o produto vetorial de M. Segue, entdo, que VE é
constante em referenciais de P. Além disso temos que a tor¢ao é nula (co-
nexao de Levi-Civita) e que R é constante nos referenciais pertencentes a P
(ver Corolario 3.3.2). Assim, observamos que a tripla (M, V, P) & infinitesi-
malmente homogénea. Utilizando a notacdo apresentada na Subsegao 3.3.2,
temos Ry definida em concordancia com o Corolario 3.3.2, e:

Lo(v) = Tv X eq,

onde denotamos por x o produto vetorial de R3. Defina € : M — E uma
secao global de E fazendo ¢ = (T,v). Defina uma G-estrutura P em E,
formada pelos elementos de FRO(E ;€1,€) que preservam orientagao.

A Hipotese (a) do Teorema 2.8.4 significa que para todo z € M e todo
pE ﬁm, devemos ter:

pbo L0|p*1(TIM) = (ﬁﬁ)x Op’pfl(TzM)-

Ou seja, denotando também por x o produto vetorial em E, deve valer, para
todo X € T, M, que:
TX xe=(Vxe)s.

Temos, no entanto, que as seguintes igualdades valem:

X xe=7X % (T,v)
= 7(—vJX,{JX,T)),



CAPITULO 3. IMERSOES ISOMETRICAS CLASSICAS 62

Vxe=Vx(T,v)
= (VxT —vAX,dv(X) + (AX,T)).

Donde segue a equivaléncia entre a Hipotese (a) do Teorema 2.8.4 e as equa-
¢oes (3.10) e (3.11). E mero corolario do Corolario 3.3.2 a equivaléncia entre
as equagoOes de Gauss e Codazzi do Teorema 2.8.4 (i.e. das Hipoteses (b) e
(c)) com as equagoes (3.8) e (3.9), respectivamente. Finalmente, uma vez
que a imersao de superficies em variedades tridimensionais tem codimensao
1 segue que a equagao de Ricci (Hipotese (d) do Teorema 2.8.4) é automati-
camente satisfeita, j4 que ambos os lados da equagao, esquerdo e direito, se
anulam.

Assim, a nossa tese segue diretamente da tese do Teorema 2.8.4. O



Capitulo 4

Grupos de Lie e Sol®

4.1 Imersoes Isométricas em Grupos de Lie

Nesta secao estudamos grupos de Lie munidos de métricas invariantes
a esquerda e de uma l-estrutura definida pela escolha de um referencial
invariante a esquerda. A respeito de l-estruturas vale notar que:

Lema 4.1.1. Se P ¢ uma 1-estrutura definida num fibrado vetorial m: B —
M, entdo 3L ¢ igual ao tensor de Christoffel Ty : ToyM — gl(E,).

Demonstra¢ao. Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica Fy e
s: M — FRE,(F) uma secao lisa global de FRg,(F). Entao P = s(M) é
uma G-estrutura em F com G = {Idg,} (o que chamamos de 1-estrutura em
E). Para z € M, temos G5 = {Idg,} e g = {0}. Assim, simples aplicagao
do Lema 2.5.3 prova a tese. ]

Aqui, o Teorema 2.8.4 nos leva ao seguinte resultado:
Teorema 4.1.2. Suponha dados:

o Um grupo de Lie n-dimensional H com dlgebra de Lie b, métrica rie-
manniana invariante 4 esquerda g e conexdao de Levi-Civita V;

e {E;;1 <i<n} uma base ortonormal de b;

o (M,g) uma variedade riemanniana n-dimensional (n = n — 1) com
conexao de Levi-Civita V;

o A um campo de operadores simétricos C> (A, : T,M — T,M);

63
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o 1 campos vetoriais lisos de M e f; fungoes C™ reais em M (1 <i<n)
tais que ||T;||? + f2 = 1.

Sejam Eijkl € Ffj as constantes reais tais que, para todos v,j, k,l=1,....,7n

Ve Ej=> T}E,
k

Rijui = §(R(E;, E;)Ex, Ey).

(Observe que Eijk.l e I‘fj sao, de fato, constantes uma vez que, para todo
i=1,...,n, E; € um campo invariante & esquerda de H ).

Assuma, entdo, que, para 1 < i, < n, as sequintes equacoes sao satis-
feitas:

{VTT FiA(T) = Zklg(TZaTk>F§cjﬂ
9(A(T), Tj) + Ti(f;) = Xk, 9(Ti, Te)T 1 fi

e que, para todo x € M :
e wvale a equacdo de Gauss:

Z 'injukzlﬁijkl = gz (Rz (v, w)u, 2)
2'7j7k7l

— 9o(A(w),v) 9o (A(v), 2) + gu(A(u), v) g (A(w), 2)

para todos u,v,w,z € T, M ;

Onde, para 1 <i < n:
Ui = gw(’U:Ti(x))) wi = gm(w,Tz(as)),
u' :gm(uvTi(x))? ZZ:gx(Z,TZ‘(l')).

e vale a equacdo de Codazzi:

> vwi fi(@) Ry = v(g(A(W), U)) — w(g(A(V),U))
1,7,k,l

+ gz (A(u), W, V]) + g2(A(v), Vo U) — gu(A(w), Vo, U)

para todos u,v,w € Ty M (v', w' e u' como definidos acima) e U, V, W
extensoes locais de u,v,w respectivamente.
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Entao, para todos xy € M e yy € H, eziste f : U — H (onde U é
uma aberto de xo em M ) imersao isométrica em H tal que f(xz9) = yo, €
S:U xR — ft isomorfismo de fibrados vetoriais tais que:

® Gy (Si(e), Sz(e')) = e€, para todo x € U e todos e, e’ € x x R;

e S preserva conexdo se U x R é munido com V¥ tal que Vge =Vi(e)
(para V' campo vetorial em U e e fungio real em U) e f+ ¢ munido da
conexio normal V> ;

e S leva o’ := g(A("), )% na sequnda forma fundamental o da imersao
isométrica f, i.e., Sy 0l = ay, para todo x € U.

Além do mais, se M € completa, conexa e simplesmente conera existe
uma unica imersao isométrica global (f,S) de M em H com as propriedades
acima.

Demonstracao. Sejas: H 3 x — F, € FR(T,H) com F, tal que Fy(e;) =
Ei(p) (1 <i<n). Defina em H a G-estrutura P =3(H) com G = {Idga}.
A seguir, para x € H, denotaremos por G, o grupo de Lie {Idr, i} e por g,
sua algebra de Lie.

A existéncia de constantes Rijkl e Ffj tais que, para todos i,7j,k,l =
1,....7,

Vi Ej =Y T§Ey,
k
Riji = g(R(Es, Ej) Ey, Ey),

mostra que tanto R quanto 3P sdo constantes em referenciais que pertencem
a P (Lema 4.1.1). Assim, como T = 0, temos que a tripla (H,V,P) é, de
fato, infinitesimalmente homogénea.

Defina no fibrado vetorial E = TM @ R a estrutura riemanniana h cujas
restriges a TM e R sdo g e g (9% (a,b) := a(z)b(z), a,b fungdes reais em
M) respectivamente e tal que TM e R sejam ortogonais. Considere em E
uma conexao @, compativel com g, dada por

A~

Vy(W,a) = (VyW —aA(V),g(A(V), W) + V(a))
para V e W campos vetoriais em M e a uma funcao real em M.

Seja 8 : M > x +— F, € FR(T,M @ R) com F, tal que Fy(e;) =
(Ti(x), fi(z)) (1 < i < n), e P = 5(M) uma G-estrutura em E. De-
note por G o grupo de Lie {Idj } e por g, sua algebra de Lie (onde
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x € M). Parax € M ey € H, seja o : Ex — TyH a fungao linear tal
que o(T;(z), fi(x)) = Ei(y) (funcdo que preserva G-estrutura).

Provemos entdo que nossas hipoteses implicam que Ad,oJ! = 35 oo |r, i,

v . . (E (T,
onde Ad, é um isomorfismo linear de g(ﬁ ) om & (ﬁy
T

A) definido pela passa-
Y

gem ao quociente de Ad, : gl(E,) — g((TyH), a diferencial do isomorfismo
de grupos de Lie I, : GL(E,) > T+ coT oo ! € GL(T,H) na identidade
(bem definido visto que Ad, mapeia g, em 9y)-

Ja que para a l-estrutura ji mencionada g, e g, sao algebras de Lie
nulas, temos entdo, para todos z € M e y € H, que Ad, = Ad,.

Recordamos que I = V — 0°, onde
(0% V)(x) = 5(2)[dVa(X ()]

(X e V campos vetoriais em H, e 5o V= V). E, visto que 9%V = 0 quando
V ¢ invariante & esquerda (dV; é constante), I' = V em campos invariantes
a esquerda.

E também verdade que I'(Tj, (T3, f;)) = §T¢ (T}, f;) porque se Y; é uma

segao de E tal que S0, = (T3, fi) entdao Y;(p) = e; (o que implica em
(dY;)p = 0). Uma vez que

(% (Ts, ) (p) = 3(P)[(AY2)p(X ()] = 0

(T3, (T}, f)) = §Ti (T}, f;) como previamente dito. Assim, Ad, o
35 = ng/D o U’Zfoe e sO se Fr(Tlv (Tjafj)) = (Ad0*1 Ofy © U)(T‘ia (Tjﬁfj))
(observe que T' e T sdo tensores, Ad;! = Ad,-1 e que o seguinte diagrama

comuta).

~

olry M

oM — > T,H

bk

al(E,) — 5 ol(T, H)

Ja que
(T;,0) = > G((T,0), (Ty, [Ty, f3) = > 9(Ti, Ti)(Ty, )
J J
é verdade que

V(T £) = To(T, (T3, 7)) = (Adg1 0 Ty 0 0)(Ty, (T, f5)) =



CAPITULO 4. GRUPOS DE LIE E SOL? 67
=Y g(T;, Ty)o ' oTy(Ey, E Zg (T3, Te)o ™' o Vi, E;

E, visto que Vr, (T}, f;) = (V5,7 — fA(T), g(A(Ty), T) +Ti(f;)) e Vi, EBj =
>k Ffj Ey, para todos 7,7 = 1,...,7, temos:

{VTT FiAT) = Zklg(TZaTk>F§cjﬂ
9(A(T), Tj) + Ty(f;) = Xy 9(Ti, Ti) T fo

Isso prova que essas equacoes sao necessarias e suficientes para termos a
igualdade Ad, o jp = .JP ool|rm-

A equacao de Gauss como apresentada abaixo segue imediatamente da
equagao como apresentada no Teorema 2.8.4. No caso aqui apresentado vale
que oz (-, ) = gz(A(+),-). Assim,

gy[ y(a(v), U(w))a(u), U(Z)] = gaJ(R:E(Uv w)”? Z)_
—92(A(w), v)g2(A(v), 2) + go(A(u), v)g2(A(w), 2)
para todos u,v,w,z € T, M.

Note entao que:

U:Zvi(ﬂ,fz‘)z, UJZZwi Ti, fi)z
UZZUZ(,TmfZ)x; Z_Z Evfz x-

A equagao de Codazzi por outro lado segue facilmente quando observamos
que

(V2a)s (v, w,u) = v(g(AW),U)) = 9o (Vo W, A1) = go(A(w), V,U)

para todos u,v,w € T, M e U,V,W extensoes locais de u, v, w respectiva-
mente.

gylBy(o(v),o(w))o(u),o(1)] = v(g(A(W),U)) —w(g(A(V),U))+

+92(A(u), W, V]) + g2(A(v), Vo U) = gz(A(w), Vo, U)

para todos u,v,w € T, M e U,V,W extensoes locais de u, v, w respectiva-
mente.

Como v = Y YTy, fi)e, w = S wH(Ty, fi)e, u = S ul(Ty, fi)e, 1 =
> filx)(T;, fi)x a equagao de Codazzi, como aqui apresentada, segue.
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A equagdo de Ricci vale naturalmente:

Note que g,[Ry(0(v),o(w))o(e),a(e)] = 0 e go[RE(v,w)e’,e] = 0 para
todos v, w € T, M e todos e, e’ € E, ja que:

gy[ﬁy('f)'?'] € gw[Rf('v')"'] =0

sao anti-simétricos nas tltimas 2 variaveis e €’ e e sao linearmente depen-
dentes (dim E, = 1). Além do mais, temos

9o(al(v)" - e, ol (w)" - €) = ga(al(w)" - €, a3 (v)" - €)
(v,we TpyM, e, e € R).
Assim, Ricci vale imediatamente.

A partir dos fatos acima apresentados, o Teorema 2.8.4 conclui a demons-
tracao. ]

4.2 Tmersoes isométricas em Sol®

Como apresentado em [21], oito variedades riemannianas 3-dimensionais
caracterizam toda geometria 3-dimensional. A tnica destas variedades ri-
emannianas homogéneas simplesmente conexas de dimensao 3 que tem um
grupo de isometria também de dimensdo 3 é o grupo de Lie Sol®, munido
de uma métrica invariante & esquerda. Aqui demonstramos o resultado de
imersao isométrica em Sol® publicado pelo autor na revista Matematica Con-
temporanea em 2006.

Por Sol®, ou simplesmente Sol, nos referimos ao grupo de Lie cuja varie-
dade base é R?, munido da operacdo de grupo:

(,y,2) - (2., 7)) = (x + e 72",y + ey, 2 + &)
e da métrica invariante & esquerda ds? = e?*dz? + e~ 2*dy? + dz2.

Consideramos a {Idgs }-estrutura em Sol dada pelo referencial ortonormal
invariante & esquerda que mapeia a base candnica de R? em X;, Xy e X3.
Campos estes definidos da seguinte maneira:

X1 : Sol o (ﬂc,y,Z) — (627070) € T(x7y7z)801

Xy : Sol 3 (.’B, Y, Z) = (07 e_zv 0) € T(%Z/,Z)SOI
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X3 : S0l 3 (z,9,2) — (0,0,1) € T(, , -)Sol.
Como corolario do Teorema 4.1.2 temos:

Corolario 4.2.1. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com conexdo de
Levi-Civita V. Sejam A um campo C* de operadores simétricos (A, :
T,M — T,M), T; (1 < i < 3) campos vetoriais lisos de M e f; fungoes
reais C*° em M tais que ||T;||? + f? = 1.

Assuma que as sequintes relagoes sao satisfeitas:
e parai € {1,2,3} e j € {1,2}:
{ V5T — f{AT) = (1) g(T;, Tj) T3
9(A(T3), Tj) + Ti(f5) = (=1) 9(T3, ) f3;

e para i € {1,2,3}:

VT3 = f5A(T) = 35 (~) U g(T, T)T;
g(A(TY), Ts) + Ti(fs) = 371 (-1)UHVg(T3, Ty) £;.

Assuma que:

e valem as equagoes de Gauss e Codazzi como apresentadas no Teo-
rema 4.1.2.

Entao, para todos xyg € M e yo € Sol, existem f : U — Sol (onde U
é uma vizinhanga aberta de xo em M) imersao isométrica em Sol tal que
f(zo) =yo e S:U xR — f* isomorfismo de fibrados vetoriais tais que:

® Gr(a)(Su(e), Sz(e') = e€, para todo x € U e todos e, e’ € x x R;

e S preserva conexio se U x R € munido de VF tal que Vge = V(e)
(para V' campo vetorial em U e e fungao real em U) e f+ € munido da
conexio normal V> ;

e S leva ¥ := g(A("), ')% na seqgunda forma fundamental o da imersao
isométrica f, i.e., Sy 0 ad = g, para todo x € U.

Além disso, se M € completa, conexa e simplesmente conexa existe uma
unica imersao isométrica global (f,S) de M mno Sol com as propriedades
acima.
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Demonstragio. Antes de mais nada vamos calcular T' (tensor de Christoffel
associado a V) nos campos vetoriais invariantes a esquerda X; de Sol®. Os
colchetes de Lie [X;, X;] podem ser deduzidos a partir de seus valores quando
calculados em fungoes reais. Vemos que:

[Xl’XQ] = 07 [X17X3] = Xla [X27X3] = —Xo.

A féormula de Koszul para a conexdo de Levi-Civita nos permite calcular
Vx, X;. Obtemos:

(4.1)
Vx, X1 =-X;3 Vx, X5 =X
Vx,Xa=X35 Vx,X3=-X»
e Vx,X; =0 para os demais i e j.
As primeiras equacoes do corolario anterior sdo, agora, equivalentes a:
{ Vi) - [jAT) = (~1Yg(T, T)Ts  parai € {1,2,3}
g(A(Ty), Tj) + Ti(f;) = (=1)79(T3, Tj) fs e j €{1,2}
Vi, Ts — f3A(Ty) = Y7, (=) Dg(T;, T)) T, para i € {1,2,3}
g(A(T), Ts) + Ti(fs) = S5y (= 1)U Vg(T;, Ty) f;.

Essas equacoes, somadas as equagoes de Gauss e Codazzi, implicam na
nossa tese, pelo Corolario 4.1.2. O

Nota 4.2.2. A curvatura do Sol pode ser facilmente computada uma vez
que:

2<Z,VXY> - <[X7Y]7Z> - <[Yv Z]7X> + <[ZvX]7Y>7

onde X,Y,Z sao campos vetoriais invariantes a esquerda de Sol (ver [17]
para mais detalhes).

Temos:
Ri212=—1, Rizi3=1, Rz =1

e 0s outros Rijp; = 0 ou dados pelas simetrias do tensor curvatura.



Capitulo 5

Grupo de Heisenberg-Lorentz

5.1 Uma estrutura lorentziana invariante & esquer-
da no grupo de Heisenberg

Apresentaremos aqui um teorema de imersao isométrica no grupo de
Heisenberg Nil quando este é munido de uma métrica lorentziana invariante
a esquerda que faz desse grupo um dos quatro modelos geométricos em 3
dimensoes como precisamente descritos em [7]. Tal resultado foi obtido por
F. Manfio e por mim e recentemente aceito para publicag¢ao (ver [15]).

Por Nil entendemos o grupo de Lie 3-dimensional formado pelas matrizes
reais 3 x 3 triangulares superiores da forma:

1
0 (5.1)
0

o = 8
[l SR

munido da usual operacdo de multiplicacdo. Identificamos Nil com R?, de
modo que (x,y,z) € R? corresponde a matriz (5.1). Desse modo, R3 fica
munido da seguinte multiplicagao:

(z,y,2) (¢y,7) = (@ + 2",y + o/, 2 + 2" + 2)).
Consideraremos em Nil a seguinte métrica lorentziana:

1

9="33 da? + dy? + (dz — zdy)?, (5.2)

para A € R nao zero fixado.

71
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Nota 5.1.1. Tal métrica € geodesicamente completa. Uma prova disso pode
ser encontrada na Segao 4 de [20], onde todas as geodésicas sao explici-
tamente descritas. De modo mais amplo, pode-se provar que toda métrica
lorentziana invariante & esquerda em Nil é geodesicamente completa (veja

[13]).
Considere a seguinte base ortonormal na élgebra de Lie do grupo Nil:

0 0 0 0
9 =2 4.,9 F, =\
0z’ ! 8y+x82’ 2 A@m’

Ey =
para a qual temos que:
[E27 EO] = 07 [Ela EO] == 07 [Ela EQ] - _)‘EO

Se denotarmos por V a conexao de Levi-Civita de Nil, a féormula de Koszul
facilmente nos mostra que:

A
Vg, Eo =0, Ve Er = —5E», Vg, B2 = —§E1,
A A
Vi By = —§E2, Vg, E1=0, Vg By = —§E0,
A
Vi, By = =3 Ei, Vi, E1 = 3 Ej, Vg,Ey = 0.

Seja (eq, e1,e2) a base canonica do espago de Minkowski 3-dimensional R1+2
com ez o vetor de tipo tempo, i.e., aquele com (eg, ea) = —1. Defina G como
o grupo das matrizes ortogonais 7" no espaco de Minkowski de dimensao 3
com determinante igual a 1 e tais que T'(eg) = e, i.e., G = SO(RY%;¢ep).
Mais explicitamente:

G:{XeSO(z,l);X: ( L0 ) comTeSO(l,l)}.

0 T

Observe que T = e d

somente se c=b, d=aedetT = 1.

@ b >, para a,b,c,d € R, pertence a SO(1,1) se e

No que se segue consideramos P como a tnica G-estrutura em Nil que
contém py € FR®(TNil) tal que py(e;) = E;, para i =0,1,2.
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5.1.1 Inner Torsion

Seja £ um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica R¥. Seja g uma
estrutura semi-riemanniana em E de indice r; denote por (-,-), o produto
interno de Minkowski padrao de indice r em R*. Fixe um vetor nao nulo
eo € R¥ e tome ¢ € T'(E) uma segio lisa de F com g, (e(z), e(z)) = (o, €0)r,
para todo x € M. Entao:

P =FR°(E;ep,¢) = | {p € FR°(E.) : p(eo) = e(x)}
zeM

é uma G-estrutura em F, onde G é o subgrupo O,(k;ep) de O, (k) formado
pelas isometrias lineares que fixam eg. Seja x € M fixado. Entao G, =
O(gz; €(z)) € o grupo das isometrias lineares de (Ey, g,) que fixam €(x) e g,
é a algebra de Lie dos endomorfismos lineares g,-anti-simétricos T de E, tais
que T(e(x)) = 0. Como fizemos na Sec¢ao 3.3.1, identificamos o quociente
gl(E;) /8, com E, via:

QUE,) /80 3 T+ go — (3T +T), (T~ T7) - e(a)) €sym(E,) & e(x)",

onde €(z)* denota o kernel de g, (e(z),-), de modo que JF pode ser identi-
ficada com uma aplicagao linear de T, M em FE,. De maneira praticamente
idéntica a feita na Segdo 3.3.1 segue que:

32 () = (= $9.9, Vae + L(Vag) (e()) )

para todos z € M, v € TyM. De modo que, em particular, ¥ = 0 se e
somente se V é compativel com g e € é paralelo.

5.1.2 Homogeneidade Infinitesimal

Dos calculos apresentados na Subsecao 5.1.1, ja que V é, de fato, com-
pativel com g, concluimos que 3 pode ser identificada com VEj. Entao,
o Lema 2.6.2 implica que (Nil, V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea se e
somente se existe uma funcao trilinear Ry : R? x R3 x R? — R? e uma apli-
cacdo linear Ly : R? — R3 tal que para todo x € Nil e toda isometria linear
p: R? — T,Nil com p(e1) = Eg(x), as seguintes condices sdo satisfeitas:

(a) Ro é p-relacionado com Ry;

(b) poLo=(VEp)sop.
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Provaremos a validade de (a) na Proposi¢ao seguinte, mas, antes demonstre-
mos o seguinte Lema:

Lema 5.1.2. Denotemos a métrica g de Nil por (-,-). Sejam X,Y,Z €
I'(TNil). Se para V € T'(TNil), escrevermos V. =V +vEy, ondev = (V, Ey),
entao teremos que:

o oo s 32
R(X,Y)Z = e (Ro(X,Y)Z + Ri(Ey; X,Y)Z)

onde
Ro(X,Y)Z = (X, Z)Y — (Y, Z)X

Ri(V; X, Y\)Z =Y,V Z, V)X + (Y, Z{X, V)V
—(X, 20V, V)V — (X, V(Z,V)Y.

Demonstracao. Um célculo simples nos mostra que:

32
R(El,EQ)El == TEQ

3\?
R(E17 EQ)EQ = TEl

Seja X = Z?:o B, Y = Z?:o yiE; e Z = Z?:o z; F;. Observamos que:

R(X,Y)Z = x1y221R(Ey, E2)E1 + 19220 R(F1, E2) Fa
+x2y121 R(Eo, E1)E1 + x2y120R(E2, Eq)Es

32
= I (x1y221 B2 + 1y220 B — 22y121 B2 — 22y122F71) .
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Entao, para ¢g = €¢; =1 e e = —1, temos:

Ro(X,Y)Z = (X,2)Y —(Y,2)X

2 2 2 2
= <Z x; b, Z 2 ;)Y — <Z yi i, Z 2 ) X
i=0 i=0 =0 i=0
2 2
= Z eimiziY — Z GiiniX
=0 =0

ol

= € (xiziyoEo + wiziy1 B1 + 2292 Eo)
i—0

2
= e (yizizoEo + yiziw1 By + yiziva Ey)
i=0
2

= Z Gi(yﬂizi - $jyizi)Ej =

4,7=0

2 2
4 oo
= wR(X, Y)Z + (yo zg €T;2;i — X0 Z; eiyizi> Ey
1= 1=
+x020(y1 E1 + y2E2) — yozo(z1E1 + 22E2)

4 -~
= ﬁR()QY)Z"F (y0<X7 Z> - {/C()<Y, Z>)E0 +1’0ZOY — y()ZOX

4 [
= —RX,Y)Z—-Ri(Ey;;X,Y)Z.
3)\2 ( ) ) 1( 0, ) )
O
Proposigao 5.1.3. Utilizando a mesma notacao do Lema 5.1.2, temos que,
para todos X,Y,Z, W € I'(TNil), vale a sequinte igualdade:

(R(X,Y)Z,W) = \? <2<R0(X, Y)Z, W)+ (R1(Ey; X,Y)Z, W>> .

Demonstracao. Antes de mais nada, definindo:
(R(X AY),Z AW) = (R(X,Y)Z, W),

observa-se que a matriz de R na base (E1 A E2, E5 A Eo, Eg A E7) é diagonal.
De fato:

R(Ey, E\)Ey = Vg, VEEy—VEVE E+ Vg gE2

A A
= §VE1E1 - §VEOE0 + VoE> =0,
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R(E27 EO)El = onszEl - VEQ vEO‘E1 + V[E27E0]E1

A A
= §VE0EO — §VE2E2 + VoE1 =0,

R(Ey, E2)Ey = VE, Ve Ey— Vg Ve E+ Vg g Eo
A A
= §VE2E2 - §VE1E1 + AVEg,Ep = 0.
No que se segue, para V € I'(TNil), escreveremos V = vV + vEpy, onde
v = (V, Ey). Observe que:

R(Ey, E0)Ey = VE,VE E)—VE Ve E+ Vg gy Eo

= Vg, Vg Ey=—F,

R(EQ,EO)EO = VEOVE2E0 — VEQVEOEO + V[E27EO]EO

AQ
= VEOVEQEO = ZE2

e assim:

~ 22 5 _ A2 -
R(V. Eo)Ey = 7 ((V,E1>E1 —, E2>E2> =5

Decompondo X,Y,Z, W como fizemos com V nos paragrafos anteriores e
usando a multilinearidade do tensor curvatura, obtemos uma soma com 16
termos. Os termos onde Ejy aparece trés ou quatro vezes, ou duas nas po-
sicoes 1,2 ou 3,4 se anulam por anti-simetria. Os termos onde Ej apa-
rece uma Unica vez também se anulam uma vez que a matriz de R na base
(E1 A B, Es N\ Eg, Eg A\ Ep) é diagonal. Assim, temos:

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)
+yw(R(X, Eo)Z, Eo) + yz(R(X, Ey)Eo, W
+2w(R(Ey,Y)Z, Ey) + z2(R(Ey,Y)Eo, W
= <R( ~a}7)va>
2 (Chu®.2) 4 2 (R + 0wl 2) - x(7, )
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Observe agora que:

(Ri(Ep; X, Y)Z, W) = —yw(X,Z)+yz(X, W) +azw(Y,Z) —zz(Y,W)

Y,Z) +yz) —xz((Y, W>~+ yw)

= —yw(X,Z) +yz(X, W) + zw(Y,Z) — zz(Y,W).
Usando o Lema 5.1.2 concluimos que:

32 .
(RX,Y)Z,W) = - ((RO(X,Y)Z + Ri(Ey: X,Y)Z, W>)

)\2
+ (BB X, Y)Z, W),

Um célculo simples nos mostra que:
(Ro(X,Y)Z + R1(Ep; X,Y)Z, Ep) =0
e, entao, temos a validade da tese proposta. ]

Para provarmos (b) tome Lo : R® — R3 a fungao linear para a qual (b)
é verdade se fizermos p = pg, i.e., tome Lg tal que:

Ly : eg— 0
A

€1 —— —5€2

2
A

eg — ——¢€
2 5€1
Observe, agora, que p € P se e somente se p é tal que:

p: e+ Xo=Ep
e1— X1 =aF1 +bEy
eg — X9 = bFE1 + aFs

para a,b € R com a? — b?> = 1. Entdo, vemos que:

(VEy) op(eg) = Vg, Ey =0=po Ly(eo),

(VEy)op(er) = Vx,Eo=aVgEy+bVgEp

A A
= —5(aBy +bEr) = =5 X5 =po Lo(e1)
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(VEp) op(e2) = Vx,Eg=aVg,Ey+bVEg Ey

A A
= —§(aE1 +bEy) = —§X1 =po Lo(ez).

A linearidade conclui a demonstragao de (b).

Nota 5.1.4. E interessante notar que, para provar a existéncia de um endo-
morfismo Lo : R? — R? que satisfaz (b), consideramos como grupo estrutural
de P um subgrupo do grupo ortogonal especial ao invés de um subgrupo do
grupo ortogonal inteiro. Se escolhéssemos como grupo estrutural de P um
subgrupo do grupo ortogonal inteiro haveria nos cdlculos acima uwma inco-
eréncia de sinais que impediria a definicio de uma aplicagdo Ly com as
propriedades desejadas.

5.1.3 Homogeneidade Global

Como (Nil, V, P) ¢ infinitesimalmente homogéneo e Nil é conexo, simples-
mente conexo e geodesicamente completo (Nota 5.1.1), a Proposigao 2.6.4
implica que (Nil, V, P) &, de fato, globalmente homogéneo.

5.2 Um Teorema de Imersao Isométrica
no Grupo de Heisenberg Lorentziano

Seja (M,g = (-,-)) uma variedade semi-riemanniana com dim(M) = 2 e
conexao de Levi-Civita V. Suponha que nos sdo dados um campo liso S de
operadores simétricos S, : T,M — T, M, T um campo vetorial em M e v
uma fungdo lisa M tal que ||T||?> + v = 1. Faga ¢ = 1 se g tem indice 1 e
€ = —1 se tal indice é 0.

No que se segue, considere um fibrado vetorial E=TM®R em M
munido de uma estrutura lorentziana g dada pela soma ortonormal de g e
g (com g¥ = e-g® onde por g® entendemos a métrica canonica Euclideana
de R).

Denotaremos por V a conexdo em E compativel com g e cujas compo-
nentes sdo V, VR ¢ S, i.e., para V e W campos vetoriais em M e a funcdo
real em M, temos que

~

Vy(W,a) = (VyW —eaS(V),g(S(V), W) + V(a)).
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Definigao 5.2.1. Dizemos que (M ,g, S, £ = (T,v)) satisfaz as equagoes de
compatibilidade para M = Nil se as sequintes condigoes se verificam:

(a) Para qualquer po : RY2 — E isometria linear com po(eo) = (), temos
que as sequintes equagoes sao satisfeitas:

poo Loopyt|rm = (ﬁf)z

onde Lo : RM? — RY? € a aplicacdio linear tal que:

L() . eyg —— 0
A
€] —— —562
A
€ _5617

(b) wvale a equagao de Gauss:

K(z) = A2 <u(x)2 - i) edet S,

onde denotamos por K a curvatura seccional de M ;

(c) vale a equagao de Codazzi:
e(VxSY —VySX — S[X,Y]) = Mv(g(X,T)Y — g(Y,T)X)
para todos X,Y € T'(TM).

Teorema 5.2.2. Suponha dado (M,(-,-), S, & = (T,v)) satisfazendo as
equacoes de compatibilidade para M. Entdo, para todo xo € M e todo
yo € M, existe f : U — M (onde U é um aberto de xo em M) imersao
isométrica em M tal que f(xo) = yo, o operador forma com respeito a nor-
mal N associada a f é:

dfoSodf!

e tal que:
Ey=df(T)+ vN.

Além do mais, se M € conexa e simplesmente-conexa, como M € geodesica-
mente completa (ver Nota 5.1.1), entdo existe uma unica imersao isométrica
global f de M em M com as propriedades acima.
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Demonstrag¢ao. Como, provado na Segao 5.1, (Nil, V, P) é infinitesimalmente
homogénea e podemos aplicar o Teorema 2.8.4 de modo a obtermos uma
imersdo isométrica no espago Heisenberg-Lorentz. Seja py um referencial
ortonormal em E tal que po(eg) = &. Seja P a finica G-estrutura que contém
Po (com G = SO(RY?; ey) como descrito anteriormente). A Hipétese (a) do
Teorema 2.8.4 significa que para todo x € M e todo p € ﬁz, temos:

poLoop Y = (VE),. (5.3)

Uma vez que todo p € p pode ser escrito como pg o g, para algum g € G e
com py como definido em 5.2.1(a), e, ja que Ly comuta com elementos de G
(visto por um célculo direto), temos que a hipotese (a) do Teorema 2.8.4 &
satisfeita se e somente se:

poo Loopyt|rm = (66)%

Para provarmos que a equagao de Gauss vale para ((M,(-,-)), S, & = (T,v)),
seja u,v € TM uma base ortonormal para T, M. Como dim(M) = 2 é
suficiente provar que:

gy[Ry(o(u),0(v))o(u),0(v)] = gu(Re(u,v)u,v)
+ €(—g.(Su, v)2 + 92 (Su,u)g.(Sv,v)),

para toda o : Em — T, Nil isometria linear tal que o(§) = Ey, onde denota-
mos por R e R as curvaturas de Nil e M respectivamente. Isso é:

Ky(o(TyM)) = K(x) + edet Sy,

para toda o : Ex — TyNil isometria linear tal que o(§) = Ep, onde de-
notamos por K e K as curvaturas seccionais de Nil e M respectivamente.
Observe, agora, que a Proposi¢ao 5.1.3 implica em:

Uma vez que o é uma isometria, temos que:

gy[Ro(o(w),0(v))o(u),o()] = (u,u)(v,v) — (u, v)? =1
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Gy[R1(Eo;0(uw),0(v))o(w),o(v)] = (v, T)(u, T){u,v) + (v,u){u,T)(v,T)
— (u, u) (v, T)(v, T) — (u, T){u

Assim:

K (o(T,M)) = 2 <V(x)2 - D

e a equagao de Gauss se torna:
1
K(z) =\ (y(az)Q - 4> —edet S,.

Para obtermos a equacao de Codazzi como descrita na Defini¢do 5.2.1 observe
que, com o = (S-,-), temos:

(V2a®), (v, w,u) = (V,SW — SV, W, u)

para u,v,w € T, M, com W uma extensao local de w. Simples célculos nos
levam a:

Ry(o(v),0(w))a(e) = v ({w,T)v — (v, T)w),

para todos v,w € T, M e e € {x} x R. Desse modo, a equagao de Codazzi
como apresentada no Teorema 2.8.4(c) se escreve:

e(VxSY —VySX — S[X,Y]) = Mv(X,T)Y — (Y, T)X),

para todos X, Y € I'(T'M). Ja que M tem codimensao 1, temos que a equa-
¢ao de Ricci é automaticamente satisfeita. Assim, usando o Teorema 2.8.4,
a tese fica provada. O

5.3 Rigidez Isométrica

Suponha dados elementos como na Defini¢do 2.8.3. Lembre-se que uma
imersdo isométrica que preserva G-estrutura (f!, S') para V¥, al, g¥ dados
é dita G-congruente a imersao isométrica que preserva G-estrutura ( 12, 52)
com dados VJQE , ozz, gE se existe uma isometria que preserva G-estrutura
o:M — Mtalque f2=00 fl e S? =+doo S,

Definicao 5.3.1. Dizemos que uma imersao isométrica que preserva G-
estrutura (f*,S') com dados V¥, ol, g% é G-rigida, se qualquer outra imer-
sdo isométrica que preserva G-estrutura (f2,5%) para V¥, o2, g¥ dados ¢
G-congruente a (f1,Sh).
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O intuito desta segdo é provarmos um resultado de rigidez de imersoes
isométricas de superficies em Nil. Para isso, precisamos do seguinte resul-
tado:

Lema 5.3.2. Se rank(E) = 1, entdo ewiste uma tnica conerio V¥ em E
compativel com g¥.

Demonstragio. Sejam V! e V2 conexdes em E compativeis com ¢g¥. Para
X € I'(T'M), considere a seguinte fungao:

D(X) : T(E) — I(E)

definida por
D(X)e = Vie— Ve

para todo € € I'(E). Obviamente D(X) é¢ C*°(M)-linear. Além do mais,
D(X) é anti-simétrica. De fato, para €, e2 € T'(E), temos:

9" (D(X)er,e2) = ¢"(Vier — Vier, )
= Xg"(e1,62) — g%(e1, Viea)
—Xg"(e1,€2) + 9" (e1, Vi e2)
= —gE(El,D(X)GQ).

Agora, como rank(E) = 1, a anti-simetria de D(X) implica que D(X) = 0,
ie., Vie = Ve, para todo € € T'(E). Como X ¢é arbitrdrio, segue que
vi=v2 O

Tendo o Lema 5.3.2 em mente, denotaremos (f,S) uma imersao isomé-
trica que preserva G-estrutura com dados V¥, a, g% por (a, f, S), uma vez
que VE e gF sdo fixados (lembre-se que a conexdo de M ¢, também, fixa).
Além disso, E = TM x R é o fibrado linear trivial sobre M, de modo que a
derivada covariante de uma secao n € I'(E) é simplesmente X (), para todo
X e(TM).

Seja Nil o espago lorentziano de Heisenberg munido da métrica inva-
riante & esquerda g dada por (5.2). Como descrito na demonstragao do
Teorema 5.2.2, seja G = SO(R3; ¢p) ~ SO(R?), e

P =FRY.(E;eq, (T,v))

a G-estrutura em E = TM & E cujos elementos levam o vetor eg em (T,v)
(onde {eg, e1,e2} & a base canonica de R%2?, T ¢ um campo vetorial em M e
v uma fungao lisa em M tal que ||T|> + 12 = 1).
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Considere a G-estrutura P C FR°(TNil) como definida no inicio da Se-
cao 5.1.

Lema 5.3.3. Sejam (o', 1, S) e (a?, 2, S?) imersdes isométricas que pre-
servam G-estrutura de M em (Nil, V). Denote por A* o operador forma
associado a o'. Se o conjunto {x € M;v(x) # 0} é denso em M, entao

Al = A2,

Demonstracao. No que se segue denotaremos por V a conexao de Levi-Civita
de (M, g) e por V" a conexao em E compativel com g cujas componentes sdo
V, a' e a conexao candnica de E, 1 = 1,2. L.e., temos:

Vi(Y,n) = VxY —nA'X + X(n) + a*(X,Y), (5.4)

para todos X, Y e I'(TM), n € T'(F) e i = 1,2. Dado X € I'(T M), defina
a aplicagao:

D(X):T(E) — I'(E)
fazendo D(X)e = @&e - @ie, para todo € € I‘(E) Claramente D(X) é
C>°(M)-linear. Além do mais, dado Y € T'(TM) e n € T'(E), a equagdo
(5.4) mostra que:

D(X)(Y,n) = (n(A*X — A'X),a! (X,Y) - o*(X,Y)). (5:5)

Por outro lado, como ambos (at, f1,S') e (a?, f2,5?) sdo imersoes isomé-
tricas que preservam G-estrutura no mesmo espaco ambiente, suas inner
torsions sao iguais. Entao, temos:

3E(X) = VY (T,v) = V4(T,v), (5.6)

para todos z € M e X € T, M (relembre o dito na Subsecao 5.1.1). Entao,
a equagao (5.6) nos mostra que D(X)(T,v) = 0 e, portanto:

v(A2X — AX) =0,

para todo X € I'(T'M). Visto que o conjunto dos pontos x € M tais
que v(z) # 0 é denso em M, concluimos que A'X = A?X, para todo
X e(TM). O

Teorema 5.3.4. Seja (o, f,S) uma imersao isométrica que preserva G-
estrutura de M em Nil tal que o conjunto {x € M;v(x) # 0} € denso em
M. Se M € conexo e orientdvel, entio («, f,S) é G-rigida.
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Demonstracao. Tal fato é uma mera aplicagao do Lema 2.8.7.

Seja (at, f1, 1) = (o, f, 9) e seja (a2, f2,5%) uma outra imersdo isométrica
que preserva G-estrutura de M em Nil. Como o conjunto dos pontos x € M
tais que v(x) # 0 é denso em M, o Lema 5.3.3 implica que A' = A2, onde A’
denota o operador forma associado a af, i = 1,2. Pode-se checar facilmente
que o' = +a?. Assim, em qualquer caso, o Lema 2.8.7 implica na existéncia
de uma isometria que preserva G-estrutura o : M — M tal que f2 = oo f!
e 5?2 = £do o S'. Isso mostra que (a, f,S) é, de fato, G-rigida. O



Capitulo 6

Imersoes Isométricas em
Variedades Sub-riemannianas

6.1 Variedades Sub-riemannianas de Contato

Inspirados em [10] e [12] apresentamos nessa segdo construgoes béasicas
em variedades sub-Riemannianas de contato.

Chamamos de variedade sub-riemanniana uma tripla (M, D, g) formada
por uma variedade diferenciavel M, D uma distribuicao lisa em M, e g uma
estrutura riemanniana no fibrado vetorial D, i.e., g é lisa e, para cadaxz € M,
gz € um produto interno positivo definido em D,. Chamamos g de métrica
sub-riemanniana. Uma secao lisa X de D é dita campo vetorial horizontal.
Nesse caso escrevemos X € I'(D). A forma de Levi de uma distribuicao D
num ponto x € M é a aplicagao bilinear anti-simétrica:

definida por £, (X(z),Y (z)) = [X,Y](z) 4+ D, onde X,Y € I'(D). Se 0 é

uma 1-forma lisa em M que aniquila D entao:
d9|D.’1}XDJ; = _éx oLy, (6.1)

onde 0, : T,M /D, — R ¢é obtido a partir de 6, pela passagem ao quociente.
A distribuigdo D é dita ser uma distribuicdo de contato se sua codimensao
é 1 e se sua forma de Levi é ndo-degenerada, i.e., se L, (v, w) = 0 para todo
w € D, temos que v = 0. Nesse caso, a menos de uma identificagdo entre
T,M/D, e R, a forma de Levi ¢ uma forma simplética em D, e, portanto,
dim(D,) é par. Observe que se § é uma l-forma lisa em M que aniquila

85
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D entdo a forma de Levi £, pode ser identificada pelo isomorfismo 6, :
T.M/D, — R com wy; = —db;|p,«xp,. Em particular, w, é uma forma
simplética em D, e, fazendo dim(M) = 2n + 1, a n-ésima poténcia exterior
w! é uma forma de volume em D,.

Neste capitulo trataremos de imersoes em variedades sub-riemannianas
(M, D, g) para as quais D é uma distribuigao de contato; as conhecidas varie-
dades sub-riemannianas de contato. Uma 1-forma lisa # em M seré chamada
de forma caracteristica para (M, D, g) se D = Ker(0) e se:

wy = Vg,
para todo z € M e alguma constante ¢ > 0, onde w, = —db;|p, xp,,
dim(M) = 2n+1 e V; ¢ a forma de volume em D, definida pelo produto
interno g, e pela orientacao induzida de w.

Assuma que o anulado D° C TM* de D é orientavel, de modo que pode-
mos escrever D como o nicleo de uma 1-forma lisa globalmente definida. E
facil ver que, com essas hipoteses, existe uma 1-forma caracteristica 6 que é
tnica a menos de multiplicacdo por uma constante ndo-nula. Assuma esco-
lhida uma 1-forma caracteristica 6. Entao existe um tnico campo vetorial £
em M tal que dO(&,-) = 0e 6(£) = 1; observe que, como 6(§) = 1, a condicado
df(&,-) = 0 é equivalente a pedir que a derivada de Lie L¢f se anule, i.e., que
o fluxo de & preserve §. Chamamos & de campo caracteristico de (M, D, g)
correspondente a #. Usando o campo vetorial caracteristico £, obtemos uma
extensao de ¢g a uma métrica riemanniana em M (também denotada por g),
fazendo g(£,&) =1e g(§,D) = 0.

Observe que, como w, = —df,|p, «xp, ¢ uma forma simplética em D,,
existe uma tunica estrutura complexa J, em D, que é ortogonal (ou anti-
simétrica) com respeito ao produto interno g, e tal que w; (-, J;+) é um pro-
duto interno positivo definido (explicitamente, seja H, o operador g,-anti-
simétrico em D, com w, = g(H,-,-) e tome J, a componente ortogonal na
decomposigao polar de H;). Chamamos J de estrutura complexa caracteris-
tica de (M, D, g).

Nota 6.1.1. Em geral, nao € verdade que g(J-,-) é um multiplo escalar de
df|pxp, no entanto isso vale nos modelos considerados na Segcao 6.4; mais
especificamente, em tais modelos vale a sequinte igualdade:

WOlpp = ~29(J-,). (6.2)
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Denote por G = U(n) o subgrupo de Lie de GL(2n + 1) definido por:

GZ{G (1’> :TeU(n)}, (6.3)

onde U(n) denota o grupo das isometrias lineares 7' : R?" — R?" que comu-
tam com a estrutura complexa canénica J : R*® — R?" definida por:

J(z,y) = (—y,x), =z,y€R" (6.4)

Assim temos uma G-estrutura P em (M, D, g) formada pelos isomorfismos
lineares p : R?"*! — T, M tais que:

e p leva o produto interno canénico de R?®*! na métrica riemanniana
de M;

e p leva o tltimo vetor da base canonica de R*"*! em &(z);

e a restricao de p ao espago gerado pelos primeiros 2n vetores da base
canonica de R?"*! leva a estrutura complexa (6.4) na estrutura com-
plexa caracteristica de (M, D, g).

Chamamos, entao, P de G-estrutura caracteristica de (M, D, g).

Temos aqui o seguinte teorema demostrado em [10, Teorema 1.1]:

Teorema 6.1.2. Dada uma variedade sub-riemanniana de contato (M, D, g)
com 6 uma 1-forma caracteristica e £ o correspondente campo caracteristico,
existe uma unica conexao V em TM tal que:

(a) D é V-paralela, i.e., a derivada covariante de um campo vetorial ho-
rizontal (ao longo de qualquer campo vetorial de M ) € horizontal, de
modo que V se restringe a uma conexdo no fibrado vetorial D;

(b) o campo vetorial caracteristico & e a métrica sub-riemanniana g sao
paralelos;

(c) T(X,Y) =dO(X,Y)E, para X, Y em D, onde T denota a torgao de
V;

(d) o endomorfismo T(&,-) de TM preserva D e sua restri¢io a D € g-
simétrica.
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A conexao dada pelo Teorema 6.1.2 é chamada de conexdo adaptada da
variedade sub-riemanniana (M, D, g) e é interessante notar que tal cone-
xao nao depende da escolha da 1-forma caracteristica 6. O endomorfismo
g-simétrico T(,-)|p de D é chamado de sub-tor¢ao de (M, D, g) e é aqui de-
notado por 7; observe que, como T(&,€) = 0, o endomorfismo T(&, ) de TM
é simétrico em relagdo a métrica riemanniana g. Obviamente, como &, D e a
métrica sub-riemanniana g sao V-paralelos, também a métrica riemanniana
g € V-paralela. Denotemos por V*° a conexao de Levi-Civita da métrica
riemanniana g. Pode-se provar (ver [10]) que:

VxY = 7P (VEY), (6.5)

onde X, Y sdo campos vetoriais horizontais e 77 denota a projecao ortogonal
em D. Também vale que:

VeX = [§ X] + 7(X),

onde X é um campo vetorial horizontal. O tensor 7 é, entdo, relacionado &
derivada de Lie de g pela féormula:

9(m(X),Y) = 3(Leg) (X, Y), (6.6)
para X, Y em D.

Nota 6.1.3. Dada uma variedade sub-riemanniana de contato (M, D, g) com
forma caracteristica 0 e campo caracteristico £, também pode-se considerar
uma extensio de g a wma métrica lorentziana g¢ fazendo g“(¢,6) = —1 e
g (€, D) = 0. E interessante notar que o lado direito de (6.5) ndo se altera
se VY ¢ substituida pela conexio de Levi-Civita de g%, como facilmente se
observa utilizando a formula de Koszul. Além disso, ambos os lados de(6.6)
ndo se alteram se g € trocada por g%. De fato, observe que g — g% =26 ® 6
e, portanto, sua derivada de Lie ao longo de £ € zero.

6.2 Imersoes Isométricas de Variedades Sub-Rie-
mannianas

Sejam (M, D, g), (M°, D, g°) variedades sub-riemannianas. Por imersdo

isométrica de (MY, D% ¢g%) em (M, D, g) entendemos uma aplicacao diferen-

ciavel f: MY — M tal que:

dfe(DY) = Dy N dfo(TeMP) (6.7)
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9f(x) (df($) U, df(l‘) : w) = gg(U, ’LU),

para todos z € MY, v,w € DY. Assuma agora que (M, D, g) ¢ uma variedade
sub-riemanniana de contato munida da conexao adaptada V e com a exten-

sao riemanniana de g discutida na Segao 6.1. Definimos o fibrado normal
f+ — MY fazendo:

fo = dfo(TuMO)* C Ty)M,

para todo z € M?, onde L é tomado com respeito a extensdo riemanniana
de g. A segunda forma fundamental:

o T MO x T,M° — ft, e M,
para a imersao isométrica f é definida por:

af(X7 Y) = proj ;. [VX (df(Y))}v

onde X, Y sdao campos vetoriais lisos de MY e proj s1 denota a projegao
ortogonal em f1. Como D & V-paralela e df(D°) C D segue que:

ol (DY x DY) € Dy = £(f(2)) T, (6.8)

onde ¢ denota o campo vetorial caracteristico de (M, D, g).

Assuma que ambos (M, D,g) e (M°,D° ¢") sejam variedades sub-rie-
mannianas de contato e que a imersdo isométrica f : M9 — M satisfaz:

dfs (€(x)) = €(f(2)), (6.9)

para todo z € MY, onde &% denota um campo vetorial caracteristico de
(MY, D° g%). Nesse caso dizemos que f é uma imersdo isométrica de varie-
dades sub-riemannianas de contato. Segue, entao, de (6.9) que f é uma imer-
sao isométrica entre as variedades riemannianas obtidas ao considerarmos as
extensoes riemannianas de ¢° e g. O fibrado normal f' é simplesmente o
fibrado normal da imersao isométrica riemanniana, no entanto observamos
que a segunda forma fundamental of nédo coincide com a segunda forma
fundamental da imersdo isométrica riemanniana uma vez que sua defini¢do
usa a conexao adaptada de M, e nao sua conexao de Levi-Civita.

Nota 6.2.1. Como & é V-paralela, seque de (6.9) que of (-,£°) = 0.

Temos o seguinte:
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Lema 6.2.2. Se f: M? — M ¢ uma imersio isométrica de contato entio:

(a) f*0 = 6°, onde 6° e § denotam as 1-formas caracteristicas de MY e
M, respectivamente;

(b) a restri¢io da sequnda forma fundamental of a DO é simétrica e, se a
sub-torcio T de M se anula, entao of ¢ simétrica;

(c) df(V4Y) = Vx (df(Y)), para quaisquer campos vetoriais X, Y em
MP, onde V° e V denotam as conexdes adaptadas de M° e M, respec-
tivamente;

(d) df (7%(X)) € a projegio ortogonal sobre df(TM°) de 7(df(X)), para
qualquer X em D°, onde 7° e T denotam, respectivamente, as sub-
torcoes de M° e M.

Demonstracdo. Segue de (6.7) que Ker(f*0) = D° e de (6.9) temos que
(f*0)(£) =1, de modo que f*0 = 6°, o que prova (a). Se X, Y sdo campos
vetoriais lisos de MY entdo:

Vx(df(Y)) = Vy (df(X)) = df([X,Y]) + T(df(X),df(Y)),
onde T denota a torcao de V; assim:
ol (X,Y) — o/ (V,X) = proj ;. (T(df(X),df(Y))) (6.10)

e, se X, Y sao secoes de DY, T(df(X),df(Y)) é paralela a & = df(¢°), de
modo que o lado direito de (6.10) se anula. Quando X = ¢° e a sub-torcdo 7
se anula entao, novamente, o lado direito de (6.10) se anula. Isso demonstra
(b). Para provarmos (c), seja V* a conexdo em T M correspondente pelo
isomorfismo de fibrados vetoriais df : TM® — df(TM°) a conexdo em
df(TM®) c f*(T'M) obtida tomando-se a projecao ortogonal de f*V sobre
df(TM®). E suficiente mostrar que V* se iguala a VY, i.e., que V* satisfaz
as condigoes que caracterizam a conexao adaptada (ver o Teorema 6.1.2). O
fato de g ser paralela com respeito a V e o fato de que df : TM? — df (T M?)
mapeia ¢° na restricio de ¢ implica que ¢ é V*-paralela. Também, como
¢ & paralelo com respeito a V, a equacgdo (6.9) implica que ¢° é V*-paralelo
(de modo que ambas D° e a métrica sub-riemanniana ¢° sdo V*-paralelas).
Finalmente, calculamos o tensor tor¢ao T* de V* da seguinte maneira:

Af(T*(X,¥)) = proj [Vx (d£(Y)) — Vy (dF(X)) — df ([X.Y])]
= proj; [T(df(X). df(¥))],
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onde X, Y sdo campos vetoriais em M? e proj ¢ denota a projegao orto-
gonal sobre df(TM?). Segue facilmente de (6.9) e de (a) que T*(X,Y) =
d6°(X,Y )€ para X, Y em DY. Além disso, se identificamos DY com d f (D),
a funcio T* (€9, -)|po se identifica com a composicio de T (&, -)|po = T|po com
a projecio ortogonal sobre DY. Isso mostra que T*(£%,-)|po é um endomor-
fismo linear g°-simétrico de D° concluindo a demonstracio de ambos (c) e

(d). 0

Suponha dada uma imersao isométrica f de uma variedade sub-rieman-
niana (M?% D° ¢°) numa variedade sub-riemanniana de contato (M,D,g).
Obtemos, entdo, a conexdo normal V+ de f no fibrado normal f+ — M°
pela projecao ortogonal da conexao adaptada V.

Nota 6.2.3. Observamos que a estrutura riemanniana em f+ obtida pela
restri¢ao g € paralela em relagio a conexdo normal V.

6.3 (U(n) x 1)-estruturas - Inner Torsion

Seja w: V — M um fibrado vetorial de posto 2n + 1 sobre M. Defina:

o= {(T ")ireum).

gz{( S 0);Séanti—simétricaeSoJ:JOS}.

Temos entao:

0 0

Seja P uma G-estrutura em V. Sejam g uma métrica riemanniana em
V, V uma conexao em V, £ : M — V uma secdo unitaria do fibrado V e
J uma estrutura quase complexa em +. Defina J € Lin(V') de modo que
Jler = J e J(€) = 0. Seja, entdo, p: &) — V @ Lin2(V x V,R) & Lin(V)
definida da seguinte forma:

Afirmamos que p é bem definida e injetora.

Se T' € gy fica claro que (T'(§), —[g(T",-) + g(-,T")], [T, J]) =0, pois T é
anti-simétrico, comuta com J e T'(§) = 0. Reciprocamente, se p(T +gy) = 0
entao T' é anti-simétrico, comuta com J e T'(£) = 0, donde temos que T' € g,,.

Como p é linear, da reciproca segue sua injetividade.
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Sejam s : U C M € P uma se¢ao de P, I'y : T,M — gl(V) o tensor
de Christoffel associado a s e 3L : T,M — % a inner torsion de P em
x € M. Lembrando que 3% (v) = (T';(v) + gv), quaisquer que sejam z € M
e v € T, M, observa-se:

po T3 (v) = (Ta(v,€), ~[g(Ta(v) ) + 9(-, Ta(v)-)], [Ca(v), J])-

Note que se € é uma secao s-constante de V, i.e., e(y) = (s(y) os(x)™1) - e(x)
(para todo y € U), de Ve = 05e + I';(v, e(z)) segue que Vye = I'y(v, e(x)),
para todos x € U, v € T, M. Como & é uma segao s-constante de V temos
que V& =Ty (v,§).

Por sua vez, para u; e ug, segdes s-constantes de V', temos que g(uy, u2)
¢é constante, e, entao:

(vvg)(ul,UZ) + g(rz(l},ul), UQ) + g(u1, Fx(vau2)) =0

Além disso, observamos que € se é se¢io s-constante de V, J (¢) também o é.

Desta maneira segue de (V,J) = J,(Vye) — Vo (J(€)) que [Ty (v), J] = V,,J.
Assim, das observagoes acima, segue que:
po 3L (v) = (Vo&, Vug, Vi) (6.11)

paratodosz € M ev e T, M.

6.4 Modelos com curvatura holomorfa constante

No que se segue apresentamos trés exemplos de variedades sub-riemannia-
nas de contato (M, D, g) cuja sub-tor¢ao 7 é nula e cuja curvatura seccional
holomorfa é constante, i.e., existe ¢ € R tal que:

6(Ra(X, (X)) X, T(X)) = —cg(X, X)*, (6.12)

para todo z € M e todo X € D,, onde R denota o tensor curvatura da
conexao adaptada, escolhido com a seguinte convencao de sinais:

R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X,Y]Z

Toda variedade sub-riemanniana de contato com sub-tor¢ao nula e curvatura
seccional holomorfa constante é localmente equivalente (a menos de um es-
calar que multiplique a métrica) a um dos trés exemplos abaixo apresentados

([10]).
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6.4.1 O modelo de curvatura zero: grupo de Heisenberg sub-
riemanniano

Denote por w : R?" x R?® — R a forma simplética canonica de R?*"
definida por:

w((x,y), (x/7y/)) = (Qf,y/) - <$/,y>,

para todos z,y,2’,y € R™, onde (-, -) denota o produto euclideano candnico
de R™. O n-ésimo grupo de Heisenberg é o grupo de Lie:

H2n+1 — RZI’L X ]R,
munido do produto:
(z,t) - (2,t) = (z +2t 4+t +w(z,z’)), 2,2 e R*™, t,t' e R.

Sua algebra de Lie é:
h" = R* x R

munida do colchete de Lie:
(2, T),(Z,T)) =2(0,w(Z,2"), Z,Z' €R*™ T, T €R.
Consideramos a distribuicao invariante & esquerda D em H?"*!:
Do) = R*" x {0}

munida da métrica sub-riemanniana invariante a esquerda g tal que g )
é o produto interno euclideano de D) = R?". Escolhemos a 1-forma
caracteristica § como a 1-forma invariante a esquerda em H?"*! tal que:

0(0,0)(Z7 T) = T7 S R2n7 T € R.
Assim, a 2-forma df é a 2-forma invariante & esquerda em H?"*! tal que:
d000)((2,7),(Z,T") = —2w(2,2'), Z,Z' € R*", T,T' € R,

e o campo vetorial caracteristico é o campo invariante & esquerda & em H2"t!
tal que:

0,0 = (0,1).

A estrutura complexa caracteristica de H*"*1 é o endomorfismo invariante
a esquerda de D cujo valor em (0,0) pode ser identificado com a estrutura
complexa canénica de R?" (lembre-se de (6.4)). A conexdo adaptada V
de H?"*! ¢ simplesmente a conexdo invariante a esquerda canonica, i.e., a
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conexao para a qual campos vetoriais invariantes & esquerda sao paralelos.
A sub-torcao 7 é zero e o tensor de curvatura R de V é zero.

Mostremos que H?"*! munido da conexdo adaptada e da G-estrutura
caracteristica é homogéneo, i.e., tal que difeomorfismos afins que preser-
vam a G-estrutura agem transitivamente em referenciais que pertencem a
G-estrutura. Note que uma vez que translacoes a esquerda de H?"t! sdo
difeomorfismos afins que preservam G-estrutura, temos que mostrar apenas
que difeomorfismos afins que preservam G-estrutura agem transitivamente
em G-referenciais na identidade (0,0). No entanto é facil ver que o proprio
grupo G (ver (6.3)) consiste de automorfismos de grupo de H?"*1. Usando
isso podemos facilmente mostrar que ele consiste de difeomorfismos afins que
preservam G-estrutura. O grupo G obviamente age transitivamente em G-
referenciais na identidade. Os tensores caracteristicos de H?"*! sdo dados
por:

To((2,1), (2,1)) = =2(J(2),2/)(0,1), 2,2/ € R*, t,¢' €R,

onde J é a estrutura complexa canoénica de R?" e (-,-) é o produto interno
euclideano de R?".

6.4.2 O modelo com curvatura positiva: esfera sub-rieman-
niana

Denote por:
Sl — {z € R¥2: (2, 2) = 1}

a esfera unitaria de R*"*2, onde (-, -) denota o produto euclideano canénico.
Denote por J : R*"*2 — R?"+2 a estrutura complexa canoénica de R2?"+2

(ver (6.4)).
Consideramos a distribuicdo D em $2"*! definida por:
Dz — TzSQnJrl N J(Tz52n+l> — {27 J(z)}J‘, = S2n+17

onde o complemento ortogonal é tomado em relagao a (-,-). A métrica sub-
riemanniana g é dada pela restrigao de (-,-) a D. A 1-forma caracteristica 6
em S?"+1 & escolhida de modo que:

0.(v) = (J(2),v), zeS& veT,sH =1
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sua diferencial exterior é dada por:
db. (v, w) = 2(J(v),w), =ze€ S*H v weT 8%,
e o campo vetorial caracteristico £ é dado por:
£(z) = J(z), =ze€8*tL

A estrutura complexa caracteristica de S?"*1 ¢ a restricdo de —J. A extensdo
riemanniana da métrica sub-riemanniana g é apenas a restricao de (,-).
Denotamos por V¢ sua conexao de Levi-Civita. A conexao adaptada V
pode ser escrita como:

V=V"+t

onde o tensor t é dado por:
HXY) = (J(X),Y)E, HX,8) =& X) =—J(X), € =0,

para todos X, Y em D. A sub-tor¢ao 7 se anula. O tensor de curvatura R
de V é dado por:

R(X,Y)Z =g(Y,2)X — g(X,2)Y —29(J(X),Y)J(Z)
+9(J(Y),2)J(X) — g(J(X),2)J(Y),

para todos X, Y, Z em D. Além disso:

Note que (6.12) vale para ¢ = 2.

A esfera S?"*! munida com a conexdo adaptada e G-estrutura caracte-
ristica é homogénea uma vez que o grupo U(n + 1) das isometrias lineares
de R?"*2 que comutam com a estrutura complexa candnica age em S2"+!
por difeomorfismos afins que preservam G-estrutura e age transitivamente
em referenciais que pertencem a G-estrutura. Os tensores caracteristicos de
S2n+1 530 dados por:

Ro((21,11), (22, 12)) (23, t3) = (22, 23)(21,0) — (21, 23)(22,0)

— 2<J(Zl),22>(J(23),0) + <J(22),23> (J(Zl),())
- <J(Zl),23>(J(ZQ),0),
3, =0,

To((Zﬂ t), (Z/, t/)) = _2<J(z)7 Z/>(07 1)7
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para todos z,z1,22,23,2 , 21,25, 25 € R*™, t,t1,t2,t3,t' € R, onde J é a
estrutura complexa canénica de R?" e (-,-) é o produto interno euclideano

de R?".

6.4.3 O modelo de curvatura negativa: anti-de Sitter sub-
riemanniano

Denotaremos aqui por (-,-) a forma bilinear simétrica em R?"*? definida
por:

n+1

!/ / / !/ / !/
(2,2) = =212 — Zn422p 40 + E (2i2; + Znt14i Zny114)y %2 €
i=2

R2n+2

Seja:
C*Hl =Ly e R*™2: (2,2) = —1}.

A restrigio de (-,-) a C*"*! & uma métrica lorentziana e essa variedade
lorentziana é conhecida como o espaco-tempo anti-de Sitter. Note que C27F1
ndo é simplesmente-conexo ja que é difeomorfo a R?" x S*.

Denote por J : R?"*2 — R2?"*2 3 estrutura complexa canonica de R?"*2
definida como em (6.4). Note que J ¢ simultaneamente anti-simétrico e orto-
gonal em relagdo a (-, -). Consideramos a distribuicio D em C?"*! definida
por:

D, = T.C*"" N J(T,C* ) = {2, J(2)}, ze 0L

onde o complemento ortogonal é tomado em relagao a (-,-). A métrica sub-
riemanniana g é dada pela restrigdo de (-,-) a D. Note que como, para
z € C?" o espaco gerado por z e J(z) é negativo para (-, ), a restricio de
-,y a {z,J(2)}* é positiva definida.

A 1-forma caracteristica # em C?"*! ¢ escolhida de modo que:
0.(v) = (J(2),v), ze O™ veT,C?tl = 1
sua diferencial exterior é dada por:
do, (v,w) = 2(J(v),w), z¢€ C* ! v weT,C*H
e o campo vetorial caracteristico & é dado por:

£(z) = —J(2), ze€C*™
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A estrutura complexa caracteristica de C?"*! ¢ igual a restricio de —.J.
A extensao lorentziana da métrica sub-riemanniana g (ver Nota 6.1.3) é
simplesmente a restrigdo de (-,-). Denotamos por V*© a conexao de Levi-
Civita da extensado lorentziana. A conexdo adaptada V pode ser escrita
como:

V=Vtt

onde o tensor t é dado por:
HX,Y) = (J(X),Y)E, X, §) =& X) = J(X), &€ =0,

para todos X, Y em D. A sub-tor¢do 7 se anula. O tensor de curvatura R
de V é dado por:

R(X,Y)Z = g(X, 2)Y — g(Y, Z)X +2g(J(X),Y)J(Z)
—g(J(Y), 2)J(X) +g(J(X), Z2)J(Y),

para todos X, Y, Z em D. Além disso:
R(&,) =0, R(,-)§=0.
Observe que (6.12) vale para ¢ = —2.

O espaco C?"*! munido da conexdo adaptada e da G-estrutura caracte-
ristica é homogeéneo ja que o grupo U(n, 1) das isometrias lineares de (-, -)
que comutam com a estrutura complexa canonica de R*"*? age em C?n+!
por difeomorfismos afins que preservam G-estrutura e age transitivamente
em referenciais que pertencem a G-estrutura. Os tensores caracteristicos de
C?"+1 530 dados por:

Ro((21,11), (22, 12)) (23, t3) = (21, 23)(22,0) — (22, z3)(21,0)
+2(J(21), 22) (I (23),0) = (J(22), 23) (J(21),0)
+ <J(Z1),23>(J(ZQ),O),

TO((Z, t), (Z/, t/)) = _2<J(Z)7 Z/>(O7 1)a

para todos z, 21,29, 23,2, 21, 2h, 24 € R?", t,t1,te,t3,t' € R, onde J & a
estrutura complexa canénica de R?" e (-,-) é o produto interno euclideano

de R?",
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6.5 Imersao Isométrica de Variedades de Contato
nos Modelos Curvatura Holomorfa Constante

Descreveremos nesta secao o problema de imersao isométrica de varie-
dades sub-riemannianas de contato em variedades sub-riemannianas de con-
tato com sub-torcao nula e com curvatura holomorfa constante com segunda
forma fundamental, conexao normal, campo vetorial caracteristico e estru-
tura complexa caracteristica previamente fixados.

Usaremos a notacio Q*"*! quando quisermos, coletivamente, nos referir
aos trés modelos de variedades sub-riemannianas de contato com sub-torgao
nula e curvatura holomorfa constante como apresentados na Secao 6.4. De-
finimos:

2n+1 __ 2n+1 2n+1 _ @2n+1 2n+1 __ ~2n+1
QO =H Ql =S Q_1 =C .

9 I

Denotamos por € o campo vetorial caracteristico de Q2"+, por V a conexao
adaptada de Q?"*! e por J a estrutura complexa caracteristica de Q***1.

Assuma dados os seguintes objetos:

1. uma variedade sub-riemanniana de contato (MY, D% ¢%) de dimensao
(2k + 1), com campo vetorial caracteristico £°, conexdo adaptada V°
e sub-torgao nula (k < n);

2. um campo vetorial E — M9 sobre M° de posto 2(n — k);
3. uma estrutura riemanniana g¥ em E;
4. uma conexdo V¥ em E para a qual g¥ é paralela;

5. um tensor liso a tal que, para todo z € M°, ¥ : T,M° x T,M" — E,
¢ uma aplicacio bilinear simétrica cujo niicleo contém £°(z);

6. um endomorfismo liso J do fibrado vetorial D° & E tal que, para todo
r € M° J, é uma estrutura complexa em DY @ E, ortogonal com
respeito a g0 @ gF.

Uma solugdo para o problema de imersao isométrica sub-Riemann/sub-
Riemann em Q*"*! para os objetos acima é um par (f, L), onde f : M —
Q?*1 ¢ uma imersio isométrica de variedades sub-riemannianas de con-
tato, L : E — f+ é uma isometria de fibrados vetoriais e onde as seguintes
condigOes sao satisfeitas:
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e Lleva VE em V*;

0 f

e L,0al = aj, para todo x € MY;

e a restricio de df, @ L, : T,M° @ E, — Tf(x)QE"H a DY E, (cuja
imagem é automaticamente Df(l,)) leva jm em Jy(z).

Note que as hipoteses de que (M?, DY, g%) tem sub-tor¢ao nula, que g¥ é
V¥-paralela e a hipotese de que a é simétrica sio necessarias a existéncia de
solucdo para o problema de imersao isométrica sub-Riemann/sub-Riemann
(ver parte (d) do Lema 6.2.2, Nota 6.2.3 e parte (b) do Lema 6.2.2).

Denote por 6° a 1-forma caracteristica de (M°, D, g°); segue da parte (a)
do Lema 6.2.2 que se (f,L) é uma solugao para o problema de imersao
isométrica sub-Riemann/sub-Riemann entdo f*§ = 0% e f*dé :AdHO. Como
Afe @ Ly : TeM® @ Ep — Ty(y Q2" leva g2 @ g2 em gy(p) e Jo em Jyy,
segue de (6.2) que:

63| poxpo = —2(gy @ 98 (To, Do xpo, (6.13)

para todo 2 € M. Denotando por H% endomorfismo linear anti-simétrico
de D° definido por:
—d6°|poypo = g°(H’-, )

entdo, segue de (6.13) que J:D"oE D '@ FE pode ser decomposto da
seguinte maneira:
1170 t
~ sHY —J
J |2 ', (6.14)
J1 Jo

onde J; : DY — E é um morfismo de fibrado vetorial, Ji : E — D° denota sua
transposta e Jo : £ — E é um morfismo anti-simétrico de fibrado vetorial.

6.5.1 Existéncia de Solucao para o Problema de Imersao Iso-
métrica

Teorema 6.5.1. Assuma dados os objetos (1)—(6) para o problema de
imersao isométrica sub-Riemann/sub-Riemann com J decomposta como em
(6.14). Assuma que M° ¢ simplesmente-conexa. Entio existe uma solugdo
f:M — Q» L. E — f*, para o problema de imersio isométrica
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sub-Riemann/sub-Riemann se e somente se as sequintes condigoes sao satis-
feitas:

99 (R(21,22)23, 21) = gr (ad(22, 23), (21, 24))
— g5 (a(21, 23), a2 (20, 24))
+c[g) (22, 23) g5 (21, 24) — 92(21’ 23)90(22, 24)

6.15
ng(Hg Zl 722) ( ) ( )
+ 4990( z(22) 723)9x(H0 (21) 24)
590 (H(21), 23) g5 (H(22), 24) ]
RY(&(x),21)22 = 0, (6.16)
(V2a®)u (21,22, 23) = (VE")a(22, 21, 23)
= c[~g) (H)(21), 22) J1(23)
+ 5 95 (Hy(22), 23) J1(21) (6:17)
— 3 92 (H3(21), 23) J1(22)],
(VEa®), (%(x), 21, 22) =0, (6.18)
9 (R (21, 22)¢, e) = gg(Ag(zg,e zl, '))
—92(142(21’6 9(22,€))
+e[—gh (Hy (1) 22)995 (Ja(e), ¢ (6.19)
+ 97 (J1(22), €) g (Ji(21), €)
)76/)]>

—g¥ EJl ), €) g% (J1(z2
R (&%(x),21)e =0, (6.20)
392 (VOH)o (21, 22), 23)

= g5 (a9(z1,23), Ji(22)) — g5 (221, 22), Ji(23)),
(VOH)2(8%(2), 21) =0, (

5 o (21, H)(22)) 4+ (VOI1)(21, 22) = Ja(ad (21, 22)); (
(Vo) (€ (), 21) = 0, (6.

(

(

(6.21)

e
o
w

.CDO)
N DN
ST

S &8 =2 & r

gf((VEJQ)(Zhe)v ) =Yz ( (217J1< )) ) — Gz ( (zlel( )) 6)7
(VE12) (€ (), €) =0,
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para todos x € MO, 21, 29,23,24 € DY, €,€ € E,, onde R denota o tensor

curvatura de V°, R denota o tensor curvatura de V¥, A : T,M° x E, —
T,M° denota a aplicagdo bilinear definida por:

gf(ag<21722)75) = —92(142(2175)722)a z1,%22 € TmMa €€ Ez:

V® denota a conexio em (TM%)* @ (TM°)* ® E induzida por VO e VF, e
Vv denota a conerdo em (D°)* @ E induzida por VO e V¥.

Demonstragao. Esse teorema é aplicacao direta do Teorema 2.8.1 (ver tam-
bém [18, Nota 7.5]). Considere o fibrado vetorial E = TM° & E sobre M
munido da conexdo V que torna ¢ @ g¥ paralela e que tem como componen-
tes VO, VP e o, Seja G o grupo de Lie definido em (6.3). Lembre-se de que
a variedade sub-riemanniana de contato @*"*! ¢ munida de sua G-estrutura
caracteristica P e que a tripla (Q?"*!, V, P) é homogénea. Munimos o fi-
brado vetorial E com a G-estrutura P formada pelos isomorfismos lineares

p: R S B 2 e MO, tais que:
e p leva o produto interno canénico de R?**! em ¢2 @ gf ;
e p leva o tltimo vetor da base canonica de R*" ! em £%(z);

e a restricao de p ao espago gerado pelos primeiros 2n vetores da base
canonica de R?"! leva a estrutura complexa (6.4) em J,.

Agora, o Teorema 2.8.1 afirma que a existéncia de uma solugao (f, L) para o
problema de imersao isométrica sub-Riemann/sub-Riemann é equivalente as
equagoes (2.15)—(2.21). Por calculos diretos pode-se observar que a equagao
(2.15) ¢ equivalente ! a (6.15) e (6.16), a equacdo (2.16) é equivalente a (6.19)
e (6.20), as equagdes (2.17) e (2.18) s@o equivalentes a (6.17) e (6.18). A
equagao (2.19) é automaticamente satisfeita ja que a D-componente de J
foi escolhida de modo a ser igual a 3 H? (ver (6.14)) e porque a sub-tor¢ao de
M"Y se anula. A equagdo (2.20) é satisfeita pela simetria de a’. Finalmente,
a equagao (2.21) é equivalentes as seguintes condigoes:

(a) ¢° @ g% ¢ V-paralela;
(b) €0 ¢ V-paralelo;
(c) J & V-paralelo.

A condigao (a) é garantida pela construcao de V. A condigao (b) segue do
fato de que €0 ¢ VO-paralela e de que £° esta no nicleo de . Finalmente,
a condica@o (c) é equivalente as equagoes (6.21)—(6.26). O

!Tenha em mente que, como £° é V°-paralelo, temos R°(-,-)¢% = 0.



Capitulo 7

Familia Associada a uma
Superficie Minima

7.1 Deformagoes Minimas que Preservam G-estru-
tura

O intuito desta secao reside em apresentar, para uma dada superficie
minima imersa num espago ambiente de inner torsion nula, uma familia a 1
parametro de imersdes minimas no mesmo ambiente. Considere (M, V, P)
uma variedade riemanniana infinitesimalmente homogénea com G-estrutura.

Sejam (M, g) uma superficie de Riemann (com J sendo sua estrutura
complexa paralela), e I : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica RF
(k = 7 — 2) munido de uma estrutura riemanniana g”. Considere o fibrado
vetorial E = TM & E munido de estrutura riemanniana g cujas restricoes
a TM e FE sdo g e g¥ respectivamente e tal que TM e E sejam ortogo-
nais. Seja PcC FRO(E) uma G-estrutura em L. Seja o uma secdo lisa de
Lin5(TM, E) tal que 27,2:1 a%(X;, X;) = 0, para todo x € M e toda base or-
tonormal (X1, X») de T, M. Suponha que (M, g, a®, ﬁ) satisfaca as equagoes
de compatibilidade para o problema de imersao isométrica em (M”,v, P),
entao o Teorema 2.8.4 nos mostra a existéncia de uma imersao isométrica
(local) que preserva G-estrutura minima (f,S) de M em M.

Comecemos o estudo das familias associadas a (f, S) provando o seguinte:

Proposigao 7.1.1. Suponha (M,g,ozo,lg) como descrita acima. Para 0 €
St, defina:
O‘%H('v ) = OZ?C(-, 6—9‘]')
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= {p € FRO(A)- = (ea‘] @ Ig)op, ondep € ]3}
Entao a%‘) € simétrico, Z - a(X;, X;) =0 e (M, g),aoﬂ,ﬁg) satisfaz as
equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para M.

Demonstracdo. Provemos inicialmente que a%@ é, de fato, simétrico e que
2 0,0 _
S2 L a%(X;, X;) = 0.

1=

Seja (v, Jv) uma base para T.M. Para provarmos a simetria de age €

suficiente mostrar que oy (v Jv) = oY (Jv v). Uma vez que vale a igual-
dade 27 | a%(X;, X;) = 0 para todo = € M e (X1, X3) uma base ortonormal
para T, M, temos que a(v,v) = —a’(Jv, Jv). Entdo:
o2 (v, Jv) = (cos0)a® (v, Jv) — (sin 0)a’ (v, —v) =
= (cos 0)a(Jv,v) — (sin )’ (Jv, Jv) = a2?(Jv,v).
Para provarmos que 2?21 a%?(X;, X;) = 0 para todo € M e (X1, X3) uma
base ortonormal de T, M, observe que:
a2 (v, v) + a%? (Jv, Jv) = (cos0)al (v, v) — (sin)al (v, Jv)+
+ (cos0)al (Jv, Jv) — (sin0)al(Jv, —v) =
= (cos 9)(@2(2}, v) + a2 (J, Jv)) =0
Seja (e;)!—" uma base ortonormal para E. Sejam S; e Sf, i1=1,...,n—
n, os campos de operadores simétricos em T'M definidos por al(-,-) =

S G (Si(), Ve e aY?(,) = S g.(S?(), Jei. B imediato ver que
Sle = 66‘]5’1.

Para provarmos que a equacao de Gauss continua sendo satisfeita por
(M, g,a% Pp), seja u,v € TM uma base ortonormal para T,M. Como
dim(M) = 2, é suficiente mostrar que a igualdade:

9y [ Ry (o0(u) )09( ),00(v)] = go(Ra(u,v)u, v)
—gz( a2’ (v,w), a2 (u,v)) + ga (0 (u, w), a2’ (v, ) (7.1)

para toda oy : Ex — T yﬂ, aplicacao que preserva G-estrutura que relaciona
(Py)s e Py, pode ser escrita como:

2
K(op(T,M)) )= (90 v)2+
i=1

2
92(Si0(u),u) - g (Sip(v),0)) = K (2) + ) det(Sip)
i=1
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para toda oy : EJC — Tyﬂ, funcao que preserva G-estrutura que relaciona
(139):5 a Fy, onde denotamos por K e K as curvaturas seccionais de M e M
respectivamente E facil ver que det(S;9) = det(S;). Observe agora que para
toda oy : E — T, M, funcio que preserva G-estrutura que 1 relaciona (Pg)
a Py, existe uma aplicacao que preserva G-estrutura o : E — T, M que
relaciona P, a Py etal que og(e?’@Ig) = 0. Obviamente og(TM) = o(TM).
A equacio de Gauss para (M, g,a”, ]3) é

K(o(T,M)) —|—Zdet

de onde segue que (7.1) vale, i.e., (M, g,a%?, ]39) satisfaz a equacao de Gauss.
De modo a provarmos a validade da equacao de Codazzi para (M, g, a%?, Py)
note que:

(V®a0 N e (v, w u) = VEL (w,u) — 29V, W, u) — a2l (w, V,U)
f( cos 0)al (w, u) — (sin@)a(w, Ju)) — (cosf)a O(V, W, u)+
(sin 0)a(V, WJu) (cos 0)al(w, V,U) + (sin 0)al(w, JV,U)
(cosQ)(VE O(w,u) — a2 (Vo W,u) — ad(w, V,U))—
(sin0) (VEad (w, Ju) — aQ(V, W, Ju) — a2 (w, V,JU))

= (cos 0) (VL) (v, w,u) — (sin ) (V2a®) (v, w, Ju) (7.2)

para todos v, w,u € T, M e todo e € E/, onde W e U sao extensoes locais de
w e u respectivamente. Observe que usamos aqui VJ = 0. A Equagao (7.2)
implica que a equagao de Codazzi para (M, g, at?, 139) pode ser escrita como
se segue:

9y[Ry(0(v), o9(w))og(u), og(e)] =
(cos ) (gz((v@ao)z(v, w,u),e) — gz ((V2al) . (w, v, u), e))—
(sin 0) (9 ((V2a)e (v, w, Ju), €) — go((VZa?)z(w, v, Ju),€)) (7.3)

onde og : B, — Tyﬂ é uma aplicagao que preserva G-estrutura que relaciona

(Py), a P,

Como acima, dada oy : E — T, M, uma aplicacdo que preserva G-
estrutura que : relaciona (Pg)x e P,, considere a fungdo que preserva G-
estrutura o : B, — T,M que relaciona P, a P, e tal que og(e?”’ @ Ig) = 0.



CAPITULO 7. FAMILIAS ASSOCIADAS 105

Observe agora que, para v € T, M e a,b € Ex, temos:

9y[By(0(v),0(Jv))a(a),o(b)] = gy[Ry(00(v), 09(Jv))o(a),a(B)],  (7.4)

de fato:

9y[Ry (0 (v), 0(Jv))o(a), o(b)]
—gyry(ae BGJGBIE)( ), 76((” @ Ig)(Jv)))o(a), o (b)]
zgy[Ry((cosﬁ)ag( )+ (sinb)og(Jv), (cos B)og(Jv)— (sm@)ag(v))a( ) (b)]
zgy[(COSQG—I—Sin2 H)R ( g(v),00(J )) ( ), (b)]
=gy r ( ), 00 JU)) (a),a(b)].

Se u € T, M e e € E, usando a Equacao (7.4) é simples ver que:

gyry(UG ), 00( J”)) o(u )7‘79(@)] =
(cos0)gy [Ry(o(v),a(Jv))o(u),o(e)]
—(Sinﬂ)gy[Ry(a(v),a(Jv))a(Ju),J(e)]. (7.5)

Ja que (M, g,a?, ﬁ) satisfaz a equagao de Codazzi, as equagoes (7.3) e (7.5)
provam que (M, g, at?, Py) também o faz, como desejado.

Para verificarmos que (M, g,a%7?, Py) satisfaz a equagao de Ricci preci-
samos apenas observar que, para v € T, M ¢ e, ¢’ € E, temos:

Ty [Ry(a(v),J(JU))J(e),U(e’)] = gy [Ry(ag(v),ag(Jv))ag(e),09(6')], (7.6)

[ (RE(U w)e, e ) +gx(

ay’(v,e),ay’ (w,
= gF (RY (v, w)e

¢)
)—I—gm(ee‘] 0(
0J~ 0

) ( (w e), aoe(v e’)) =
e, e a ) 0J O )
_gm(e{)JaO( ) /): f( 6’)
+ g2 (ad (v, 6) Oéo( ¢')) —gx( (w,e), o(v,€)

para todos v,w € T, M e todos e, e’ € E. Isso prova que a equacao de Ricci
vale para (M, g,a%? Py), o que conclui nossa demonstracio. O

Nota 7.1.2. Como apresentado no Capitulo 1, Se¢ao 1.6, Dajczer e Gro-
moll provaram em [3] a existéncia de uma familia a 1 parametro de imersoes
minimas associadas a uma subvariedade real Kdhler minima de R"™. Em



CAPITULO 7. FAMILIAS ASSOCIADAS 106

sua prova eles demonstram que uma imersio isométrica f : M?" — R2"+P
€ minima se e somente se ela € circular, i.e., se a sequnda forma funda-
mental o satisfaz a(JX,Y) = a(X,JY) para X,Y € TM. Embora tal ca-
racterizacdo de minimalidade possa ser provada para subvariedades Kdhler
de variedades Kdhler arbitrdrias, nosso método de deformacao ndao produz
em geral uma familia associada de imersées minimas, jd que as equagoes
de Gauss, Codazzi e Ricci ndo parecem valer para os “dados deformados”
quando a dimensado da variedade de origem € maior que 2. Note que quando
dim(M) > 2, é dificil correlacionar as curvaturas g[R(o(-),o(-))o(),o(-)]
e g[R(og(:),00(-))o9(-),00(:)] como feito na prova da Proposi¢do 7.1.1.

Lema 7.1.3. Usando a mesma notacdo da Proposicdo 7.1.1, temos:

P _ x5 AP _ AP
x =Ad;0T; =T, oo

Ad,, 07
Demonstracao. Defina ¢ = (e @ Ip). A conexao v pode ser escrita como:
VxY = (VxYi +a%(X, Ya), VEY: + (X, 1))

para todo X € I'(TM) e todo Y = (Y1,Y3) € I(TM & E), onde a° ¢ a
secdo de Lin(T'M, E; TM) tal que g¥(a®(u,v),e) = g(a®(u, e),v) para todos
v,w € T, M etodo e € E.

No que se segue denotamos por VY a conexiio em E relativa a quadrupla
(M, g,0% By),ie., V&Y = (VxYi+a%(X, Y2), VEY2 +a?(X, V1)), para
todo X € T(TM) e todo Y = (Y1,Y2) € T'(E) (= T'(TM @ E). Para
compararmos ’313 e ’313 % provaremos que, para p € ]3, Wy =p'w e Wy = pywy
sa0 iguals, onde py = ¢op € Py. Para ¢ € F(E) defina €/ = gpoe € F(E’)
Observe que € € T'(Ep) definido como a representagdo de € com respeito
a p se iguala a representacdo de ¢’ em relacdo a py. De fato, pe_l o€l =

ptop logoe==¢ Entdo, parav € T, M, temos que:

Ve = p(x) [de, (v) + T, (v) - €(z)]

@569 = po(z) [dex (v) + @ (v) e(z)] = o(2) (p(z) [dex(v) + @ (v) - e(z)]).

Assim:
(Ve — 71V = p[(@,(v) — Do (v)) - e(x)]. (7.7)
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Por outro lado, se X e I'(TM) e Y = (Y1,Y32) € E=TM ® E, temos que:

Vho(Y) = (Vxe? Vi +af(X, Ya), VEYs + af(X, % 11)) =
= (VX1 + e ay(X, Ya), VEY: + ap(X, V1)) = 6(VxY). (7.8)

Note que, de fato, a%‘)(v, e) = e?7a (v, e) para todo v € T, M e todo e € E,

j& que, para todo w € T, M, temos:

9:(82° (v,€),w) = g7 (a2 (v,w), €) = g7 (g (v, e w), e)
= g.(3%(v,e), e % w) = g, ("% (v, ), w).
Desse modo, as equagdes (7.7) e (7.8) provam que w, = w’. Uma vez

que pg = ¢pope oy = ¢oo, facilmente vemos que fdpe = Aidquidp e
Ad,, = Ad,Ady. A situacao pode ser visualizada no seguinte diagrama
comutativo:

3Py —
~ g9 _— —_
E, Ty M —— gU(Eo) oo 0U(Eo) /9 e al(T, M) /gy
X TO’/__ ~Po \ ng
Ex e =(2g)x g[(EO) quocienteg[<Eo>/g Ep g[( x)/gac Adae
Ad
G ®
9l(Ey)/ 8z
W
o qual nos leva a:
Ad,, 03P’ =&d, 03P = 3P o, (7.9)
0 que conclui a demonstragao. O

Nota 7.1.4. O Lema 7.1.3 nos diz que a hipdtese (a) do Teorema 2.8.4 nao €
satisfeita quando o fibrado vetorial E' é munido da G-estrutura PY, a menos

. , 0 . L
que as inner torsions I e I¥ sejam ambas iguais a zero.

Corolario 7.1.5. Sejam (M™, g) uma variedade semi-riemanniana orientd-
vel, comn = 2, e J uma estrutura complexa paralela em relagcao a conexao de
Levi-Civita V de TM. Seja f uma imersao isométrica minima de M numa
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variedade também semi-riemanniana (M, g). Suponha M munida da cone-
zdo de Levi-Civita V e de uma G-estrutura P com 35 =0, para todoy € M,
e tal que a tripla (M, V, P) seja infinitesimalmente homogénea. Entdo existe

uma familia de imersées isométricas minimas fy de M na variedade M, com
6 St

Demonstragio. Considere o fibrado normal 7 : f+ — M associado & imersao
f: M — M. Seja o a segunda forma fundamental relativa a imersao f.
Denote por 1,1 a aplicagao identidade de f*. Considere em E=TM& ft
a G-estrutura P dada a partir de P pela composicao de seus elementos &
esquerda com a fun¢ao (df @ lfl)*l :TM — E, i.e. tome

P={peFR(E);p=df ®1;.) " opl,pe P}.

Temos, entdo, que (f, 1 fJ_) é uma solugao do problema de imersao isométrica
(semi-riemanniano) de (M, V, P) em (M,V, P) dados V+, at, gt.

Defina (M, g, o/, ﬁg), a partir de (M, g,a/, ]3), da maneira explicitada
na Proposicao 7.1.1. Do Lema anterior segue que 350 =3P = 0. Assim, a
primeira hipétese do Teorema 2.8.4 é satisfeita. Desse modo, a tese segue
imediatamente da Proposi¢ao 7.1.1 e do Teorema 2.8.4. O

7.2 Imersao Isométrica no Produto de Formas Es-
paciais

Tendo em vista aplicagoes ao nosso teorema, nessa secao consideraremos
o caso especial de imersoes isométricas numa variedade M dada pelo pro-
duto de duas formas espaciais de dimensoes ny e no. Mostraremos que a
natural O(R™) x O(R"?)-estrutura ¢ infinitesimalmente homogénea e tem
inner torsion nula.

7.2.1 Inner Torsion

Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica R™ e F um
subfibrado n-dimensional de E. Defina g como a estrutura riemanniana em
E e V uma conexao em E. Faca:

P =FR°(E;R™ @ {0}, F)

i.e., P & o conjunto de R"-referenciais ortonormais em E que levam R™ @
{0}"2 em F. Entao, P é uma G-estrutura em M com G o grupo de aplicagdes
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ortogonais de R™ que fixam R"™ @ {0}"2, i.e.:
G = O(R™R™ @ {0}") = O(R™) x O(R"™).

Para calcularmos J£ observe que nés temos G, = O(E,; F,). A algebra de
Lie de G, denotada por g, consiste dos endomorfismos lineares T : E, —
E, anti-simétricos (com respeito a g;) e que satisfazem T'(F,) C F,. Temos
0 seguinte isomorfismo:

al(Ey)/g: — sym(E,) @ Lin(F,, F}")
T+ger— (3(T+T*),2qs0 (T —T%)|F,)
onde q : E — F éaprojecio ortogonal, e T* : E,, — E, denota o transposto

de T com respeito a g,. Assim, podemos identificar JZ com uma aplicagdo
linear de T,,M no espago sym(FE,) @ Lin(F,, F;-).

Seja s : U — P uma secao local lisa com z € U. Como na Secao 3.1.1,
temos aqui:

1 . 1
S (Ta(e) + Tu(v)") = ~3 V0,
para todo v € T, M.

Considere a componente af € T'(Lin(E; F; F1)) de V em relagio a de-
composicao E = F @ F*. Esta é a sequnda forma fundamental com respeito
a decomposicio E = F @ F+. Dado e € F,, defina ¢ : U — E como em
(3.2). A representacao de e com respeito a s é constante e vale (3.3), para
todo v € T, M. Além disso, como s toma valores em FR°(E; R™ ¢{0}"2, F),
temos que €(U) C F. Assim:

Ve + F, = ol (v,e) € E,/F,.
Donde segue que:
q(Tz(v) - €) = ag(v, €),
para todos v € T, M, e € E,. E, entao:
%(Fm(v) - Fx(“)*) =Ty(v) — %vl}gv
para todo v € T, M.

E, se olharmos para V,g : E, X E; — R como um endomorfismo linear
de E,, teremos:

jCICD(’U) = (_%vvg7aF(’U7 ) + %q © VvQ’FZ)
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para todos & € M, v € T, M. Onde observamos que, 3 = 0 se e somente se
Vg=0eal =0, ie., se e somente se V é compativel com ¢ e a derivada
covariante de qualquer se¢ao lisa de F' é uma se¢ao lisa de F'.

7.2.2 Homogeneidade

Sejam (M;,V1) e (M2,Va) variedades afins com dim(M;) = n; (i €
{1,2}). Seja P; uma Gj-estrutura em M;, onde G; é um subgrupo de Lie
de GL(RR™). Denote por V a conexao em M; x My naturalmente induzida
por Vi e Vo. G = G x Gy pode ser (diagonalmente) identificado com
um subgrupo de Lie de GL(R"%"2) ¢ P = P; X P, torna-se, assim, uma
G-estrutura em M. Se (Mp,V1,Py) e (M, Vo, Py) sao homogéneas entao
(M,V,P) também o é.

Assim, se, para i = 1,2, (M;,g") ¢ uma variedade riemanniana com cur-
vatura seccional constante ¢; € R, V; é a conexao de Levi-Civita associada
a g' e P, = FR(TM;) ¢ uma O(n;)-estrutura em M;, entdo, se definimos
P e V como acima, (M, V, P) ¢ homogénea (e, portanto, infinitesimalmente
homogénea).

7.2.3 Teorema de Imersao em Produtos de Formas Espaciais

Seja (M,g) uma variedade riemanniana com dim(M) =n < 7 e conexao
de Levi-Civita V. Considere o fibrado vetorial E = TM & R"™" em M
munido da estrutura riemanniana g dada pela soma ortonormal de g e g®" ™"
Suponha dada uma secio lisa a® de Lin(T'M, TM; R"~"). Denotaremos por
V a conexdo em E que ¢ compativel com g e cujas componentes sao V,

VR 6 al. Seja F' um subfibrado vetorial de E.

Definigao 7.2.1. Dizemos que a quadrupla (M, g,a, F) satisfaz as equa-
coes de compatibilidade para M = My X Ms se as sequintes condi¢oes sao
obedecidas:

(a) A derivada covariante V de secoes de F' sao, também, secoes de F,
i.e., a sequnda forma fundamental do subfibrado F € nula;

(b) vale a equagao de Gauss;
(c) vale a equagao de Codazzi;

(d) vale a equagao de Ricci.
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Teorema 7.2.2. Assuma dada (M,g,a’, F) satisfazendo as equagdes de
compatibilidade para M = My x Ms. Entdo, para todo o € M, existe (f,S)
uma solugdo local do problema de imersao isométrica semi-riemanniano defi-
nido numa vizinhancga aberta de xg. Além do mais, se M é completa, conexa
e stmplesmente-conezra, entdo existe uma unica imersao isométrica global
(f,S) de M em M.

Demonstragao. Defina P = FR°(E;R™ & {0}, F). Entdo P é uma G-
estrutura em F, onde G é como definida na Subsecao 7.2.1, i.e.:

G = O(R™; R™ @ {0}"2) = O(R™) x O(R").

Como JF = 0, a hipdtese (a) do Teorema 2.8.4 significa que 3P = 0. Observe,
agora, que os célculos feitos na Subsegao 7.2.1 continuam validos para P.

Desse modo, J¥ = 0 se e somente se a distribuicio F ¢é @—paralela, ie.,
se a derivada covariante de se¢oes de F' sao ainda se¢oes de F', ja que V é
compativel com . O

7.3 Graficos Minimos
Definigao 7.3.1. Uma funcao f : (M,g) — (N,h) € dita (fracamente)
conforme se existe uma func¢do lisa nao-negativa p em M tal que f*h = ug.

Defini¢ao 7.3.2. Uma aplicacio f : (M,JM) — (N,JV) entre variedade
quase complezxas é holomorfa (+holomorfa) se

df o JM = JN o df
e € anti-holomorfa (—holomorfa) se
df o JM = —JN o df.

Proposigao 7.3.3. Se f: M — N € uma fun¢cdo £holomorfa entre varie-
dades Kahler, entao f € harmonica.

Demonstragao. Ver [8, p. 38|. O

Proposicao 7.3.4. Seja f : M — M’ um mergulho holomorfo de uma
variedade complexa M numa variedade Kdahler (M',w). Entao f é uma
1Mersao minima.

Demonstragio. Como M é uma subvariedade complexa de M’, (M, f*w) é
uma variedade Kéhler (ver [22|, p. 94). Pela Proposigao 7.3.3 obtemos que
f é harmonica e, assim, a Proposicao 1.5.3 implica na tese. O
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Proposicao 7.3.5. Seja f : M — N wuma fungao holomorfa entre duas
variedades kdhlerianas. Entao o grifico da fungio f € minimo em M x N,
i.e., se definimos F : M — M x N por F(x) = (z, f(z)) e munimos M com
a métrica induzida de M x N, entdo F € uma imersao minima.

Demonstracao. Uma vez que f é C*°, F' é um mergulho liso de M numa
subvariedade fechada de M x N. Como M é uma variedade complexa e
M x N é Kahler, a Proposi¢ao 7.3.4 implica que gr(f) é minimo (i.e., gr(f)
tem curvatura média nula) se e somente se F': M — M x N é holomorfa.

Por outro lado, F' é holomorfa se e somente se 7 (F) : M — M e
aN(F) : M — N sao funcdes holomorfas, onde 7 e 7V sdo as projecoes
canonicas de M x N em M e N respectivamente. Como 7™ (F) = Idy (a

funcdo identidade de M) e 7™V (F) = f, a tese segue imediatamente. O

Agora, desejamos provar que, se f : M — N é uma aplicagdo holomorfa
entre duas superficies orientaveis, entao a métrica induzida em M a partir de
M x N por F: M >z (x, f(x)) € M x N é conforme a métrica original
de M.

Lembremos o seguinte:

Proposicao 7.3.6. Seja f : (M,JM) — (N,JN) uma funcio entre duas
superficies de Riemann M e N munidas com métricas hermitianas g e h
respectivamente. Entao, f é +holomorfa se e somente se f € uma aplicagdo
conforme que preserva orientac¢ao.

Corolario 7.3.7. Se f : M — N € uma funcao holomorfa entre duas su-
perficies Kdhler, entao a métrica induzida em M a partir de M x N por
F:M>z~— (z,f(x)) € M x N é conforme a métrica original de M.

Demonstra¢ao. Denotemos por gpsxy a métrica produto em M x N, e por
gM € gy as métricas riemannianas de M e N respectivamente. A métrica gy
induzida em M por F' é gypy = F*gyxn = gu + ffgn. Jaque f: M — N
é uma aplicacao holomorfa entre duas superficies Kéhler, a Proposigao 7.3.6
nos diz que (f*gn)s = w(x)(gnr)e, para x € M e p uma fungao real em M.
Entao, temos que (gar) = (1 + p(x))(9nr)z- O

7.3.1 A Segunda Forma Fundamental de um Gréfico

Sejam M e N variedades riemannianas e f : M — N uma fungao dife-
renciavel. Defina F' : M — M x N fazendo F(z) = (:c,f(:c)), para todo
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x € M. Observemos, agora, sua segunda forma fundamental:
af : ToM x T,M — gr(dfs)™ C ToM & Ty, N.

Note que se V, W sao espagos vetoriais com produto internoe L : V — W
é uma aplicagao linear, entao:

gr(L)* = {(-L*w,w) :w € W}.
Identificando gr(L)* com W via o isomorfismo (—L*w,w) — w, temos que
a projecao ortogonal de V @ W em gr(L)* é dada por:

VaeW s (v,w) — (Idw + Lo L*) ' (w — L(v)) € W.

De agora em diante, identificaremos gr(df,)* com Ty(z)N do modo acima
descrito e denotaremos por:

e T:CMEBTf(x)N > (v,w) — (Ide(I)N—i-dfmodf;)—l(w—dfa;(’l))) € Tf(x)N
a projecdo ortogonal em gr(df;)*.
Dados campos vetoriais X, Y em M, temos:

ol (X(z),Y(z)) = W(V%éﬁv(dF oY)).

Por outro lado, dF oY pode ser identificado com a se¢ao lisa (Y, df oY) do

seguinte fibrado vetorial:

F*T(M x N) = F*(priTM @ pr5TN) = [(pry o F)*TM] & [(pry 0o F)*T'N]
~TM® f*TN,

onde pry : M x N — M, pry : M x N — N denotam as projecoes canonicas.

Entao:

VN AR oY) = (VYY. VR(af o ).

onde VM ¢ a conexdo de Levi-Civita de g e V¥ é a tinica conexao em f*(TN)

tal que VY (so f) = ﬁdf(x)s, para todo s € I'(T'N) e X € T'(TM) (onde V

denota a conexao de Levi-Civita de N). Entao, temos que:
ay (X(2),Y(2)) = (g, v +dfeodf7) (VY (df oY) —dfa(VE ) Y)).
Como V{(df oY) —df(VYY) = (Vx(df))(Y) = (V(df))(X,Y), temos,

entao, que:

af (v,w) = (g, N +dfe 0 df) [(V(AS)), (v, w)] (7.10)

para todos x € M, v,w € T, M. Observamos que na expressao acima df é
entendida como segao do fibrado vetorial Lin(T'M, f*T'N).
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7.4 Imersoes Minimas de 82 em $% x §2

Usando o seguinte resultado devido a Smith (|23]), definiremos uma fami-
lia de superficies minimas em $2 x $2 a partir dos graficos de representantes
harménicos de elementos do segundo grupo de homotopia m($?) = Z da
esfera $2.

Teorema 7.4.1 (Smith). Todo elemento de m,(S") = Z € representado por
fungdes harmonicas para 1 <n < 7.

Como provado em [23, Exemplo 8.1], os representantes harmoénicos de
m2(8%) = Z sdo dados pelas fungoes holomorfas f, : $2 3 z +— 2" € $2.
Denote por gr a métrica redonda de $2. Provemos o seguinte:

Proposicao 7.4.2. As imersoes F, : 82 — $2 x $2 dadas por
Fo.(z) = (z,2") (7.11)

sdo minimas quando $* ¢ munido da métrica pull-back g, = F(gr X gr)-
Para todo n, g, € conforme a métrica redonda ggr; o fator conforme ®,
converge uniformemente para 1 quando n — oo em pontos fora do equador,
e diverge para +o0 uniformemente no equador.

Demonstragio. A Proposicdo 7.3.5 nos diz que Fy, : $2 3 x +— (=, f(z)) €
$2 x $2 & uma imersdo minima se munirmos $2 com a métrica induzida a
partir de 82 x 82 por F,. Pelo Corolario 7.3.7, g, é conforme a métrica
redonda gr de $2. O fator conforme ®, pode ser calculado explicitamente
da mareira seguinte. Considere a projegio estereogréfica ¢ : C — $2\ {N},
onde C é o plano que corta a esfera no seu equador. A expressdo explicita

para ¢ é:
2(56'797 _1)
,y)=(0,0,1) + —————=.
Bla,y) = (0,0,1) + T
As derivadas parciais de ¢ sdo, entao:
2 _ (1—a*—y? =2xy,2z) ¢ _ (2zy,1 -2 —¢* 2y
or (14 22 + y2)2 oy (14 22 + y2)2

9

€ SuasS normas

H H dadas por:

99|l _
ox

2
T lta2 42
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Entao, o pull-back ¢*gr de gr é dado pela métrica conforme:

(dz? + dy?).

. 4
CIR= TR

Seja ¥, : C — C? a funcio:

cuja diferencial é:
A, (2)w = (w,nz""tw) € T(Z7Zn)02.

Aqui, consideramos C? munido da métrica produto h = ¢*ggr x ¢*gr. Como
sabemos que o pull-back de gr por ¥ é conforme a métrica redonda, para
calcularmos o fator conforme precisamos apenas considerar a h-norma do
vetor di)(z)1:

h(z,z") (d¢(z)17 dl/f(z)l) = h(z,z”) ((17 nzn—l)’ (17 nzn—l))

o * 2/ % n—1 _n—1\ __ 4 4n2’Z’2n72
= (¢"9).(1,1) + n*(¢ g)z"(z )y % ) = 1+ ’2’2)2 + (1+ ’2’271)2'

Tal fator é relativo a métrica plana de C; para termos o fator conforme em

relagdo a gr precisamos dividir por 0 que nos leva a:

(14222
4 4 2|,|2n—2 1 2)\2 1 2\ 2
(14222 (1+|=*?) 4 14 |z|?®
(7.12)
Observe agora que lim ®,(2) = 1se |z| # 1, e lim ®,(z) = lim (1+n?) =
n—oo n—00 n—oo
+o00 se |z| = 1. O

Obtemos, entao, de maneira imediata o seguinte:

Teorema 7.4.3. Para todo n € Z, ewxiste uma familia Fy, g : 82 — §2 x $2,
6 € [0,2n[, de imersdes minimas (ndao totalmente geodésicas) de (2, g,) em
(82 x $2,9r X gRr), onde gr € a métrica redonda e g, = ®, - gr, ¢ € ¥, 0
fator conforme dado por (7.12).

Demonstracao. Esse resultado é uma simples aplicagdo do Corolario 7.1.5
ao caso da imersio minima F,, : $2 — $2 x $? descrita em (7.11), obser-
vando o célculo da segunda forma fundamental de graficos apresentado na
Subsegao 7.3.1.
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Defina, para x € $2, E, = (dF},)+. Considere em $? o fibrado vetorial
E=T$GE. Seja A: E > (v,w) — (dF,(v),w) € T$? x TS? e defina
F = A"YT$?x{0}). Se a ¢ a segunda forma fundamental relativa & imersao
F,, defina o® = A~'oa. Entao (F,,Idg) é uma solugio global do problema
de imersdo isométrica riemanniano que imerge (($2,g,),a’, F) em $? x 2
(Teorema 7.2.2).

Como provado na Secdo 7.2, para uma variedade de chegada como $2 x $2
munida da O(2) x O(2)-estrutura temos homogeneidade infinitesimal e uma
inner torsion que se anula. Assim, definindo P = FRO(E;R™ @ {0}, F),
o Coroléario 7.1.5 nos da uma familia a 1 parametro F, g : 82 — $2 x §2,

6 € [0,27[ de imersdes minimas relativas a imersao de (($2,g,), a®, ]3) em
$2 x $2. O

Nota 7.4.4. Observe que, como provado na Subse¢do 7.3.1, temos que:

ot (v,w) = (Mg, s+ (dfa)e o (dfa)5) 7 [(V(dfn)), (0, w)],

para todos x € 8% e v,w € Tp$%. Como df, # 0, temos que a familia
F, ¢ nao € trivial no sentido de que, para 0 # 0, temos a%? £ a0 e, assim,
(M,g,O[O’G,PQ) # (Mvgaao)P)'



Apéndice A
Conexoes

De modo a relacionarmos conexoes principais e conexoes lineares intro-
duzimos, inicialmente, os conceitos de produto de fibras e de fibrados asso-
ciados.

A.1 Produto de Fibras

Seja X um conjunto munido de uma G-estrutura P, i.e., seja Xy um
conjunto a que chamamos de espago modelo, G um subgrupo de Bij(Xp) e
P um subconjunto de Bij(Xp, X) que é uma G-orbita de algum elemento
de Bij(Xp, X). Temos, entdo, que o conjunto de todas as aplicagdes que
preservam G-estrutura do espago modelo Xy em X é um espaco principal
com grupo estrutural G. Desse modo, para cada conjunto X munido de
G-estrutura existe um correspondente espago principal com grupo estrutural
G. O produto de fibras, a que dedicamos esta se¢ao, mostra uma construgao
que caminha no sentido reciproco ao acima exposto.

Antes de definirmos produto de fibras, no entanto, precisamos da seguinte
definicao:

Definigao A.1.1. Seja G um grupo. Por G-espago entendemos um con-
gunto N munido de uma a¢ao a esquerda de G. O subgrupo Ges de Bij(IN)
(congunto das bije¢oes de N ) dado pela imagem do homomorfismo G > g +—
vg € Bij(N) correspondente a aciao de G em N € chamado de grupo efetivo
do G-espago N.

Sejam G um grupo, P um espaco principal com grupo estrutural G e
N um G-espago. Temos uma acdo a esquerda de G no produto cartesiano

117
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P x N definida por:
g-(p,n)=(p-g " g-n), (A1)

para todo g € G, p € P e todo n € N. Denote por [p,n] a G-6rbita de um
elemento (p,n) de P x N e por P X N o conjunto formado por todas essas
G-orbitas. Chamamos P xXg N de produto de fibras do espago principal P
com o G-espaco N. Note que para todos p € P, g € G, n € N temos a
seguinte igualdade:

p-g,n] = [p,g-n. (A.2)

Usaremos também, no que se segue, a seguinte notagao alternativa de pro-

duto de fibras P xg N:
def

Px N =P xgN,
quando ndo houver interesse em se enfatizar o grupo GG. Observe que a
notagao abraviada P x N nao causa confusdo, ji que o grupo estrutural G
esta ligado ao espago principal P.

Mostremos agora que o produto de fibras P x¢ N é naturalmente munido
de uma Geg-estrutura modelada sobre N. Precisamos do seguinte:

Lema A.1.2. Se P ¢ um espago principal com grupo estrutural G e N € um
G-espago, entdo, para cada p € P a fungao:

ﬁ:NBn»—>[p,n]€P><GN (A3)
€ byetora.

Demonstrag¢io. Dados n,n’ € N com [p,n| = [p,n/] existe, entdo, g € G com
g-(p,n) = (p,n'). Isso significa que p = p-g~! e n’ = g-n. Uma vez que a acio
de G em P ¢ livre, a igualdade p = p- ¢! implica g = 1 e, portanto, n = n’.
Provemos agora a sobrejetividade de p. Um elemento arbitrario de P xg N
é da forma [g,n], com ¢ € P, n € N. Como a a¢do de G em P ¢ transitiva,
existe g € G com ¢ = p-g. E, assim, p(¢g-n) = [p,g-n] =[p-g,n] =[g,n]. O

Dados p € P, g € G e fazendo ¢ = p - g a igualdade (A.2) nos diz que o
seguinte diagrama comuta:

Tg P xg N (A4)
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Segue, assim, que a fungao:
ﬁ:PBp»—>ﬁ€Bij(N,PXGN) (A5)

¢ um morfismo de espagos principais cujo grupo subjacente ¢ G > g — 74 €
Bij(/NV). A imagem de (A.5) é o conjunto:

P={p:pe P} CBij(N,P xgN). (A.6)

Nao ¢ dificil ver que P é um subespago principal de Bij(N, P xg N) com
grupo estrutural Ges. Assim, P 6 uma Get-estrutura no produto de fibras
P xg N modelado sobre N. De agora em diante, consideraremos sempre o
produto de fibras P X N munido da Ggp-estrutura P.

Observe que a funcao (A.5) é injetora se e somente se a acao de G em
N é efetiva; nesse caso, a aplicacdo P 2 p — p € P é um isomorfismo de
espagos principais. Notamos que, em geral, P ¢ isomorfo a um quociente do
espago principal P.

A.2 Fibrados Associados

Fibrados associdados sao construidos a partir de fibrados principais por
uma aplicagao fibra & fibra do conceito de produto de fibras discutido na
Subsecao A.1. Comecamos definindo uma versao diferenciavel da Defini-
¢ao A.1.1.

Definicao A.2.1. Por G-espago diferenciavel entendemos uma variedade
diferencidvel N munida de uma acdo lisa & esquerda G x N — N de um
grupo de Lie G.

Observe que o grupo efetivo Ger de um G-espago diferencidvel é um sub-
grupo do grupo Diff(N) de todos os difeomorfismos de N. O ntcleo do
homomorfismo G 3 g — v, € Diff(IV), que corresponde & acdo a esquerda
de G em N, é um subgrupo normal fechado de G e G é, assim, isomorfo
ao quociente de G por tal niicleo; podemos, portanto, munir G de uma
estrutura de grupo de Lie.

Sejam Il : P — M um fibrado G-principal e N um G-espaco diferenciével.
Para cada x € M consideramos o produto de fibras P, xg N do espago
principal P, com o G-espago N e definimos:

PxgN = U (P, xa N);
zeM
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assim, temos uma aplicacdo de projecao
M:PxgN—M
que leva P, xg N no ponto x € M e uma aplicagcdo quociente q definida por:
q: Px N> (p,n)— [p,n] € PxgN.
O seguinte diagrama coutativo ilustra a relagao entre as fungoes II, IT e g:

PxN

first projectionl \

P P XgN (A7)

A

M

Chamamos I : P xg¢ N — M (ou apenas P x¢g N) de fibrado associado ao
fibrado G-principal P e ao G-espago diferenciavel N. O conjunto P xg N
é também chamado espaco total do fibrado associado. Para cada x € M, o
conjunto

P, xg N =T1"Y(z)

¢é chamado de fibra de P xg N sobre x.

. Note que cada fibra P, xg N é naturalmente munida da Gs-estrutura
P, = {ﬁ ipE Px}. Como Gt ¢ um subgrupo de Diff (), tal Geg-estrutura
pode ser enfraquecida & uma Diff (N)-estrutura que corresponde a estrutura
de uma variedade diferenciavel difeomorfa C*° a N na fibra P, xg N.

Nota A.2.2. Se P ¢ uma G-estrutura num conjunto X e H € um sub-
grupo de G, entdo uma H-estrutura QQ em X contida em P € dita ser um
fortalecimento da G-estrutura P. Por outro lado, dizemos que P € um en-
fraquecimento da H -estrutura Q.

Nosso objetivo, agora, é munir todo o espago total P x5 N com a estru-
tura de uma variedade diferenciavel. Dada uma secao local lisa s : U — P
de P temos, entao, uma bijecao associada:

—

5:U x N> (z,n) — [s(x),n] = s(x)(n) e T (U) C Pxg N, (A.8)

a que chamamos de trivializacao local do fibrado associado P xg N corres-
pondente a segao local lisa s. Se s1: U — P, so : Us — P so segoes locais
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lisas de P e se g : Uy N Uz — G denota a aplicagao de transicao de s; para
so entao a aplicacdo de transi¢do §f1 o §9 de §1 para $o é dada por:

47 08 (U NU) x N 3 (2,n) — (z,9(x)-n) € (UiNUs) x N

e, portanto, é um difeomorfismo C'* entre conjuntos abertos. Segue de modo
simples que existe uma tnica estrutura diferenciavel no conjunto P xg N
tal que para toda secdo local lisa s : U — P de P o conjunto II"1(U) ¢é
aberto em P xXa N e a trivializacao local § é um difeomorfismo liso. Aqui,
sempre consideraremos o espago total P X N de um fibrado associado como
munido de tal estrutura diferenciavel. O fato das topologias de M e N serem
Hausdorff e satisfazerem ao segundo axioma da enumerabilidade implica que
a topologia de P xg N é também Hausdorff e satisfaz ao segundo axioma
da enumerabilidade, de modo que P xg N é uma variedade diferenciével.
Pode-se facilmente checar os seguintes fatos:

e a projecao Il : P xg N — M é uma submersao lisa;
e a aplicagao quociente q: P Xx N — P xXg N é uma submersao lisa;
e para todo x € M a fibra P, xg N é uma subvariedade de P xo N;

e para todo x € M e todo p € P, se a fibra P, xg N é munida da
estrutura diferenciavel induzida de P xg N como uma subvariedade
entao a funcao p: N — P, Xg N é um difeomorfismo C*.

O 1ultimo dos itens acima listados implica que a estrutura diferenciavel de
P, xg N obtida pelo enfraquecimento da Ges-estrutura P, coincide com a
estrutura diferencidvel que P, X N herda de P xg N.

A.2.1 Secgoes locais de um fibrado associado

Sejam II : P — M um fibrado G-principal, N um G-espago diferenciével.
Considere o fibrado associado I1 : P xg N — M e a fungdo quociente q :
PxN — PxgN.

Definicao A.2.3. Por segao local do fibrado associado P xg N entendemos
uma aplicagdo € : U — P xg N definida num subconjunto aberto U de M
tal que Il o e = Idy, i.e., tal que e(x) € P, Xg N, para todo x € U.

See: U — PxgN éumasegao local PxgN ese s: U — P é uma segao
local lisa de P entao existe uma tnica fungao € : U — N tal que € = qo (s, €),
i.e., tal que:

e(x) = [s(x), é(x)], (A.9)
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para todo = € U; de fato, € é apenas a segunda coordenada da funcao § ' oe.

Chamamos € de representacdo de € em relagdo a s. Obviamente € é C'™ se e
somente se € € lisa.

A.2.2 A diferencial da aplicagao quociente

Sejam II : P — M um fibrado G-principal, N um G-espaco diferenciével.
Considere o fibrado associado I1: P xg N — M e a aplicagdo quociente q :
PxN — PxgN. Paratodoz € M, afungao q leva P, x N na fibra P, xg N
sobre x e, portanto, para todo p € P, e todo n € N, a diferencial dq(p,n)
leva T( ) (P X N') = Ver,(P)®T, N no espago vertical Very, ,j(PxgN). No
que se segue calculamos a restri¢do da diferencial dq(p,n) a Ver,(P) & T, N.
Nessa diregao, identificamos Ver,(P) com a algebra de Lie g via o isomorfismo
candnico

dB,(1) : g — Ver,(P) (A.10)

onde, para p € Py, 3, é o difeomorfismo C* de G em P, tal que 8,(g) = p-g;
e identificamos Very, ,, (P X N) com T, N via o isomorfismo

dp(n) : ToN — Ver, (P xg N), (A.11)

p,n] (

onde, se p € P, p é o difeomorfismo C* de N na fibra P, xg N tal que

p(n) = [p,n]. Paratodo X € g, denotamos por XV o campo vetorial induzido
na variedade diferenciavel IV, i.e, a funcdo definida por:

XN(n)=dB,.(1) - X € T,N,

paratodon € N, onde 3, : G — N é a aplicagao dada pela agdo do elemento
n; e por X o campo vetorial induzido na variedade diferenciavel P.

Lema A.2.4. Sejam Il : P — M um fibrado G-principal, N um G-espaco
diferencidvel e considere o fibrado associado Il : P xg N — M e a aplica¢do
quociente q: PXN — PxgN. Dadosp € P, n € N entao a seta pontilhada
no diagrama comutativo:

Ver,(P) @ TyN —2 " Ver, (P x¢ N)
dﬁp(l)eaIdTe ETdﬁ(n)
gBT,N o =T,N

e dada por:
g®TpN > (X,u) — u+ XN(n) € T,N.
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Demonstragao. Defina x = II(p). A funcdo q(p,:) : N — P, xg N ¢ a
mesma que p e, portanto, a seta pontilhada no diagrama leva (0,u) em u,
para todo u € T,,N. Para concluirmos a demonstracao, mostraremos que a
referida seta leva (X,0) em XV(n), para todo X € g; isso segue do seguinte
diagrama comutativo:

4| TA
G an N
por diferenciacao. O

A.3 Conexao generalizada em fibrados associados

Nessa se¢ao mostramos que uma conexao no fibrado principal P induz
uma conexao generalizada em todos os fibrados associados a P. Antes disso
porém lembramos o seguinte resultado sobre fibrados vetoriais cuja demons-
tragao pode ser encontrada em |19, Proposi¢ao 1.5.31].

Proposicao A.3.1. Sejam E, E' fibrados vetoriais sobre uma mesma vari-
edade diferencidvel M e seja L : E — E' um morfismo de fibrados vetoriais.
Entao:

(a) se L € injetora entao sua imagem L(E) é um subfibrado vetorial de E';

(b) se L ¢ sobrejetor entio seu nicleo (kernel) Ker(L) = (J, 5, Ker(Ly) €
um subfibrado vetorial de E.

Agora, estabelecendo mais precisamente o que queremos, temos:

Lema A.3.2. Sejam I : P — M um fibrado G-principal e N um G-espago
diferencidvel. Considere o fibrado associado PxgN e denote porq: PxN —
PxgN a aplicagao quociente. Dada uma conexao Hor(P) em P entao existe
uma unica distribuicao Hor(P xXg N) em P xXg N tal que:

Horp, (P Xg N) = dq(p,,) (Hor, (P) & {0}), (A.12)

para todos p € P, n € N. Além disso, a distribuicao Hor(P xg N) € lisa
e horizontal em relagao a proje¢ao I1: P xg N — M, i.e., Hor(P xg N) €
uma conexao generalizada em P xg N.
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Demonstracao. Dado g € G, denote por ’yf : P — P e por fyév : N — N os
difeomorfismos dados pela agdo de g em P e em N, respectivamente. A agao
de g no produto P x N é dado por fyf_l X 'yév . Temos, assim, um diagrama

comutativo:

PxN
q
g1 X% PxgN (A.13)
/qf
PxN

Dadosp € P,n € N, entao a diferencial de 'yéj,l leva Hor,(P) em Hor,, ;1 (P)
e, assim, a diferencial de 7;3,1 X yév leva Hor,(P)@© {0} em Hor,,.,—1(P)©{0}.
Diferenciando o diagrama (A.13) obtemos, entao:

dd(p,n) (Horp(P) &) {0}) = dq(p.g-1,g:n) (HOI'p,gfl(P) &) {0}),

o que prova que Hor(P xg N) é bem-definida pela igualdade (A.12). A
unicidade da distribui¢cdo Hor(P xg N) satisfazendo (A.12) é 6bvia. O fato
da distribuigao Hor(P x ¢ N) ser horizontal segue, com um pequeno trabalho,
da comutatividade do diagrama:

d n
T,P & T,N n T, (P xa N) (A.14)
dl—m dH[p,n]
T,M

Finalmente, provemos que Hor(PxgN) é, de fato, lisa. Considere o morfismo
de fibrados vetoriais:

dg:T(P x N) — q*T(P xg N).

Observe que temos que a restricio de dq ao subfibrado vetorial Hor(P) @ {0}
de T(P x N) é injetora; assim, pela Proposi¢ao A.3.1, diq(Hor(P) &) {O}) é
um subfibrado vetorial de q*T'(P xg N). Seja f : A — P x N uma segao
local lisa da submersao ¢, onde A é um aberto de P x¢ N. Uma vez que qo f
¢ a identidade de A, facilmente identificamos T'(P X N)|4 com o pull-back
f*q*T(P xg N). Entao:

Hor(P xg N)NT(P x¢ N)|a = f*dq(Hor(P) & {0})

e assim Hor(P xg N) é um subfibrado de T'(P xg N). O
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Definicao A.3.3. A conexio generalizada Hor(P xg N) cuja existéncia
€ dada pelo Lema A.3.2 € chamada de conexdo generalizada associada a
conexao principal Hor(P) de P.

Mostremos como a derivada covariante de uma segao local de P xg N

pode ser calculada usando sua representacao com respeito a uma secgao local
lisa de P (lembre (A.9)).

Lema A.3.4. Sejall: P — M um fibrado G-principal com conexao Hor(P);
denote por w sua forma de conexdo. Seja N um G-espago diferencidvel e
P xa N o correspondente fibrado associado de P munido com a conexdo
generalizada associada a Hor(P). Sejam s : U — P, e€: U — P xg N se¢oes
locais lisas; denote por € e W respectivamente as representacoes de € e de w
com respeito a s. Dados x € U, v € T, M e fazendo p = s(x), n = é(x)
entao a derivada covariante Ve é dada por (onde para X € g, denotamos
por XN o campo vetorial induzido na variedade N ):

Ve = dpp[déz (v) + (@2(0)) ™ ()] € Verp(P xg N).
Demonstragao. Como € = qo (s,€), temos que:

dex(v) = da(pn) (dse(v), déx(v));

escrevendo dsz(v) = Chor + Cyer cOM Chor € Horp(P) € Cyer € Ver,(P) entdo:

de, (U) = dq(pm) (Chora 0) + dq(pm) (Cver; de, (U)), (A.15)

e dd(p,n)(Chor, 0) € Horpp, (P xg N). O Lema A.2.4 implica, entdo, que o
segundo termo do lado direito de (A.15) ¢ igual a pyer(deg(v)) e que:

dq(p.n) (Gver, déx(v)) = dpp [dés(v) + XN (n)],

onde X € g satisfaz (yer = dBy(1)-X. Claramente, X = wp(dsz(v)) = &5 (v).
Assim, segue a tese. O

Corolario A.3.5. Seja Il : P — M um fibrado G-principal com conexdo
Hor(P) e denote por w sua forma de conexdo. Sejam Ey um espago vetorial
real de dimensao finita e p : G — GL(Ep) uma representa¢io lisa de G
em Ey; considere o fibrado associado correspondente P X g Ey, munido da
conexao generalizada associada a Hor(P). Sejam s : U — P, e : U — P Xg
Ey secoes locais lisas e denote por é e W respectivamente as representagoes
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de € e de w com respeito a s. Dados x € U, v € T, M e fazendo p = s(z),
entdo a derivada covariante Ve € dada por:

Ve = pldés(v) + p(@:(v)) - &@)] = [p, dé(v) + p(@2(v)) - &),
onde p=dp(1) : g — gl(Ey). Em particular, se G é um subgrupo de Lie de
GL(Ep) e p € a inclusao entao:

Vye = pden(v) + Bav) - &e)] = p, dea(v) + Balv) -€@)].  (A16)
Demonstracao. Segue de modo direto do Lema A.3.4 O

A.4 Sobre Conexoes Generalizadas

De modo a relacionarmos conexoes lineares e conexoes principais na pro-
xima se¢do, precisamos de alguns resultados fundamentais a respeito de co-
nexoes generalizadas. Assim sendo, comecamos com o seguinte:

Lema A.4.1. Sejam 11 : & — M, II' : & — M submersées lisas e Hor(E),
Hor (&) conexdes generalizadas em E e E' respectivamente. Denote por V e
V' respectivamente os operadores de derivada covariante correspondentes a
Hor(€) e Hor(&'). Dada uma fungao lisa ¢ : £ — &' que preserva fibra entdo
as sequintes condigcoes se equivalem:

(a) ¢ preserva conexdo;
b) do.(Hor.(E)) C Horye)(E), para todo e € &;
b(e)
(¢) para qualquer se¢ao local lisa € : U — & de 11, vale:
V(¢ 0€) = ddeay(Ve), (A.17)
para todo x € U e todov € T,;M.

SeIl: & — M tem a propriedade de extensao global entao as condigoes (a),
(b) e (¢) sao equivalentes a:

(d) para toda segio global lisa € : M — & de II, a igualdade (A.17) wvale,
para todo x € M e todo v € T, M.
Demonstragao. Na equivaléncia entre (a) e (b) é obvio que (a) implica (b).
Para a reciproca, observe o seguinte diagrama comutativo:

T.E S To(e)€’

(A.18)
drl, drr

T, M
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Como ambas dIl, e dH:b(e) sao sobrejetoras, com T.E = Hor.(£) &
Ver,(€), segue que é d¢, injetora e que Ty ()& = dg. (Hore(£)) @ Verye) (£).
Uma vez que Horg)(€') N Verye)(€') = {0}, segue que d¢.(Hore(£)) C
Hor () (£') s6 e somente se dg, (Hore(£)) = Horgy .y (£).

Assuma, agora, (a) e provemos (¢). Denote por pyer € ple, as projecoes
verticais determinadas por Hor(&) e por Hor(E’), respectivamente. A partir
de (2.5) e de d¢e(Vere(€)) C Verg ) (E') obtemos:

p:zer (d(be (C)) = d¢e (pver(o) ’

para todo e € £ e todo ¢ € T.E. Assim, dada uma secao local lisae: U — &
de II, temos:

V;(qﬁ © 6) = pi/er [d(ﬁe(x) (dQE (U))] = d¢e(z) [pver (déx(v))]
= dgbe(w) (va),

para todo z € U e todo v € T, M. Isso prova (c). Reciprocamente, assuma
(c) e provemos (a). Seja e € £ fixado e defina II(e) = x € M. Escolha uma
subvariedade arbitraria S de £ com e € S e TS = Hor.(€). Ja que:

d(II|s)e = dlle|1,s : TeS — T M

¢ um isomorfismos entdo, tomando um S possivelmente menor, assumimos
IT|s como sendo um difeomorfismo liso sobre uma vizinhanca aberta U de x
em M. Entao:

e=g) U — &

é uma segao local lisa de II, e(z) = e e € é paralelo em 2 com respeito a
Hor(€). Agora (A.17) implica que ¢ o € é paralelo em x com respeito a
Hor(&') e, assim:

d¢e (Hore(£)) = (dge o dep) (T M) = d(¢ 0 €)o (T M) = Hory ) (£'),

provando (a). Finalmente, assumindo que IT : & — M tem a propriedade
de extensao global, provemos que (a), (b) e (¢) sdo todos equivalentes a (d).
Obviamente (c) implica (d). Para provarmos que (d) implica (a) repetimos
os mesmos passos da demonstrac¢ao de que (c) implica (a), tendo em mente
que a se¢ao local lisa € : U — & de II construida naquela prova pode ser
substituida por uma segao global lisa € : M — &. 0
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Corolario A.4.2. Seja Il : £ — M uma submersao lisa munida de cone-
zoes generalizadas Hor(E) e Hor'(€); denote por V e V' respectivamente os
operadores derivada covariante correspondentes a Hor(E) e Hor'(£). Se:

Ve = Vie, (A.19)

para toda se¢ao local lisa € : U — &£ de Il e para todo v € TM|y, entao
Hor(€) = Hor'(£). Além disso, se 11 possui a propriedade de extensio global
e se (A.19) wvale para toda se¢io global lisa € : M — & de Il e para todo
v € TM entdo Hor(€) = Hor'(€).

Demonstracao. Aplique o Lema A.4.1 com ¢ sendo a aplicacdo identidade
de €&. O

A.5 A relagao entre conexoes lineares e conexoes
principais

Sejam II : E — M um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciavel
M com fibra tipica Fy e Hor (FR Eo (E)) uma conexao principal no fibrado de
referenciais FRg,(E). Tal conexao principal induz uma conex@o associada
Hor(FRE,(E) x Ep) no fibrado associado FRp, (E) x Ey (veja a Segao A.3).
A funcio contragio C¥ definida por

C¥ . FRp,(E) x Eo 3 [p, eo] — pleg) € E, (A.20)

leva Hor (FR, (E) % Eo) na conexao generalizada Hor(E) em E, i.e., Hor(E)
¢é a Unica conexao generalizada em E que faz com que o difeomorfismo liso
CF preserve conexdo. Mais explicitamente, Hor(E) é definida por:

HOI‘p(eO)(E) = dc[g’eo] [HOI‘[pﬁO} (FREU (E) X E())], (A.21)
para todo [p, eg] € FRE,(E) x Eo.

Definicao A.5.1. Sejam Il : E — M wum fibrado vetorial sobre uma varie-
dade diferencidvel M com fibra tipica Eg e Hor (FREO (E)) UmMa conexrao prin-
cipal no fibrado de referenciais FRg,(E). A conexdo generalizada Hor(E)
em E definida por (A.21) é chamada de conexdo generalizada induzida por

Hor(FRE, (E)).

A conexao generalizada no fibrado vetorial F e no fibrado associado
FRE,(E) x Ey define os operadores derivada covariante para segoes locais
lisas de E' e de FRE,(E) x Ep, respectivamente; usemos o simbolo V para
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denotar ambos os operadores. Como C¥ preserva conexao, pelo Lema A.4.1
temos:

Ve =dC¥ [Vv((CE)il oe)],

para toda secao local lisa € : U — E e para todo v € TM|y. Ja que
CP ¢ linear nas fibras, sua diferencial restrita ao espaco vertical é apenas a
restricdo da funcao contraciao C¥; assim:

Ve =CP[V,((CF) o], (A.22)

para todo v € TM|y e todo € € T'(E|y).

Seja agora s : U — FRpg,(F) um Ep-referencial local liso do fibrado
vetorial E e seja € : U — Ejy a representagao da secao local lisa e : U — F
de E em relagao a s; entao:

(CE)_l ce=qo (37 g)a

onde q : FREg,(E) x Ey — FRg,(F) x Ep denota a fungao quociente. A
representacdo de (C¥)~! o e em relacdo a s ¢, também, igual a €. Usando a
igualdade (A.16) obtemos:

VU((CE)_1 o€) = [s(x),déx(v) + @y (v) - €(x)], (A.23)

para todo x € U e todo v € T, M, onde @ denota a representacao com
respeito a s da forma de conexao w correspondente a Hor(FREO (E)) A
partir de (A.22) e (A.23) obtemos:

Ve = s(z)[déx(v) + @ (v) - €(2)], (A.24)
para todo € € T'(E|y), todo x € U e todo v € T, M. Se fizermos:
Lo (v) = Zy(p) (@2(v)) = s(z) 0 @p(v) 0 s(z)~t € gl(E,), (A.25)

para todo x € U, v € T, M, entao a formula (A.24) torna-se (lembre-se de

(2.9)):
Ve =056+ T (v) - ().

Segue, entao, que V é de fato uma conexao no fibrado vetorial E e que o
tensor de Christoffel I' de V em relagao ao Ep-referencial local liso s é dado
por (A.25). Provamos assim:
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Proposicao A.5.2. Sejam Il : E — M um fibrado vetorial sobre uma va-
riedade diferencidvel M com fibra tipica Eqg e Hor(FREO (E)) Uma Cconexao
principal no fibrado de referenciais FRg,(E); denote por Hor(E) a conexao
generalizada induzida em E. O operador derivada covariante V correspon-
dente a Hor(E) € uma conexdo linear no fibrado vetorial E; além disso, se
s : U — FRg,(FE) é um Ey-referencial local liso de E entio o tensor de
Christoffel de V com respeito ao Eg-referencial local liso s e a representa-
¢ao w = s*w da forma de conexao w de Hor(FREO (E)) em relagao a s sao
relacionados pela igualdade (A.25).

Como reciproca da Proposi¢ao A.5.2, mostraremos que toda conexao li-
near V em E ¢ induzida por uma tnica conexao principal no fibrado principal
de referenciais de F.

Nota A.5.3. Se U ¢ um aberto de M e Hor(FRp,(E)) € uma conexio
em FR, (E) entdo temos uma conexdo correspondente Hor (FRg, (E)|v) em
FRE,(E)|lv = FRE,(E|v). Claramente, se V € a conexdo em E associada
a Hor(FRg,(E)) entdo a conexdo em El|y associada a Hor(FRg, (E)|y) €
apenas VY (lembre-se do Lema 1.1.2).

Proposigao A.5.4. Sejall : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica Ey.
Para toda conexao linear V no fibrado vetorial E existe uma tinica conexdo
principal Hor (FREO(E)) no fibrado principal de referenciais FRg, (E) tal que
V € o operador derivada covariante correspondente a conexdo generalizada
induzida Hor(E) em E.

Demonstragio. E facil ver que para provarmos a proposicio basta conside-
rarmos o caso onde o fibrado de referenciais FRg,(E) admite uma segdo
local lisa globalmente definida s : M — FRpg,(E). Para isso basta observar
a Nota A.5.3 e os seguintes dois fatos:

Primeiro: Se I : P — M ¢ um fibrado G-principal e M = |J;c; U; uma
cobertura de abertos de M. Assumindo que, para cada i € I, é dada uma
conexao Hor(P|y,) no fibrado principal P|y,, e que para todo i,j € I e todo
r € U; N Uj temos Hor,(P|y,) = Hor,(P|y,). Entdo existe uma tnica co-
nexao Hor(P) em P tal que Hor,(P) = Hor,(P|y,), para todo i € I e todo
z € U,.

Segundo: Sejam II: E — M um fibrado vetorial e V uma conexao em F.

e Dados abertos U, V de M com V C U, se consideramos a conexao
VY induzida por V em E|y e a conexdo (VY)Y induzida por VY em
(Elv)|lv = E|v, entao (VY)Y ¢ igual a VV.
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e Seja V/ uma outra conexao em E. Se todo ponto de M tem uma
vizinhanca aberta U em M tal que VU = V'Y entdo V = V'

Assim, assumiremos que tal segdo s existe. Seja I" o tensor de Christoffel
de V em rela¢do a s. Dada uma conexdo Hor(FRg,(E)) em FRg,(E) com
forma de conexao w, denotemos por w a representacao de w com respeito a
s. Entdo V ¢ associada a Hor(FRg,(E)) se e somente se (A.25) vale, para
todo x € M. No entanto (A.25) define uma tunica 1-forma C* a valores em
gl(Ep) definida em M e, assim, o Lema 2.3.6 nos diz que existe uma tnica
forma de conexdo w em FRE,(F) com @ = s*w, donde segue a tese. O

Corolario A.5.5. Seja Il : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica
Ey. Dada uma conexdo linear V em E entao existe uma tinica conexdo
generalizada Hor(E) em E cujo operador derivada covariante € V.

Demonstracao. A existéncia segue da Proposicao A.5.4 e a unicidade do Co-
rolario A.4.2, lembrando que a submersao Il tem a propriedade de extensdo
global. O

Corolario A.5.6. Seja Il : E — M um fibrado vetorial com fibra tipica
Ey. Se Hor(E) € uma conexao generalizada em E cujo operador derivada
covariante V € uma conexdo linear em E entdo existe uma tunica conexdo
principal Hor (FREO(E)) no fibrado principal de referenciais FRg,(E) tal que
Hor(E) € induzida por Hor (FREg, (E)).

O resultado das Proposi¢oes A.5.2, A.5.4 e dos Corolarios A.5.5 e A.5.6
podem ser resumidos da seguinte maneira: o conjunto das conexoes lineares
num fibrado vetorial F tem uma correspondéncia um-a-um com um subcon-
junto do conjunto de todas as conexoes generalizadas de E. Tal subconjunto
do conjunto das conexoes generalizadas de E é precisamente o conjunto
das conexoes generalizadas induzida por conexoes principais em FRpg, (E).
Além disso, existe uma bijecdo entre o conjunto das conexdes principais em
FRE,(E) e o conjunto das conexdes generalizadas em E cujo operador de-
rivada covariante é uma conexao linear, em especial, ha uma bijecao entre
o conjunto das conexoes principais de FRg,(E) e o conjunto das conexodes
lineares de F.
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nilpotente, 8 principal, 27

soluvel, 9 simétrica, 5
algebra de Lie, 5 conexao principal, 28
indice, 4 curvatura, 3

co-indice, 10 curvatura média, 16
indice de solubilidade, 9 seccional, 4

curvatura do fibrado, 57
curvatura holomorfa constante, 51
curvatura holomorfa constante, 92

anti-de Sitter
espago-tempo, 96

aplicagao curvatura seccional constante, 5
de transicao, 121

automorfismo decomposicao prima, vi
de grupos de Lie, 7 densidade de energia, 17

automorfismo interno de G, 7 derivacao de g, 7

derivada

campo direcional, 26
caracteristico, 86 derivada de Lie, 5
invariante a esquerda, 6 distribuicdo

campo de Killing, 5 de contato, 85

campo tensorial, 2 dominio, 35

campo vetorial induzido, 122 dual, 1

campo vetorial vertical, 57
Christoffel energia, 17
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enfraquecimento, 120
equagoes de compatibilidade, 79
imersao afim, 38
imersao isométrica, 42
esfera euclideana, 13
espago
principal, 22
espago base, 23
espaco euclideano, 13
espago hiperbdlico, 13
espaco total, 23, 120
estrutura complexa
caracteristica, 86
espago vetorial, 18
fibrado vetorial, 18
estrutura complexa candnica, 48
estrutura geométrica, vii
estrutura quase complexa, 18
extensao
lorentziana (sub-Riemann), 97

familia associada, 21
fibra, 120
fibrado
associado, 120
de referenciais, 25
de referenciais ortonormais, 25
normal, 89
principal, 23
forma
caracteristica, 86
de Levi, 85
forma de conexao, 29
fortalecimento
de G-estrutura, 120
funcao
(fracamente) conforme, 111
afim, 30
canonica, 24
contragao, 128

135

harmoénica, 17

Gauss
equagao de Gauss, 12
formula de Gauss, 11
geometria modelo, vii
grupo
de Heisenberg, 93
de Lie, 5
efetivo, 117
ortogonal, 25
ortogonal especial, 78
solavel, 9
unitario, 49
grupo estrutural, 22, 23

homomorfismo
de algebra de Lie, 7
de grupos de Lie, 6
subjacente, 22

ideal em g, 7
imersao, 9
G-congruente, 42
afim, 35
afim local, 35
circular, 19
isométrica, 9
de contato, 89
sub-riemanniana, 88
minima, 17
preservar G-estrutura, 35
totalmente geodésica, 17
inner torsion, 32
inner-torsion, 30
isomorfismo
de fibrados principais, 24
de grupos de Lie, 6

Jacobi
identidade de Jacobi, 6
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Koszul (formula de), 5

Leibnitz (regra de), 2
localmente
homogéneo, 35

métrica
lorentziana, 4
riemanniana, 4
semi-riemanniana, 4
sub-riemanniana, 85

mergulho, 9

morfismo
de espacos principais, 22
de fibrados principais, 24

operador forma, 11

preservar
G-estrutura, 26
fibra, 24
produto de fibras, 118
projecao (fibrado principal), 23
propriedade de extensao global, 28
pull-back
de campos tensoriais, 2
de fibrado vetorial, 25

referencial
adaptado, 55
adaptado & um par
de espagos, 54
compativel com G-estrutura, 25
complexo, 48
local, 25
referencial complexo, 48
representagao
de secao, 122
representacao adjunta de g, 8
representacao adjunta de G em g,
7

136

representacao de g, 8
representagao de w, 30
Ricci

equagao de Ricci, 12

segao
fibrado associado, 121
horizontal (sub-Riemann), 85
secoes locais admissiveis, 23
segunda forma fundamental, 10, 89
Ve W, 109
solucao
imersao afim, 36
imersao afim local, 36
imersao isométrica, 39
imersao isométrica local, 39
preservar G-estrutura, 37
sub-Riemann /sub-Riemann, 98
sub-fibrado
principal, 23
sub-torgao, 88
subalgebra
de Lie, 7
subespago
horizontal, 27
vertical, 27
subespago principal, 22
subgrupo
de Lie, 7
fechado, 7
submersao, 9
subvariedade, 9

tensao, 17

tensor, 2
contravariante, 2
covariante, 2

tensores
caracteristicos, 34

Torgao, 3
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torcao

t-torcao, 4
translacao

a direita, 6

a esquerda, 6
transposto, 45
trivializagao local, 120

variedade
(sub-riemanniana) de contato,
86
afim, 30
diferenciavel, 1
Kaehler, 18
lorentziana, 4
quase complexa, 18
riemanniana, 4
semi-Kéaehler, 18
semi-riemanniana, 4
sub-riemanniana, 85
vetores
normais, 10
tangentes, 10

Weingarten
formula de Weingarten, 11
forma de Weingarten, 11



