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Resumo

Apresentamos neste trabalho diversos de teoremas de imersão isométrica
obtidos a partir do teorema de imersões afins que preservam G-estrutura
proposto por P. Piccione e D. Tausk em [18]. Descrevemos, assim, os clássi-
cos teoremas de imersão em formas espaciais, bem como resultados recentes
sobre imersões, como os expostos em [5] e [6]. Apresentamos, então, um
teorema de imersão em grupos de Lie munidos de uma 1-estrutura, o qual
tem como corolário um resultado de imersão isométrica no grupo Sol, uma
das oito estruturas geométricas tridimensionais descritas por Thurston (ver
[21]). Descrevemos, também, um teorema de imersão isométrica no grupo
Heisenberg-Lorentz, um dos quatro modelos da recente classificação de geo-
metrias lorentzianas tridimensionais proposta por Dumitrescu e Zeghib em
[7]. Este resultado, obtido em conjunto com F. Manfio (ver [15]) e que
aqui apresentamos, compreende também um resultado de rigidez neste es-
paço. A seguir, provamos teoremas de imersão isométrica em variedades
sub-riemannianas de contato. Finalmente, como aplicação do teorema de
imersão afim proposto em [18], apresentamos um teorema sobre a existência
de famílias associadas a uma superfície mínima imersa em uma variedade
afim com G-estrutura e inner torsion nula.

Palavras-chave: Imersões isométricas, G-estruturas, variedades tridimen-
sionais, Sol, Heisenberg, espaços sub-simétricos, famílias associadas, imersão
mínima.
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Abstract

Throughout this work, we present a collection of isometric immersion
theorems which were proved using the affine immersion G-structure preser-
ving theorem proposed by P. Piccione and D. Tausk in [18]. We describe
here classical theorems about isometric immersions in (real and complex)
space forms, and some recent results, such as the presented in [5] and [6].
Then, we prove a isometric immersion theorem in Lie groups endowed with
1-structures, which has, as corollary, an isometric immersion result in Sol3,
one of the eight 3-dimensional geometric structures described by Thurston
(see [21]). Next, we also present an isometric immersion theorem in the
Heisenberg-Lorentz group, one of the four geometrical models described in
a recent paper by Dumitrescu and Zeghib, which classifies 3-dimensional
lorentzian geometries ([7]). Such result, obtained as a joint work with F.
Manfio (see [15]) and here presented, also holds a rigidity theorem in this
ambient space. Following, we prove some isometric immersion theorems in
sub-riemannian contact manifolds. Finally, as an application of the affine
immersion theorem proposed in [18], we present a theorem concerning the
existence of associate families to a minimal surface immersed in an affine
manifold with G-structure and null inner torsion.

Keywords: Isometric immersions, G-structures, 3-manifolds, Sol, Heisen-
berg, sub-symmetric spaces, associate families, minimal immersions.
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Introdução

A conjectura de geometrização de Thurston afirma que variedades de
dimensão 3 compactas podem ser decompostas em subvariedades que têm
estruturas geométricas. A conjectura de geometrização é um análogo para
variedades 3-dimensionais do teorema de uniformização para superfícies, o
qual afirma que toda superfície admite uma métrica riemanniana de curva-
tura gaussiana constante. Essa conjectura foi proposta por William Thurston
em 1982, e implica em diversas outras conjecturas, por exemplo na conjec-
tura de eliptização de Thurston (a qual sugere que 3-variedades fechadas
com grupo fundamental finito são esféricas) e na conhecida conjectura de
Poincaré.

O teorema de geometrização de Thurston mostra que variedades Haken
satisfazem a conclusão da conjectura de geometrização. Lembramos que uma
variedade é de Haken ela é uma 3-variedade compacta, RP 2-irredutível que
contém superfícies incompressíveis de dois lados. Thurston apresentou uma
prova para o teorema na década de 1980 e desde então diversas novas provas
apareceram. Grigori Perelman esboçou a demonstração de toda a conjectura
de geometrização em 2003 usando fluxo de Ricci e cirurgia, a qual (até 2008)
parece estar correta.

Foi provado por Hellmuth Kneser que toda 3-variedade compacta, orien-
tável é formada pela soma conexa de uma coleção de “3-variedades primas”.
A formulação exata dessa decomposição a que chamamos de decomposição
prima e a prova de sua unicidade veio 30 anos mais tarde com John Milnor.
A existência de tal decomposição reduz o estudo de 3-variedades à compre-
ensão das 3-variedades primas, i.e., aquelas que não podem ser escritas como
uma soma conexa não-trivial.

Isso posto, enunciamos de maneira mais precisa a conjectura de Thurston:

Conjectura 1. Toda 3-variedade prima fechada (i.e. compacta e sem bordo)
pode ser recortada ao longo de um toro de modo que o interior das variedades

vi
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resultantes tenham uma estrutura geométrica de volume finito.

Dizemos ser uma geometria modelo um par formado por uma variedade
simplesmente conexa X e uma ação transitiva de um grupo de Lie G sobre
X com estabilizador compacto. Define-se, então, estrutura geométrica numa
variedade M como sendo um difeomorfismo de M em X/H para alguma ge-
ometria modelo X, onde H é um subgrupo discreto de G que age livremente
em X. Em 3 dimensões existem apenas 8 estruturas geométricas. São elas:

• Geometria Esférica S3, com estabilizador de ponto O(R3) e grupo G o
grupo de Lie de 6 dimensões O(R4), de 2 componentes;

• Geometria Euclideana E3, com estabilizador de ponto O(R3) e grupo
G o grupo de Lie de 6 dimensões R3 ×O(R3), de 2 componentes;

• Geometria Hiperbólica H3, com estabilizador de ponto O(R3) e grupo
G o grupo de Lie de 6 dimensões O(R1,3)+ (onde denotamos por Rk,p

a variedade semi-riemanniana R(k+p) munida da métrica canônica de
índice k), de 2 componentes;

• Geometria de S2×R, com estabilizador de ponto O(R2)×Z/2Z e grupo
G o grupo de Lie de 4 dimensões O(R3)×RZ/2Z, de 4 componentes;

• Geometria de H2 × R, com estabilizador de ponto O(R2) × Z/2Z e
grupo G o grupo de Lie de 4 dimensões O(R1,2)+ × RZ/2Z, de 4
componentes;

• Geometria do recobrimento universal de SL(R2) (aqui denotado por
S̃L(R2)) como fibração sobre H2, com estabilizador de ponto O(R2) e
grupo G o grupo de Lie de 4 dimensões e 2 componentes com estrutura
na componente da identidade R× S̃L(R2)/Z;

• Geometria do Grupo de Heisenberg Nil como fibração sobre E2, com
estabilizador de ponto O(R2) e grupo G o grupo de Lie de 4 dimensões
e 2 componentes formado pelo produto semidireto do grupo de Heisen-
berg de 3 dimensões com o grupo de isometrias do círculo O(R2);

• Geometria do Grupo Solúvel Sol3 que é um fibração sobre um plano
de fibras e tem como G o próprio grupo Sol3 de 3 dimensões e como
estabilizador de ponto o grupo diedral de ordem 8.

Uma questão de natural interesse geométrico é, assim, estudar como
uma dada superfície riemanniana é isometricamente mergulhada nessas ge-
ometrias. A existência de imersões isométricas nesses ambientes, dados um
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fibrado normal e uma segunda forma fundamental prescritos, têm sido cons-
tantemente estudada e diversos resultados nessa direção se encontram publi-
cados em artigos.

Inicialmente temos o clássico problema de imersão isométrica em uma va-
riedade riemanniana Qn+p

c de dimensão n+p e curvatura seccional constante
c que deu origem ao conhecido Teorema Fundamental das Imersões:

Teorema 1.

(i) Sejam Mn uma variedade riemanniana simplesmente conexa, π : E →
M um fibrado vetorial riemanniano de posto p com uma conexão com-
patível ∇E, e α uma seção do fibrado de homomorfismos Hom(TM ×
TM,E). Defina, para cada ξ ∈ Γ(E), uma função Aξ : TM → TM
tal que

〈AξX,Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉, X, Y ∈ X(M).

Se α e ∇E satisfazem as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para um
ambiente de curvatura seccional constante c, então existe uma imersão
isométrica f : Mn → Qn+p

c , e um isomorfismo de fibrados vetoriais
f̃ : E → TM⊥ ao longo de f , tal que para todos X,Y ∈ X(M) e todos
ξ, η ∈ Γ(E) temos:

〈f̃(ξ), f̃(η)〉 = 〈ξ, η〉
f̃α(X,Y ) = α̃(X,Y )

f̃∇E
Xξ = ∇⊥X f̃(ξ)

onde α̃ e ∇⊥ são a segunda forma fundamental e a conexão normal de
f , respectivamente.

(ii) Suponha que f e g sejam imersões isométricas de uma variedade co-
nexa Mn em Qn+p

c . Sejam TM⊥
f , αf e ∇⊥f o fibrado normal, a se-

gunda forma fundamental e a conexão normal de f , respectivamente;
e sejam TM⊥

g , αg e ∇⊥g os objetos correspondentes para g. Se existe
φ : TM⊥

f → TM⊥
g , isomorfismo de fibrados vetoriais, tal que, para

todos X,Y ∈ X(M) e todos ξ, η ∈ Γ(E) temos:

〈φ(ξ), φ(η)〉 = 〈ξ, η〉
φαf (X,Y ) = αg(X,Y )

φ∇⊥fXξ = ∇⊥gXφ(ξ)
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então existe uma isometria τ : Qn+p
c → Qn+p

c tal que

g = τ ◦ f e dτ |TM⊥
f

= φ.

Tal teorema, cuja demonstração, inspirada no apresentado em [2], pode
ser encontrada na Seção 1.4 do Capítulo 1 desta tese, resolve o problema de
imersão em S3, E3 e H3.

Resultados de imersão isométrica em variedades riemannianas com grupo
de isometria de dimensão 4 (S2 × R, H2 × R, S̃L2(R) e Nil) foram obtidos
recentemente por B. Daniel em [5, 6]. Completando os teoremas já existentes
provamos nesta tese um teorema análogo para imersões isométricas no grupo
solúvel Sol3 munido de uma métrica invariante à esquerda e de um grupo
de isometria minimal. Como fruto desse resultado temos o artigo [14] já
publicado.

Todos os teoremas de imersão isométrica acima mencionados podem ser
formulados de maneira unificada em termos de G-estruturas e imersões afins
que preservam G-estrutura. O resultado que propõe tal unificação é de auto-
ria de P. Piccione e D. Tausk e foi proposto em [18]. Nesse artigo, consideram-
se imersões afins em variedades munidas de conexão e G-estrutura ditas in-
finitesimalmente homogêneas. Em tais ambientes o estudo de três tensores
resulta no teorema de imersão. São eles: curvatura, torção e inner torsion.
Esse último, um tipo de derivada covariante da G-estrutura.

Notamos aqui que aquilo a que chamamos de homogeneidade infinitesimal
se verifica, justamente, pela constância dos tensores de curvatura, torção
e inner torsion em referenciais que pertencem a G-estrutura. Assim, por
exemplo, se consideramos uma variedade riemanniana (Mn, g) munida da
conexão de Levi-Civita ∇ e de uma O(Rn)-estrutura P dada pelos conjunto
dos referenciais ortonormais de M segue que, como ∇ é compatível com
g, a torção e a inner torsion associados a (M,∇, P ) se anulam. Verifica-
se que nesse caso a condição de homogeneidade infinitesimal equivale então
à condição de que M tenha curvatura seccional constante. Desse modo o
teorema proposto em [18] reproduz o Teorema Fundamental das Imersões
acima explicitado.

De modo semelhante ao descrito no parágrafo acima pode-se reobter os
teoremas apresentados por B. Daniel em [5, 6] considerando nas variedades
riemannianas de 3 dimensões, simplesmente conexas, com grupo de isometria
de dimensão 4, uma G-estrutura com G = SO(R2) formada pelos referenciais
ortonormais de M que mapeiam o último vetor da base canônica de R3 num



INTRODUÇÃO x

campo vetorial ξ de M devidamente escolhido.

De modo semelhante ao caso riemanniano onde, em variedades tridimen-
sionais, descreve-se a existência de apenas oito geometrias, recentemente foi
provado por S. Dumitrescu e A. Zeghib em [7] a existência de apenas qua-
tro geometrias lorentzianas maximais. Mais precisamente, toda geometria
lorentziana maximal, compacta, conexa, tridimensional, é equivalente a uma
das seguintes geometrias:

• Geometria de Minkowski modelada em R3;

• Geometria anti-de Sitter modelada em S̃L(R2);

• Geometria Heisenberg-Lorentz modelada em Nil;

• Geometria Sol-Lorentz modelada em Sol.

Dentre essas geometrias é clássico o resultado de imersão isométrica nas
duas primeiras uma vez que estas possuem curvatura seccional constante.
Assim, como parte desta tese enunciamos um teorema de imersão isométrica
na geometria Heisenberg-Lorentz. Tal resultado, obtido em conjunto com F.
Manfio, e aceito para publicação na revista Mathematical Proceedings (ver
[15]), conta também com um resultado de rigidez de imersões isométricas
que reproduz o Teorema de Allendoerfer (ver [1]) no ambiente em questão.

Inspirados em [10] e [11], por último, decidimos estudar imersões isomé-
tricas em variedades de contato, especialmente em espaços sub-simétricos
com (U(n)× 1)-estruturas. Desse modo, apresentamos inicialmente resulta-
dos recentemente obtidos por E. Falbel, P. Piccione e D. Tausk em variedades
de contato com sub-torção nula e, então, partimos ao estudo das imersões
isométricas nos espaços sub-simétricos.

Além dos teoremas de imersão acima mencionados é de grande interesse
em geometria o estudo de imersões mínimas. Nesse sentido, é clássico o re-
sultado de que à uma superfície mínima N de R3 se associa uma família
a 1 parâmetro de superfícies mínimas (ver [24], IV, p. 401). Tal família
denomina-se família associada à superfície mínima N . A título motivacional
enunciamos aqui o Teorema de Rigidez de Lawson para superfícies com cur-
vatura média constante (CMC) em R3 (ver [16]), que dá grande significação
à família associada em R3:

Teorema 2. Se f : N → R3 é uma imersão isométrica CMC com curvatura
média H e N é simplesmente conexa, então existe uma família 2π-periódica
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diferenciável de imersões isométricas

fθ : N → R3

de curvatura média constante H chamada de família associada a f . Além
disso, a menos de congruências, as funções fθ, para θ ∈ [0, 2π), representam
todas as imersões de N em R3 com curvatura média constante H ou −H
e, se f(N) não está contida numa esfera, então essas imersões são não-
congruentes entre si.

O resultado a respeito das imersões mínimas foi ampliado por M. Dacjzer
e D. Gromoll em [3] onde se mostra a existência de uma família a 1 parâmetro
de imersões mínimas associada a uma subvariedade real Käehler mínima de
Rn. Na Seção 1.6 do Capítulo 1 desta tese reproduzimos a demonstração de
tal resultado que, precisamente, assim se enuncia:

Teorema 3. Seja M2n uma variedade Käehler simplesmente conexa, e seja
f : M2n → R2n+p uma imersão isométrica mínima. Existe, então, uma
família a 1 parâmetro fθ : M2n → R2n+p, θ ∈ [0, π) de imersões isométricas
mínimas tal que f0 = f .

Nota 1. Para uma imersão isométrica mínima f : M2n → R2n+p, vale que,
se f é holomorfa então, para cada θ ∈ [0, π), fθ é igual a f a menos de
isometrias de R2n+p. Reciprocamente, se existem θ1 6= θ2 ∈ [0, π) tais que
fθ1 e fθ2 diferem por uma isometria de R2n+p, então f é holomorfa (ver [2]).

Estudando as já mencionadas geometrias riemannianas tridimensionais,
B. Daniel recentemente obteve a existência de famílias associadas a uma
superfície mínima de S2 ×R e de H2 ×R em [5].

Inspirados por esses resultados provamos a existência de famílias asso-
ciadas à superfícies mínimas imersas em variedades afins com G-estrutura
infinitesimalmente homogêneas e com inner torsion nula. A exemplo, ob-
tivemos então a família associada ao gráfico de uma aplicação harmônica
f : S2 → S2, ou seja, obtivemos a família associada à uma superfície mínima
imersa em S2 × S2.

Apresentamos agora uma rápida descrição do conteúdo de cada capítulo
da tese.

O Capítulo 1 posiciona-se dentro da tese de modo a introduzir os resulta-
dos clássicos de imersão isométrica em formas espaciais e o resultado acerca
da família associada a uma subvariedade real Käehler mínima de Rn. Esse
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Capítulo posiciona-se também de maneira a fixar notações usadas ao longo
de toda esta tese.

A Seção 1.1 define, então, os conceitos de variedade diferenciável, campo
tensorial, conexão linear (em fibrados vetoriais), curvatura e torção. A se-
ção seguinte (Seção 1.2) apresenta informações básicas a respeito de grupos
e álgebras de Lie. Definimos aí importantes conceitos como representação
adjunta, álgebra derivada, álgebra nilpotente e solúvel. A Seção 1.3 introduz,
então, a definição de imersão isométrica e elementos a ela associados, como
segunda forma fundamental e fibrado normal. Aí demonstramos as equações
de Gauss, Codazzi e Ricci, assumida a existência de uma imersão isomé-
trica. Na Seção 1.4 provamos então o Teorema Fundamental da imersões
Isométricas em Rn. A seguir, na Seção 1.5, apresentamos conhecimentos
básicos a respeito de imersões mínimas para, então, na Seção 1.6 enunci-
armos e provarmos o já mencionado teorema sobre famílias associadas de
Dacjzer-Gromoll.

Temos no Capítulo 2 o essencial à perfeita compreensão do teorema de
imersões afins proposto por P. Piccione e D. Tausk em [18], bem como uma
versão adaptada desse teorema ao caso de imersões isométricas. Na Seção 2.1
encontramos as definições de fibrado principal e do pull-back de um fibrado
desse tipo. Dedicamos a Seção 2.2 à apresentação dos conceitos de fibrado
de referenciais e G-estruturas, para, na Seção 2.3 apresentarmos os con-
ceitos de conexão generalizada, derivada direcional e de forma de conexão.
Na Seção 2.4 definimos variedades afins e o tensor de Christoffel. Este, de
grande importância na compreensão da inner torsion, apresentada na seção
seguinte. A Seção 2.6 define e estabelece relações entre os conceitos de ho-
mogeneidade infinitesimal, local e global. Antes de enunciarmos o teorema
de imersões afins na Seção 2.8, definimos na Seção 2.7 o que é uma imer-
são afim e a congruência entre imersões afins que preservam G-estrutura,
algo importante para o teorema de rigidez descrito no Capítulo 5 (imersão
no grupo Heisenberg-Lorentz). Finalmente, na Seção 2.8 apresentamos o
teorema acerca de imersões afins que preservam G-estrutura proposto em
[18], adaptando-o, de modo conveniente para diversos resultados seguintes,
ao caso de imersões isométricas (Teorema 2.8.4).

O Capítulo 3 foi escrito com o intuito de reobter, a partir do Teo-
rema 2.8.4, teoremas clássicos de imersão isométrica. Provamos aí o teorema
a respeito de imersões isométricas em formas espaciais semi-riemannianas
(uma pequena generalização do Teorema 1.4.1), o conhecido resultado de
imersões em formas espaciais complexas, bem como os teoremas de imer-
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são apresentados em [5] e [6], os quais descrevem imersões em variedades
homogêneas tridimensionais com grupo de isometria de 4 dimensões. As-
sim sendo, o capítulo se encontra dividido em três seções que apresentam
os resultados na ordem acima mencionada. Em cada uma destas seções,
introduzimos a G-estrutura ao problema associada e calculamos sua inner
torsion, para, finalmente, enunciarmos e provarmos os referidos teoremas de
imersão isométrica.

No Capítulo 4 apresentamos os resultados acerca de imersões em grupos
de Lie munidos de uma 1-estrutura, em especial no grupo Sol3, obtidos pelo
autor durante o doutorado e publicados em [14]. Na Seção 4.1 desenvol-
vemos o teorema de imersão isométrica em grupos de Lie munidos de uma
1-estrutura. Tal teorema tem como corolário na Seção 4.2 o resultado de
imersão isométrica em Sol3, i.e., no grupo de Lie com variedade base R3,
munido da operação de grupo:

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x+ e−zx′, y + ezy′, z + z′);

da métrica invariante à esquerda ds2 = e2zdx2 +e−2zdy2 +dz2, e da {IdR3}-
estrutura em Sol dada pela escolha de um referencial ortonormal invariante
à esquerda.

O Capítulo 5 apresenta o resultado obtido em conjunto com F. Manfio
em [15] a respeito de imersões no grupo Heisenberg-Lorentz Nil. Por Nil
entendemos o grupo de Lie 3-dimensional formado pelas matrizes reais 3× 3
triangulares superiores da forma: 1 x z

0 1 y
0 0 1


munido da usual operação de multiplicação. Quando nos referimos ao grupo
de Heisenberg-Lorentz, consideraremos em Nil a seguinte métrica lorentzi-
ana:

g = − 1
λ2

dx2 + dy2 + (dz − xdy)2,

para λ ∈ R não zero fixado.
Na Seção consideramos em Nil uma G-estrutura P com

G =
{
X ∈ SO(2, 1);X =

(
1 0
0 T

)
, com T ∈ SO(1, 1)

}
,

e provamos então a homogeneidade da tripla (Nil,∇, P ), onde denotamos
por ∇ a conexão de Levi-Civita de Nil. Para isso provamos uma interessante
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proposição (Proposição 5.1.3) que mostra, na Subseção 5.1.2, a constância
da curvatura em referenciais pertencentes a G-estrutura P . Na Seção 5.2
provamos então o teorema de imersão isométrica em Nil, e, na Seção 5.3, de-
finimos a G-congruência de imersões isométricas que preservam G-estrutura
e provamos um teorema de rigidez em Nil (Teorema 5.3.4).

Apresentamos, então, no Capítulo 6, Seção 6.1, construções básicas em
variedades sub-Riemannianas de contato. Definimos aí variedades sub-riemannianas
de contato, campo característico, estrutura complexa característica, conexão
adaptada, sub-torção e algo a que chamamos de G-estrutura característica.
Temos na Seção 6.2 a definição de uma imersão isométrica de uma variedade
sub-riemanniana de contato em outra do mesmo tipo. Nessa seção demons-
tramos um lema (Lema 6.2.2) que relaciona objetos entre a variedade imersa
e o ambiente de imersão (formas características, conexões adaptadas, sub-
torções) e que estabelece condições para a simetria da restrição da segunda
forma fundamental a distribuição de contato. Na Seção 6.3 apresentamos
o cálculo da inner torsion de uma (U(n) × 1)-estrutura (G-estrutura carac-
terística). Em seguida, na Seção 6.4, descrevemos os modelos de varieda-
des sub-riemannianas de contato com curvatura holomorfa constante, i.e., o
grupo de Heisenberg sub-riemanniano, a esfera sub-riemanniana, e o espaço
anti-de Sitter sub-riemanniano. Assim, na Seção 6.5, provamos um teorema
de imersão isométrica de variedades de contato nesses modelos.

No Capítulo 7 obtemos um resultado de existência de famílias associa-
das a uma superfície mínima imersa isometricamente numa variedade com
G-estrutura (Corolário 7.1.5). De modo a termos uma aplicação não canô-
nica deste resultado enunciamos na Seção 7.2 um teorema de imersão isomé-
trica em produto de formas espaciais e na Seção 7.3 estudamos o gráfico de
aplicações harmônicas entre variedades. Assim, na Seção 7.4 mostramos a
existência de uma família associada a uma imersão mínima de S2 em S2×S2.
De modo mais preciso, obtemos aí o seguinte teorema:

Teorema 4. Para todo n ∈ Z, existe uma família Fn,θ : S2 → S2 × S2,
θ ∈ [0, 2π[, de imersões mínimas de (S2, gn) em (S2× S2, gR× gR) associada
a imersão Fn : S2 → S2 × S2 dada por

Fn(z) = (z, zn),

onde denotamos por gR a métrica redonda e por gn a métrica conforme dada
por Φn · gR, com Φn sendo o fator conforme dado por

Φn(z) = 1 + n2|z|2n−2

(
1 + |z|2

1 + |z|2n

)2

.
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Finalmente, por conter resultados usados repetidas vezes ao longo da
tese, apresentamos, baseados no livro escrito por P. Piccione e D. Tausk
para a XIV Escola de Geometria ([19]), um apêndice (Apêndice A) onde
estudamos a relação entre conexões lineares e conexões generalizadas. Nesse
capítulo provamos proposições as quais se resumem da seguinte maneira:

Proposição 1. O conjunto das conexões lineares num fibrado vetorial E tem
uma correspondência um-a-um com um subconjunto do conjunto de todas as
conexões generalizadas de E. Tal subconjunto do conjunto das conexões ge-
neralizadas de E é precisamente o conjunto das conexões generalizadas in-
duzida por conexões principais em FRE0(E). Além disso, existe uma bijeção
entre o conjunto das conexões principais em FRE0(E) e o conjunto das co-
nexões generalizadas em E cujo operador derivada covariante é uma conexão
linear, em especial, há uma bijeção entre o conjunto das conexões principais
de FRE0(E) e o conjunto das conexões lineares de E.



Capítulo 1

Imersões Isométricas

1.1 Variedades, Fibrados Vetoriais e Conexões

Entendemos por variedade diferenciável de dimensão n e classe Ck um
par (Mn,A ) formado por um espaço localmente euclideano M de dimensão
n (i.e., um espaço topológico Hausdorff M onde, para cada x ∈ M , existe
uma vizinhança Vx ⊂ M homeomorfa a um aberto de Rn) que obedece
ao segundo axioma da enumerabilidade, e por uma estrutura diferenciável
A de ordem Ck. Sempre que possível, denotaremos a variedade (M,A )
por M , e, sem mais, a chamaremos de “variedade diferenciável M ”. Pelo
fato de nosso interesse residir em variedades de classe C∞ assumiremos tal
diferenciabilidade a menos de explícita menção contrária.

Denotamos por C∞(M) o conjunto das funções lisas (i.e. C∞) a valores
reais em M munido das operações usuais que o tornam um anel comutativo,
e por X(M) o módulo sobre C∞(M) formado pelos campos vetoriais lisos de
M .

Dados X e Y , campos vetoriais lisos sobre uma variedade M , define-se
um campo vetorial [X,Y ], a que chamamos de colchete de Lie de X e Y ,
fazendo

[X,Y ]x(f) def= Xx(Y f)− Yx(Xf),

onde x ∈M e f ∈ C∞(M).

Seja V um módulo sobre um anel K. Denotaremos o módulo dual de V
o módulo V ∗ sobre K formado pelo conjunto das funções K-lineares de V
em K.

Para inteiros r ≥ 0, s ≥ 0 não ambos nulos, uma funçãoK-multilinear A :

1
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(V ∗)r×V s → K é chamada tensor de tipo (r,s) sobre V e, nesse caso diremos
que A possui r componentes contrariantes e s covariantes. O conjunto Tr

s(V )
formado por todos os tensores de tipo (r, s) sobre V é, novamente, um módulo
sobre K. Por tensor de tipo (0, 0) sobre V entendemos um elemento de K.

Um campo tensorial A numa variedade M é um tensor sobre o C∞(M)-
módulo X(M). Desta maneira se A é de tipo (r, s), ele é uma função C∞(M)-
linear

A : X∗(M)r × X(M)s → C∞(M).

Seja φ : M → N uma função lisa. Se A ∈ T0
s(N), i.e., A é um campo

tensorial do tipo (0, s) sobre N , com s ≥ 1, então definimos o pull-back de
A como o campo tensorial (φ∗A) ∈ T0

s(M) tal que:

(φ∗A)(v1, . . . , vs) = A(dφv1, . . . ,dφvs),

para todos vi ∈ TxM , x ∈M .

Seja π : E → M um fibrado vetorial sobre M . Denotemos por Γ(E)
o conjunto de todas as seções lisas de E. Note que Γ(E), além de espaço
vetorial real é, também, módulo sobre o anel C∞(M).

Definição 1.1.1. Uma conexão linear em E, ou simplesmente uma conexão
em E, é, assim, uma função R-bilinear

∇ : X(M)× Γ(E) 3 (X, ε) 7−→ ∇Xε ∈ Γ(E)

que é C∞(M)-linear em X e que satisfaz a regra de Leibnitz:

∇X(fε) = X(f)ε+ f∇Xε

para todos X ∈ X(M), ε ∈ Γ(E) e toda f ∈ C∞(M).

Uma conexão num fibrado vetorial E induz uma conexão em cada restri-
ção de E a subconjuntos abertos do espaço base. Sobre isso trata o seguinte
lema:

Lema 1.1.2. Sejam Π : E → M um fibrado vetorial e ∇ uma conexão em
E. Dado um subconjunto aberto U de M então existe uma única conexão
∇U no fibrado vetorial restrito E|U tal que:

∇U
v (ε|U ) = ∇vε, (1.1)

para todo ε ∈ Γ(E) e todo v ∈ TM |U .
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Demonstração. Seja π : E → M um fibrado vetorial e ∇ uma conexão em
E. Seja ε ∈ Γ(E) uma seção lisa de E que se anula num aberto U de M ,
então ∇vε também se anula, para todo v ∈ TM |U . De fato, fixados x0 ∈ U
e v ∈ Tx0M , tome f uma função real com suporte em U que vale 1 numa
vizinhança de x0. Então:

∇vε = ∇vfε = v(f)x0ε+ f(x0)∇vε = 0.

Desse modo temos que, se ε, ε′ ∈ Γ(E) são iguais num aberto U de M , então
∇vε e ∇vε

′ são também iguais, para todo v ∈ TM |U .

Seja, então, ε′ ∈ Γ(E|U ), x ∈ U , e escolha ε ∈ Γ(E) tal que ε e ε′ sejam
iguais numa vizinhança aberta de x em U (por exemplo, multiplique ε′ por
uma função semelhante a f acima descrita). Se ∇U é uma conexão em E|U
satisfazendo (1.1) então temos que:

∇U
v ε

′ = ∇vε, v ∈ TxM ; (1.2)

o que prova a unicidade de ∇U .

Observe que o lado direito da igualdade (1.2) não depende da escolha da
seção ε ∈ Γ(E) que é igual a ε′ numa vizinhança aberta de x em U . Assim,
podemos usar (1.2) como definição para ∇U

v ε
′. Facilmente se observa, então,

que ∇U é, de fato, uma conexão em E|U .

De agora em diante, denotaremos a conexão ∇U definida no Lema 1.1.2
pelo mesmo símbolo ∇ usado para denotar a conexão de E, a menos que
uma explícita menção ao aberto U seja necessária.

Definição 1.1.3. Definimos o tensor curvatura associado a uma conexão ∇
como a função R : X(M)× X(M)× Γ(E)→ Γ(E) dada por:

R(X,Y )ε = ∇X∇Y ε−∇Y∇Xε−∇[X,Y ]ε

para todos X,Y ∈ X(M) e ε ∈ Γ(E), onde denotamos por [X,Y ] o colchete
de Lie de X e Y .

Para uma conexão ∇ definida no fibrado tangente TM , definimos o ten-
sor torção de ∇ como a função T : X(M)× X(M)→ X(M) definida por:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

para todos X,Y ∈ X(M).
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Nota 1.1.4. Observamos que, mais amplamente, se temos uma conexão ∇
em um fibrado E e um morfismo de fibrados vetoriais ι : TM → E podemos
definir o tensor ι-torção como a função T ι : X(M) × X(M) → Γ(E) dada
por:

T ι : ∇X(ι(Y ))−∇Y (ι(X))− ι([X,Y ])

para todos X,Y ∈ X(M).

Dado um fibrado vetorial π : E → M , definimos uma métrica semi-
riemanniana em E como um campo liso no espaço das funções bilineares
simétricas de E em R (g ∈ Lins

2(E,R)) tal que para todo x ∈ M , gx :
Ex × Ex → R seja não-degenerado. Entendemos por índice da métrica g
no ponto x, ind(gx), o maior inteiro que é a dimensão de subespaço V ⊂
Ex com gx|V negativo definido. Se o índice de g independe do ponto x ∈
M dizemos que ind(gx) é, também, o índice da estrutura semi-riemanniana
g. Nesse caso escrevemos simplesmente ind(g). Caso o índice de g seja
nulo diremos que g é uma métrica riemanniana em E e, caso ind(g) = 1
diremos que a métrica é lorentziana. Notamos que ao longo deste texto,
sempre que nos for conveniente, ao nos referirmos à um fibrado vetorial
semi-riemanniano E (riemanniano ou lorentziano) denotaremos sua métrica
por 〈·, ·〉E ou simplesmente por 〈·, ·〉.

Dizemos que uma conexão ∇ em E é compatível com a métrica de E se:

X〈ξ, η〉 = 〈∇Xξ, η〉+ 〈ξ,∇Xη〉

para todos X ∈ X(M) e ξ, η ∈ Γ(E).

Definição 1.1.5. Para um fibrado vetorial semi-riemanniano π : E → M
definimos a curvatura seccional num plano não-degenerado Π ⊂ Ex como:

K(Π) =
〈R(v, w)v, w〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2

onde v, w ∈ Π é uma base qualquer de Π.

Chamamos o par (M, g) formado por uma variedade diferenciávelM e por
uma métrica semi-riemanniana g em TM de variedade semi-riemanniana.
Caso g tenha índice 0 ou 1 diremos, respectivamente, que (M, g) é uma va-
riedade riemanniana ou lorentziana. Sem mais, nos referiremos a M como
variedade semi-riemanniana (riemanniana, ou lorentziana) sempre que a mé-
trica associada a M estiver clara ou não for de relevância ao discutido num
determinado contexto.
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Nota 1.1.6. Lembramos que numa variedade semi-riemanniana M existe
uma única conexão ∇ : X(M) × X(M) → X(M) tal que ∇ seja simétrica,
i.e.

T (X,Y ) = 0

e que seja compatível com a métrica. Tal conexão é conhecida como conexão
de Levi-Civita de M , e é caracterizada pela conhecida fórmula de Koszul:

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉−
〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉.

Se (M, g) é uma variedade n-dimensional semi-riemanniana com métrica
g de índice r com K(Π) = c para todo plano não-degenerado Π ⊂ TM
dizemos que M tem curvatura seccional constante c ∈ R. Nesse caso é fácil
ver que:

Rx(v, w)u = c
(
gx(w, u)v − gx(v, u)w

)
, (1.3)

para todo x ∈M e todos v, w, u ∈ TxM .

Denotemos por LXA a derivada de Lie do campo tensorial A ∈ T0
s(M)

ao longo de X ∈ X(M), i.e., seja LXA o campo tensorial dado por

(LXA)x = lim
t→0

1
t

(
ψ∗t (A)−Ax

)
,

para x ∈ M , onde ψt é o fluxo (local) de X com ψ0 = x. Dizemos que
X ∈ X(M) é um campo de Killing numa variedade semi-riemanniana (M, g)
se X é tal que a derivada de Lie da métrica g na direção X se anula, i.e., se
LXg = 0.

1.2 Grupos de Lie

Dizemos que uma variedade diferenciável G é um grupo de Lie se esta é
munida de uma estrutura de grupo tal que a função G × G → G definida
por (σ, τ) 7→ στ−1 é C∞. Ao longo da tese, a menos de explícita menção
contrária denotaremos por e o elemento identidade de um grupo de Lie.

Uma álgebra de Lie g sobre R é um espaço vetorial real g pareado a
um operador bilinear [·, ·] : g × g → g (chamado comutador) tal que, para
x, y, z ∈ g,

• [x, y] = −[y, x] (anti-comutatividade),
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• [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 (identidade de Jacobi).

A importância do conceito de álgebras de Lie, como se sabe, reside no fato de
que para cada grupo de Lie existe uma álgebra de Lie de dimensão finita as-
sociada, tendo esses propriedades relacionadas. Por exemplo, temos que todo
grupo de Lie conexo e simplesmente-conexo é completamente determinado
(a menos de isomorfismo) por sua álgebra de Lie.

Seja g ∈ G. Chamamos os difeomorfismos de G, Lg e Rg, definidos, para
todo h ∈ G, por

Lg(h) = gh

Rg(H) = hg

de translação à esquerda e translação à direita, respectivamente. Um campo
vetorial X ∈ X(G) é dito invariante à esquerda se, para cada g ∈ G, X é
Lg-relacionado com si mesmo, i.e.,

dLg ◦X = X ◦ Lg.

A menos quando explicitamente afirmado diferente, denotaremos o conjunto
de todos os campos invariantes à esquerda de um grupo de Lie G pelo cor-
respondente caractere germânico minúsculo g.

Apresentamos a seguir uma proposição cuja demonstração pode ser en-
contrada em [25, Proposition 3.7].

Proposição 1.2.1. Seja G um grupo de Lie e g o conjunto de seus campos
invariantes à esquerda. Então:

• g é um espaço vetorial real, e a função α : g → TeG definida por
α(X) = X(e) é um isomorfismo de g no espaço tangente a G na iden-
tidade e. Disso segue, obviamente, que dim(g) = dim(TeG) = dim(G);

• O colchete de Lie de dois campos invariantes à esquerda é ainda inva-
riante à esquerda;

• g forma uma álgebra de Lie com a operação de colchete de Lie em
campos vetoriais.

Assim sendo, definimos a álgebra de Lie de um grupo de Lie G a álgebra
de Lie g dos campos invariantes à esquerda de G.

Uma função ϕ : G → H é um homomorfismo (de grupos de Lie) se ϕ é
C∞ e um homomorfismo de grupos. Chamamos ϕ de isomorfismo se, além



CAPÍTULO 1. IMERSÕES ISOMÉTRICAS 7

de ser um homomorfismo, ϕ é um difeomorfismo. Um isomorfismo entre um
grupo G e ele mesmo é chamado automorfismo.

Dizemos que (H,ϕ) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G se

• H é um grupo de Lie;

• (H,ϕ) é uma subvariedade de G;

• ϕ : H → G é um homomorfismo.

(H,ϕ) é dito ser um subgrupo fechado de G se ϕ(H) é um subconjunto
fechado de G.

Se g, h são álgebras de Lie sobre R, então uma aplicação σ : g→ h é dita
homomorfismo de álgebra de Lie se σ preserva a operação de colchete, ou
seja, se

[σ(X), σ(Y )] = σ([X,Y ]), ∀X,Y ∈ g.

Aqui, novamente usamos as expressões “isomorfismo” e “automorfismo” quan-
do σ é, além de homomorfismo, um isomorfismo de espaços vetoriais e quando
σ é um isomorfismo de uma álgebra em si mesma, respectivamente.

Um subespaço h de uma álgebra de Lie g é chamado subálgebra (de Lie)
se [X,Y ] ∈ h sempre que X,Y ∈ h. Obviamente, h ⊆ g forma uma álgebra
de Lie com o colchete induzido de g. Um subespaço h de uma álgebra de Lie
g tal que [g, h] ⊆ h, por sua vez, é dito ser um ideal em g.

O seguinte teorema cuja demonstração pode ser encontrada em [25, Theo-
rem 3.28], como comentamos anteriormente é de suma importância no estudo
de grupos de Lie.

Teorema 1.2.2. Existe uma correspondência biunívoca entre a classe for-
mada pelas álgebras de Lie isomorfas e a classe dos grupos de Lie simples-
mente-conexos isomorfos.

Seja g ∈ G e Ig : G→ G o automorfismo interno de G definido por:

Ig = Lg ◦R−1
g = R−1

g ◦ Lg.

Definimos a representação adjunta de G em g por:

Adg = dIg(e) : g→ g.

Seja g uma álgebra de Lie sobre R. Um endomorfismo D : g → g é
chamado de derivação de g se

D([X,Y ]) = [D(X), Y ] + [X,D(Y )],
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para todos X,Y ∈ g.

Se V é um espaço vetorial (não necessariamente de dimensão finita) sobre
R e σ : g→ Lin(V ) uma aplicação linear tal que

σ([X,Y ]) = σ(X)σ(Y )− σ(Y )σ(X), (1.4)

para quaisquer X,Y ∈ g, então dizemos que σ é uma representação de g em
V . Notamos que, se V tem dimensão finita, então a equação 1.4 se equivale
a dizer que σ é um homomorfismo de álgebras de Lie de g e gl(V ).

Fixado X ∈ g é de grande importância a função a que chamamos de
representação adjunta de g. Definimos tal função como o endomorfismo de
g

adX : g→ g

tal que
adX(Y ) = [X,Y ],

para todo Y ∈ g. Não é difícil ver que adX é simultaneamente uma derivação
e uma representação de g em g.

Nota 1.2.3. Se Ad : G → GL(g) é a representação adjunta de G em g,
então temos que:

d(Ad) = ad.

(Para detalhes ver [25]).

Uma álgebra de Lie g é chamada de nilpotente se, para cada X ∈ g,
adX : g→ g é um endomorfismo nilpotente.

Seja, ainda, g uma álgebra de Lie sobreR. Chamamos de álgebra derivada
de g a subálgebra Dg assim definida:

Dg = span{[X,Y ] : X,Y ∈ g}.

Definimos indutivamente, então, para inteiros k ≥ 0, o seguinte:

D0g = g

Dkg = D(Dk−1g)

Dessa definição segue a sequência de subálgebras

g ⊇ D1g ⊇ D2g ⊇ . . .
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onde o k-ésimo elemento, Dkg, é chamado de k-ésima álgebra derivada de g.

Uma álgebra g é dita solúvel se Dkg = {0}, para algum inteiro k ≥ 0.
Um grupo de Lie G é chamado solúvel se sua álgebra g é solúvel. O menor
inteiro k tal que Dkg = {0} é chamado índice de solubilidade de G.

1.3 Equações Fundamentais de uma Imersão Iso-
métrica

Sejam Mn e Mm variedades diferenciáveis de dimensões n e m respec-
tivamente. Dizemos que uma função diferenciável f : Mn → M

m é uma
imersão se a diferencial df(x) : TxM → Tf(x)M for injetora para todo
x ∈M (m ≥ n), e que é uma submersão se df(x) for sobrejetora para todo
x ∈ M (m ≤ n). Se f é uma imersão injetora dizemos que M é uma sub-
variedade de M . Caso, além de imersão isométrica, tenhamos que f é uma
função aberta em f(M) quando adotamos aí a topologia relativa, chamamos
f de mergulho. O número p = m− n é dito ser a codimensão de f .

Uma imersão f : Mn → M
m entre duas variedades semi-riemannianas

com métricas 〈·, ·〉M e 〈·, ·〉M , respectivamente, é dita imersão isométrica se

〈X,Y 〉M = 〈df(X),df(Y )〉M

para todo x ∈M e todos X,Y ∈ TxM .

Nota 1.3.1. Observamos que, se f : Mn → M
m é uma simples imersão

numa variedade semi-riemanniana de métrica 〈·, ·〉M , com 〈·, ·〉M não de-
generada quando restrita a df(TxM), para todo x ∈ M , podemos definir a
métrica 〈·, ·〉M em M pela igualdade acima. Tal métrica tornaria, então, f ,
uma imersão isométrica.

Seja f : Mn → M
m uma imersão isométrica entre as variedades semi-

riemannianas (M, g) e (M, ḡ). Para cada x ∈ M escolha U ⊂ M uma
vizinhança de x tal que f(U) ⊂M seja uma subvariedade de M . No que se
segue, para simplificar notação, identificamos U com f(U) e cada v ∈ TpM ,
p ∈ U , com dfp(v) ∈ Tf(p)M . Assim, identificaremos também um campo
X ∈ X(M) com uma seção do fibrado TM → M , i.e., com uma seção em
Γ(TM). Uma vez que f é imersão semi-riemanniana, temos que a restrição
de ḡ a df(TpM) é não-degenerada, para todo e qualquer p ∈ M , e assim
segue que espaço tangente de M em p se decompõe na seguinte soma direta:

TpM = TpM ⊕ TpM
⊥
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onde chamamos de TpM
⊥ o subespaço de TpM ortogonal a TpM em relação

a métrica ḡ. Chamamos de co-índice de M em M o índice de ḡ restrita a
TpM

⊥. É, então, fácil ver que indM = indM + coindM .

Dizemos que vetores em TpM
⊥ são normais a M e que vetores em TpM

são tangentes a M . Assim, para campos normais a M , escrevemos X ∈
X(M)⊥ e, para campos vetoriais tangentes a M , X ∈ X(M).

Denotaremos as projeções ortogonais associadas a soma direta acima da
seguinte maneira:

(·)T : TpM → TpM e (·)⊥ : TpM → TpM
⊥.

Lembramos, agora, que para ∇, uma conexão num fibrado π : E → M ,
x ∈ M , X ∈ X(M) e ε ∈ Γ(E), o valor de (∇Xε)x depende apenas do valor
do campo X no ponto x e do valor de ε numa curva em M tangente a X(x).

Considere uma imersão f da variedade M numa variedade M munida de
uma conexão ∇ e π : TM →M o fibrado vetorial a essa imersão associado.
Por ∇XY (X,Y ∈ Γ(TM)) entendemos o campo vetorial em Γ(TM) igual a
restrição a M do campo ∇XY ∈ X(M), onde X e Y ∈ X(M) são respectivas
extensões deX e Y aM . Desta maneira, de acordo com a observação feita no
parágrafo anterior, temos que ∇XY não depende das extensões escolhidas.

Voltando agora a f : Mn →M
n+p, imersão isométrica entre duas varie-

dades semi-riemannianas, se denotamos por ∇ a conexão de Levi-Civita de
M , verifica-se facilmente que podemos, de maneira natural, a partir de ∇,
induzir uma conexão em M . Sejam X,Y ∈ X(M) campos vetoriais em M .
Defina a conexão ∇ da seguinte forma:

∇XY = (∇XY )T .

Notamos que ∇, assim definida, é de fato uma conexão em M e coincide com
a conexão de Levi-Civita de M .

Definição 1.3.2. Por segunda forma fundamental associada a imersão iso-
métrica f entendemos o tensor C∞(M)-bilinear simétrico

α : X(M)× X(M)→ X(M)⊥

assim definido:
α(X,Y ) = (∇XY )⊥,

onde X,Y são campos vetoriais em M .
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Se ξ ∈ X(M)⊥ definimos o operador forma (ou forma de Weingarten) na
direção ξ como sendo o operador C∞(M)-linear Aξ : TM → TM definido,
para X,Y ∈ X(M), de modo a termos:

g(AξX,Y ) = ḡ(α(X,Y ), ξ).

Neste caso, verifica-se facilmente que AξX = −(∇Xξ)T .

Definição 1.3.3. Definimos a conexão normal de f como sendo a conexão
em TM⊥ tal que:

∇⊥Xξ = (∇Xξ)⊥,

onde ξ ∈ X(M)⊥ e X ∈ X(M).

Das definições acima seguem a Fórmula de Gauss

∇XY = ∇XY + α(X,Y ) (1.5)

e a Fórmula de Weingarten

∇Xξ = −AξX +∇⊥Xξ. (1.6)

Agora, a partir das fórmulas de Gauss e de Weingarten podemos deduzir
as equações fundamentais de uma imersão isométrica, isto é, as conhecidas
equações de Gauss, Codazzi e Ricci.

Sejam X,Y, Z ∈ X(M), então:

∇X∇Y Z = ∇X∇Y Z +∇Xα(Y, Z) =

= ∇X∇Y Z + α(X,∇Y Z)−Aα(Y,Z)X +∇⊥Xα(Y, Z),
(1.7)

onde a primeira igualdade segue da fórmula de Gauss e a segunda igualdade
de ambas, Gauss e Weingarten.

Analogamente:

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)−Aα(X,Z)Y +∇⊥Y α(X,Z). (1.8)

Novamente da fórmula de Gauss segue:

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + α([X,Y ], Z). (1.9)

Subtraindo 1.8 e 1.9 de 1.7 obtemos:

R(X,Y )Z = R(X,Y )Z −Aα(Y,Z)X +Aα(X,Z)Y+

+∇⊥Xα(Y, Z)− α(Y,∇XZ)

− (∇⊥Y α(X,Z)− α(X,∇Y Z))− α([X,Y ], Z),
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onde denotamos por R e R os tensores de curvatura de M e M respectiva-
mente.

Uma vez que a torção de M é nula (∇ conexão de Levi-Civita) temos:

R(X,Y )Z = R(X,Y )Z −Aα(Y,Z)X +Aα(X,Z)Y+

+ (∇⊥Xα(Y, Z)− α(Y,∇XZ)− α(∇XY, Z))

− (∇⊥Y α(X,Z)− α(X,∇Y Z)− α(∇YX,Z)). (1.10)

Tomando as componentes tangenciais e normais obtemos de 1.10 duas
equações:

• Equação de Gauss:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉
+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 (1.11)

onde W ∈ X(M), e,

• Equação de Codazzi:

(R(X,Y )Z)⊥ = (∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z) (1.12)

onde, por definição, temos:

(∇⊥Xα)(Y, Z) = ∇⊥Xα(Y, Z)− α(Y,∇XZ)− α(∇XY, Z).

Notamos que ∇⊥α é C∞(M)-multilinear. Nesse contexto, temos ∇⊥ uma
conexão no fibrado vetorial Hom(TM × TM,TM⊥).

Denotemos por R⊥ o tensor curvatura do fibrado normal TM⊥. Usando
as fórmulas de Gauss e Weingarten, segue, de maneira semelhante ao que
fizemos para as equações de Gauss e Codazzi, que:

R(X,Y )ξ = R⊥(X,Y )ξ +A∇⊥XξY +∇Y (AξX) + α(AξX,Y )

−A∇⊥Y ξX −∇X(AξY )− α(X,AξY ) +Aξ[X,Y ]. (1.13)

Então, tomando a componente normal de 1.13, segue:

• Equação de Ricci :

(R(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ + α(AξX,Y )− α(X,AξY ) (1.14)

ou, tomando η ∈ Γ(TM⊥), e observando que 〈α(X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉:

〈R(X,Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉 (1.15)

onde [Aξ, Aη] = AξAη −AηAξ.
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Observamos que, se tomarmos a componente tangencial de 1.13, segue da
simetria das curvaturas e da ausência de torção a equação de Codazzi, no-
vamente.

1.4 Teorema Fundamental das Imersões Isométri-
cas em Formas Espaciais Riemannianas

Denotemos por Qn
c a variedade riemanniana n-dimensional completa e

simplesmente conexa de curvatura seccional constante c, i.e., o espaço eucli-
deano Rn (c = 0), a esfera euclideana Sn (c > 0) ou o espaço hiperbólico Hn

(c < 0).

De acordo com o provado na Seção 1.3, as equações de Gauss, Codazzi e
Ricci são satisfeitas por toda imersão isométrica f : Mn → M

n+p. No caso
em que Mn+p = Qn+p

c , temos uma recíproca local para tal fato. Além do
mais, se M é simplesmente conexa a recíproca é global.

Teorema 1.4.1.

(i) Sejam Mn uma variedade riemanniana simplesmente conexa, π : E →
M um fibrado vetorial riemanniano de posto p com uma conexão com-
patível ∇E, e α uma seção do fibrado de homomorfismos Hom(TM ×
TM,E). Defina, para cada ξ ∈ Γ(E), uma função Aξ : TM → TM
tal que

〈AξX,Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉, X, Y ∈ X(M).

Se α e ∇E satisfazem as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para um
ambiente de curvatura seccional constante c, então existe uma imersão
isométrica f : Mn → Qn+p

c , e um isomorfismo de fibrados vetoriais
f̃ : E → TM⊥ ao longo de f , tal que para todos X,Y ∈ X(M) e todos
ξ, η ∈ Γ(E) temos:

〈f̃(ξ), f̃(η)〉 = 〈ξ, η〉,
f̃α(X,Y ) = α̃(X,Y ),

f̃∇E
Xξ = ∇⊥X f̃(ξ),

onde α̃ e ∇⊥ são a segunda forma fundamental e a conexão normal de
f , respectivamente.

(ii) Suponha que f e g sejam imersões isométricas de uma variedade co-
nexa Mn em Qn+p

c . Sejam TM⊥
f , αf e ∇⊥f o fibrado normal, a se-

gunda forma fundamental e a conexão normal de f , respectivamente;
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e sejam TM⊥
g , αg e ∇⊥g os objetos correspondentes para g. Se existe

φ : TM⊥
f → TM⊥

g , isomorfismo de fibrados vetoriais, tal que, para
todos X,Y ∈ X(M) e todos ξ, η ∈ Γ(E) temos:

〈φ(ξ), φ(η)〉 = 〈ξ, η〉
φαf (X,Y ) = αg(X,Y )

φ∇⊥fXξ = ∇⊥gXφ(ξ),

então existe uma isometria τ : Qn+p
c → Qn+p

c tal que

g = τ ◦ f e dτ |TM⊥
f

= φ.

Demonstração. Nos restringiremos aqui a demonstração do teorema ao caso
de subvariedades do espaço euclideano, reapresentando a prova encontrada
em [2].

Inicialmente provaremos (i). Seja ∇ a conexão de Levi-Civita de M .
Considere a soma de Whitney Ê = TM ⊕ E munida da métrica dada pela
soma ortogonal das métricas em TM e em E. Defina, então, a conexão ∇̂
por:

∇̂XY = ∇XY + α(X,Y )

∇̂Xξ = −AξX +∇E
Xξ

para todos X,Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(E).

Não é difícil ver que tal conexão é compatível com a métrica de Ê. Usando
que α e ∇E satisfazem as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional constante zero, é imediato mostrar que o tensor de curva-
tura de Ê é identicamente nulo. Fixe um ponto x ∈M , e vetores ortonormais
ξ1, . . . , ξn+p ∈ Êx = π−1(x). Como M é simplesmente-conexa e o tensor de
curvatura de Ê nulo, existem únicas extensões globais de ξ1, . . . , ξn+p para-
lelas em relação a ∇̂. Seções essas a que ainda denotaremos por ξ1, . . . , ξn+p.
Tais seções são ponto a ponto ortonormais uma vez que ∇̂ é compatível com
a métrica. Escolha coordenadas locais (x1, . . . , xn) numa vizinhança U de x.
Desse modo, existem funções aiν definidas em U , tais que

∂

∂xi
=

n+p∑
ν=1

aiνξν , 1 ≤ i ≤ n.
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Assim, os coeficientes da métrica de M são dados por

gij =
〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
=

n+p∑
ν=1

aiνajν .

Visto que as seções ξν são paralelas, temos

∇̂ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n+p∑
ν=1

∂ajν

∂xi
ξν .

Usando que α é simétrica, que ∇ é a conexão de Levi-Civita de M , e que
[ ∂
∂xi
, ∂

∂xj
] = 0, temos

∂ajν

∂xi
=
∂aiν

∂xj
.

Como 1-formas fechadas são exatas em U , existem funções fν que satisfazem
∂fν

∂xi
= aiν . Defina, então, numa vizinhança U de x, a função f : U → Rn+p

de modo que f = (f1, . . . , fn+p). Assim, temos

df
(
∂

∂xi

)
= (ai1, . . . , ai(n+p)),

e, para i, j = 1, . . . , n, temos〈
df

∂

∂xi
,df

∂

∂xj

〉
=

n+p∑
ν=1

aiνajν = gij =
〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
.

Ou seja, f é uma imersão isométrica. Definimos um isomorfismo φ entre os
fibrados TU ⊕E e TRn+p|f(U) = Tf(U)⊕ Tf(U)⊥ por φ(ξν) = eν , onde eν
(ν = 1, . . . , (n+ p)) é a restrição do referencial canônico de TRn+p a f(U).
Para os vetores tangentes ∂

∂xi
=
∑n+p

ν=1 aiνξν , temos

φ

(
∂

∂xi

)
=

n+p∑
ν=1

aiνφ(ξν) =
n+p∑
ν=1

aiνeν = df
(
∂

∂xi

)
.

Assim, φ leva TM |U isomorficamente sobre Tf(U). Como uma isometria
de fibras, φ mapeia E isomorficamente sobre Tf(U)⊥. Além disso, como
φ leva o referencial paralelo ortonormal ξ1, . . . , ξn+p no referencial paralelo
ortonormal e1, . . . , en+p, φ satisfaz para todo X,Y ∈ TM e ξ ∈ E,

φ(∇̂XY ) = ∇̂dfXφ(Y ), φ(∇̂Xξ) = ∇̂dfXφ(ξ)
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onde ∇̂ é a conexão de Levi-Civita de Rn+p. Tomando as componentes
normais e definindo f̃ = φ|E , obtemos

f̃α(X,Y ) = α̃(X,Y ), f̃∇E
XY = ∇⊥df(X)f̃(ξ).

Se houvéssemos escolhido coordenadas locais y1, . . . , yn diferentes, ainda ob-
teríamos as equações ∂fν

∂yi
= aiν . Uma vez que essas equações determinam

f a menos de uma constante, a imersão fica determinada a menos de uma
translação. Se nossa escolha houvesse diferido no referencial inicial, as iso-
metrias difeririam apenas por uma rotação. Desse modo f fica determinada
a menos de um movimento rígido. O fato de M ser simplesmente conexa nos
permite unir as isometrias locais em uma global. Para detalhes ver [24]. Para
provarmos (ii), temos que ambos os fibrados T (Rn+p)|f(M) e T (Rn+p)|g(M)

contêm o fibrado tangente TM , e que existe um isomorfismo de fibrados que
preserva métrica e conexão, e é identidade em TM . Assim, se f é como em
(i) temos que, numa vizinhança, a diferença reside apenas num movimento
rígido de Rn+p. Isso conclui, então, a demonstração.

1.5 Imersões Mínimas

Definição 1.5.1. Dada uma imersão isométrica f : Mn →M
n+p, definimos

o tensor curvatura média H(x) de f em x ∈M como

H(x) =
1
n

n∑
j=1

α(Xj , Xj)

onde α é a segunda forma fundamental de f , e X1, . . . , Xn ∈ TxM é uma
base ortonormal de TxM .

Nota 1.5.2. Observe que, se ξ1, . . . , ξp ∈ TxM⊥ é uma base ortonormal de
TxM⊥, podemos escrever:

H(x) =
1
n

n∑
j=1

(trAξj
)ξj

onde denotamos por tr a função que associa a um operador linear o seu traço.

Nesse caso, fica claro que H(x) não depende da escolha do referencial
ortonormal X1, . . . , Xn ∈ TxM .

Dizemos que uma imersão isométrica f : Mn → M
n+p é minima em

x ∈ M quando H(x) = 0. Caso f seja mínima em toda M diremos que f é
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uma imersão mínima. Note que se f é totalmente geodésica em x ∈M , i.e.
α se anula em x, então f é mínima em x.

Dada uma função lisa f : (M, g)→ (M ′, g′) entre variedades riemannia-
nas, definimos o campo tensão τ de f como sendo igual ao divergente de df ,
i.e., τ(f) = div(df), e dizemos que f é uma função harmônica se τ(f) = 0.

Num dos conhecidos artigos de J. Eells ([9]), encontramos a seguinte
proposição de inestimável interesse no estudo de imersões mínimas.

Proposição 1.5.3. Se é f : M → M ′ uma imersão isométrica entre va-
riedades riemannianas, então o campo tensão τ(f) coincide com o tensor
curvatura média de f . Assim sendo, segue que f é uma função harmônica
se e somente se f for uma imersão mínima.

A escolha do adjetivo “mínimo” associado a tais imersões remonta ao es-
tudo de um funcional E de interesse geométrico e físico análogo a energia.
Imersões mínimas são, nesse contexto, caracterizadas como extremos de E.
Apresentaremos, no que se segue, uma breve introdução de caráter mera-
mente ilustrativo nessa direção. Para mais detalhes é interessante a leitura
de [9] e [8].

Sejam f : (M, g)→ (M ′, g′) uma função C∞ entre variedades riemanni-
anas, x um ponto de M e 〈·, ·〉x o produto interno canonicamente induzido
no espaço dos tensores de tipo (2, 0) sobre TxM a partir da métrica de M .
Chamamos e(f)x = 1

2〈gx, (f∗g′)x〉x de densidade de energia de f em x. De-
finimos, então, o funcional energia E calculado em f como:

E(f) =
∫

M
e(f)xdx.

Defina em Γ(f), i.e. no conjunto de campos vetoriais ao longo de f , o
seguinte produto interno:

〈u, v〉f =
∫

M
g′(u(x), v(x))f(x)dx, u, v ∈ Γ(f).

Então, para v ∈ Γ(f), denote por ∇vE(f) a derivada direcional de E na
direção v. Curiosamente, observa-se que:

∇vE(f) = −〈τ(f), v〉f , ∀v ∈ Γ(f).

(Veja [9], p. 115, para mais detalhes.)

Do resultado acima apresentado segue que f é uma função harmônica
(imersão mínima), se e somente se ela é um extremo do funcional energia E.
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1.6 Família Associada a uma Imersão Mínima

É clássico na geometria o resultado que associa a uma superfície mínima
de R3 uma família a 1 parâmetro de imersões mínimas no mesmo ambiente
(ver [24], IV p. 401). Num trabalho realizado por Dajczer e Gromoll em
[3] tal resultado foi generalizado provando a existência de uma família a 1
parâmetro de imersões mínimas associada a uma subvariedade real Käehler
mínima do espaço euclideano. É a este resultado que dedicamos esta seção.

Seja V é um espaço vetorial sobre um campo K. Dizemos que J é uma
estrutura complexa em V se J é um tensor do tipo (1, 1) em V tal que
J2 = −I, onde denotamos por I a aplicação identidade de V . Fixado um
fibrado vetorial Π : E → M com fibra típica E0, por estrutura complexa
em E entendemos um seção lisa J de Lin(E) tal que Jx é uma estrutura
complexa em Ex, para todo x ∈M .

Numa variedade diferenciável real M definimos estrutura quase complexa
em M como uma estrutura complexa definida no fibrado tangente de M .
Um par então formado por M e J é denominado variedade quase complexa.
Por abuso de linguagem, sempre nos referirmos a M como uma variedade
quase complexa, e, exceto onde diversamente dito, denotaremos sua estru-
tura complexa por J . É simples ver que uma variedade quase complexa
M tem sempre dimensão par, e que cada espaço tangente TxM possui uma
base da forma X1, . . . , Xn, JX1, . . . , JXn. Chamamos uma base assim cons-
tituída de J-base de TxM . Uma vez duas quaisquer J-bases diferem por um
isomorfismo de determinante positivo, concluímos que uma variedade quase
complexa é sempre orientável.

Definimos uma variedade semi-Käehler M como uma variedade semi-
riemanniana e quase complexa tal que sua estrutura quase complexa J seja
paralela com respeito a conexão de Levi-Civita e tal que Jx é anti-simétrico
com respeito a gx, para todo x ∈ M , ou seja, M é uma variedade semi-
riemanniana quase complexa com conexão de Levi-Civita ∇ tal que:

〈JX, Y 〉 = −〈X, JY 〉

e
(∇XJ)(Y ) = ∇XJY − J∇XY = 0

para todos X,Y ∈ X(M). No caso em que a métrica de M tem índice zero,
ou seja, se M é uma variedade riemanniana, dizemos que M é uma variedade
Käehler.
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Definição 1.6.1. Dada uma imersão isométrica f : M2n →M
2n+p de uma

variedade Käehler, dizemos que a imersão é circular se a segunda forma
fundamental α de f satisfaz

α(X, JY ) = α(JX, Y )

para todos X,Y ∈ X(M).

Dajczer e Rodrigues em [4] provaram que uma imersão isométrica f :
M2n → R2n+p de uma variedade Käehler no espaço euclideano é uma imersão
mínima se e somente se for circular. Deste resultado segue o teorema de
Dajczer-Gromoll:

Teorema 1.6.2. Seja M2n uma variedade Käehler simplesmente conexa, e
seja f : M2n → R2n+p uma imersão isométrica mínima. Existe, então, uma
família a 1 parâmetro fθ : M2n → R2n+p, θ ∈ [0, π) de imersões isométricas
mínimas tal que f0 = f .

Demonstração. Considere para cada θ ∈ [0, π) o tensor Tθ : TM → TM
definido por

Tθ = cos θI + sin θJ

onde J é a estrutura complexa de M e I o campo tensorial identidade. Para
Tθ as seguintes propriedades são claras:

• Tθ é paralelo com respeito a conexão de Levi-Civita de M ;

• Tθ é um campo tensorial ortogonal;

• Tθ ◦ T−θ = I.

Seja αθ : TM × TM → TM⊥ a forma bilinear dada por

αθ(X,Y ) = α(TθX,Y )

onde α é a segunda forma fundamental de f . Para cada ξ ∈ Γ(TM⊥),
denotamos por Aθ

ξ a transformação linear associada a αθ, i.e.,〈
Aθ

ξX,Y
〉

= 〈αθ(X,Y ), ξ〉, para todos X,Y ∈ X(M).

Se Aξ denota a o operador forma de f na direção ξ, é fácil ver que

Aθ
ξ = T−θAξ = AξTθ.



CAPÍTULO 1. IMERSÕES ISOMÉTRICAS 20

Da circularidade de f , para todos X,Y ∈ X(M), segue〈
Aθ

ξX,Y
〉

= cos θ〈αθ(X,Y ), ξ〉+ sin θ〈αθ(JX, Y ), ξ〉

= cos θ〈αθ(X,Y ), ξ〉+ sin θ〈αθ(X, JY ), ξ〉
= cos θ〈AξX,Y 〉 − sin θ〈JAξX,Y 〉
= 〈T−θAξX,Y 〉.

Dados X,Y ∈ X(M) segue das igualdades acima e das propriedades de
Tθ que 〈

Aθ
ξX,Y

〉
= 〈AξTθX,Y 〉 = 〈TθX,AξY 〉

= 〈X,T−θAξY 〉 =
〈
X,Aθ

ξY
〉
.

Ou seja, temos que Aθ
ξ é um operador auto-adjunto.

A partir das propriedades acima listadas é direta a prova de que αθ

obedece a equação de Gauss para f .

Se definirmos, para X,Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(TM⊥),

(∇YA)(X, ξ) = ∇YAξX −Aξ∇YX −A∇⊥XξX,

no contexto aqui estudado, a equação de Codazzi assume a seguinte forma:

(∇YA)(X, ξ) = (∇XA)(Y, ξ). (1.16)

Uma vez que Tθ é paralelo e Aθ
ξ = T−θAξ segue de 1.16 que Aθ também

obedece a equação de Codazzi para a imersão f .

Para a equação de Ricci temos

〈[Aθ
ξ , A

θ
η]X,Y 〉 = 〈Aθ

ξA
θ
ηX,Y 〉 − 〈Aθ

ηA
θ
ξX,Y 〉

= 〈AξTθT−θAηX,Y 〉 − 〈AηTθT−θAξX,Y 〉
= 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉

para X,Y ∈ X(M) e ξ, η ∈ Γ(TM⊥). Donde segue que a equação de Ricci
para f continua válida com o operador forma Aθ.

Sob estas condições segue do Teorema Fundamental de Imersões que
existe uma imersão isométrica fθ : M2n → R2n+p, única a menos de isome-
trias de R2n+p, cuja segunda forma fundamental é αθ. Obviamente f0 = f .
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Para finalmente provarmos o teorema, observamos que fθ é mínima uma
vez que tal imersão é circular. De fato, para X,Y ∈ X(M), temos:

αθ(JX, Y ) = α(TθJX, Y )

= cos θα(JX, Y ) + sin θα(J2X,Y )

= cos θα(X, JY ) + sin θα(X, J2Y )
= αθ(X, JY ).

A família fθ acima obtida é denominada família associada a imersão
isométrica mínima f .



Capítulo 2

G-estruturas e Imersões Afins

2.1 Fibrados Principais

Iniciamos esta seção com a definição de espaços principais. Estes são
estruturas algébricas que apresentam, em relação aos grupos, análogo papel
ao dos espaços afins em relação aos espaços vetoriais. Um espaço principal
consiste de um conjunto não vazio P e um grupo G que age à direita livre
e transitivamente sobre P . Chamamos G de grupo estrutural do espaço
principal P . Lembramos que o fato de G agir livre e transitivamente sobre
P significa que para quaisquer p, p′ ∈ P existe um único elemento g ∈ G
(a que usualmente denotaremos por p−1p′) tal que p′ = p · g. Nesse caso
diremos que g leva p em p′.

Sejam dois grupos G e H, P um espaço G-principal e Q um espaço H-
principal. Uma aplicação φ : P → Q é dita ser um morfismo de espaços
principais se existe um homomorfismo de grupos φ0 : G→ H tal que:

φ(p · g) = φ(p) · φ0(g), (2.1)

para todo p ∈ P e todo g ∈ G. Chamamos φ0 de homomorfismo de grupos
subjacente ao morfismo φ.

Sejam P um espaço principal com grupo estrutural G e H um subgrupo
de G. Suponha que Q ⊂ P é uma H-órbita, i.e., Q é dado, para algum
a ∈ P , pela imagem de H pela função βa : G→ P , tal que

βa(g) = g · a.

Então Q é um espaço principal com grupo estrutural H; chamamos Q de
subespaço principal de P .

22
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Isso posto, definimos fibrado principal.

Definição 2.1.1. Um fibrado principal consiste numa estrutura formada
pelos seguintes elementos:

• um conjunto P , chamado de espaço total;

• uma variedade diferenciável M , chamada de espaço base;

• uma aplicação Π : P →M , denominada projeção;

• um grupo de Lie G, chamado grupo estrutural;

• uma ação a direita de G em P

P ×G 3 (p, g) 7−→ p · g ∈ P

que, para todo x ∈M , torna a fibra Px = Π−1(x) um espaço principal
com grupo estrutural G;

• um atlas maximal Amax de seções locais de Π, cujos elementos chama-
mos de seções locais admissíveis.

Nota 2.1.2. Muitas das vezes em que trabalhamos com fibrados principais
nos referimos a projeção Π : P → M ou ao espaço total P como se fossem
a coleção de objetos acima listada. Assim, constantemente diremos que P
é um fibrado principal sobre M ou que P (ou Π : P → M) é um fibrado
G-principal.

Seja P um fibrado G-principal sobre M . Para cada seção local admissível
s : U → P a função:

βs : U ×G 3 (x, g) 7−→ s(x) · g ∈ Π−1(U) ⊂ P (2.2)

é uma bijeção. Não é difícil ver que existe uma única estrutura diferenciável
no conjunto P tal que para toda seção local admissível s : U → P o conjunto
Π−1(U) é aberto em P e a função βs é um difeomorfismo C∞. Assim sendo,
sempre consideraremos o espaço total P do fibrado principal munido de tal
estrutura diferenciável.

Definição 2.1.3. Se P é um fibrado G-principal sobre M e H é um subgrupo
de Lie de G, definimos um sub-fibrado principal de P com grupo estrutural
H o subgrupo Q de P satisfazendo as seguintes condições:

• para todo x ∈ M , Qx = Px ∩ Q é um subespaço principal de Px com
grupo estrutural H (Qx é uma H-órbita);
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• para todo x ∈ M , existe uma seção local lisa s : U → P tal que x ∈ U
e s(U) ⊂ Q.

Sejam P e Q fibrados principais sobre a mesma variedade diferenciável
M , com grupos estruturais G e H respectivamente. Uma função φ : P → Q
é dita preservar fibra se φ(Px) ⊂ Qx, para todo x ∈ M . Um morfismo
de fibrados principais de P em Q é uma função que preserva fibra lisa φ :
P → Q para a qual existe um homomorfismo de grupos φ0 : G → H tal
que para todo x ∈ M , a aplicação φx = φ|Px : Px → Qx é um morfismo
de espaços principais com homomorfismo de grupos subjacente φ0. Se φ é
um morfismo de fibrados principais entre P e Q bijetor então dizemos que
φ é um isomorfismo de fibrados principais. Observe que nesse caso, φ0 é
também, obrigatoriamente, uma bijeção (isomorfismo de grupos).

Um fibrado G-principal sobre uma variedade diferenciável M pode ser
pensado como um família (Px)x∈M de espaços principais Px com grupo es-
trutural G que “varia diferenciavelmente” quando parametrizada por pontos
de M . Se M ′ é uma outra variedade diferenciável e f : M ′ →M uma função
lisa então torna-se natural considerarmos uma reparametrização (Pf(y))y∈M ′

da família (Px)x∈M pela aplicação f . Tal ideia nos motiva a definirmos o
pull-back de um fibrado principal.

Seja, então, Π : P →M um fibrado G-principal e seja f : M ′ →M uma
função lisa definida numa variedade diferenciável M ′. O pull-back de P por
f é o conjunto f∗P definido por:

f∗P =
⋃

y∈M ′

(
{y} × Pf(y)

)
.

Assim, o conjunto f∗P é um subconjunto do produto cartesiano M ′ × P .
Seja Π1 : f∗P → M ′ a restrição a f∗P da projeção na primeira coordenada
e f̄ : f∗P → P a restrição a f∗P da projeção na segunda coordenada; temos
que o seguinte diagrama comuta:

f∗P
f̄ //

Π1

��

P

Π

��
M ′

f
// M

(2.3)

Chamamos f̄ : f∗P → P de função canônica associada ao pull-back f∗P .
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2.2 Fibrado de Referenciais e G-estruturas

Seja E0 um espaço vetorial real e E um fibrado vetorial sobre uma va-
riedade diferenciável M . Denotamos por FRE0(E) =

⋃
x∈M FRE0(Ex) o

fibrado de referenciais de E, o qual consiste no conjunto de todos os iso-
morfismos lineares p : E0 → Ex (p ∈ FRE0(Ex)), com x ∈ M . FRE0(E) é
um fibrado GL(E0)-principal sobre M . Quando E0 = Rk escrevemos sim-
plesmente FR(E) ao invés de FRE0(E). Uma seção local s : U → FRE0(E)
(onde U é um aberto de M) é chamado de um E0-referencial local por E.

Se E é um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciável M com
fibra típica E0, e f : M ′ → M é uma função lisa definida numa variedade
diferenciável M ′, então por pull-back de E por f entendemos o conjunto f∗E
definido por:

f∗E =
⋃

y∈M ′

(
{y} × Ef(y)

)
.

Observe que o conjunto FRE0(f
∗E) pode ser naturalmente identificado com

o pull-back f∗FRE0(E). Tal identificação torna FRE0(f
∗E) num fibrado

GL(E0)-principal e, assim, f∗E num fibrado vetorial com fibra típica E0.

Seja g0 um produto interno em E0 de índice r, denotamos por O(g0) o
grupo ortogonal de E0, i.e., o subgrupo de GL(E0) formado por todas as
isometrias lineares de (E0, g0). Se E0 = Rk é munido do produto interno
de Minkowski de índice r, denotamos tal grupo também por Or(k). As-
sim sendo, definimos FRo

E0
(E) =

⋃
x∈M FRo(Ex) como o subfibrado O(g0)-

principal de FRE0(E) formado por todas as isometrias lineares p : E0 → Ex,
com x ∈M , e chamamos tal conjunto de fibrado de referenciais ortonormais
de E.

Definição 2.2.1. Dado um subgrupo de Lie G de GL(E0), por G-estrutura
em E entendemos um sub-fibrado G-principal P de FRE0(E).

Nota 2.2.2. Um E0-referencial local s : U → FRE0(E) de E com s(U) ⊂ P
é dito compatível com a G-estrutura P . Para M , uma variedade diferen-
ciável n-dimensional e G um subgrupo de GL(Rn), dizemos que P é uma
G-estrutura em M se P ⊂ FR(TM) é uma G-estrutura no fibrado tangente
TM .

Sejam M ′, M variedades diferenciáveis e f : M ′ → M uma função C∞.
Denote por π : TM →M , π′ : TM ′ →M ′ as projeções e por π1 : f∗TM →
M ′ o pull-back de TM por f . Observe que f∗TM é um subconjunto de
M ′ × TM , e defina, então, f : f∗TM → TM como a restrição a f∗TM da
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projeção na segunda coordenada. Deste modo, existe um único morfismo de
fibrados vetoriais

←−
df : TM ′ → f∗TM tal que f ◦

←−
df = df e π1 ◦

←−
df = π′.

Definição 2.2.3. Sejam G um subgrupo de Lie de GL(Rn) e M ′, M varieda-
des diferenciáveis n-dimensionais munidas de G-estruturas P ′ e P , respecti-
vamente. Então, uma função lisa f : M ′ →M é dita preservar G-estrutura
se o morfismo de fibrados vetoriais

←−
df : TM ′ → f∗TM preserva G-estrutura

(onde f∗TM é munida da G-estrutura f∗P ), i.e., df é tal que, para cada
p ∈ P ′ temos df(p) ∈ f∗P .

2.3 Conexões

Seja Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica E0 e seja ε uma
seção lisa de E (ε ∈ Γ(E)). Se E = M×E0 é um fibrado vetorial trivial sobre
M então ε pode ser escrito como ε(x) =

(
x, ε̃(x)

)
, onde ε̃ : M → E0 é uma

função lisa; identifiquemos, assim, uma seção lisa ε de E = M × E0 com a
função ε̃ : M → E0. Dado x ∈M e v ∈ TxM , pode-se considerar a derivada
direcional dε̃(x) · v de ε̃ em x, na direção de v. Isso posto, nos perguntamos
o que significaria uma derivada direcional num fibrado vetorial arbitrário E.
Uma vez que todo fibrado pode ser localmente trivializado, uma primeira
tentativa seria considerarmos um E0-referencial local liso s : U → FRE0(E)
com x ∈ U . Assim se ε̃ : U → E0 denota a representação de ε|U em relação a
s, uma tentativa natural para se definir a derivada direcional de ε no ponto
x na direção v seria fazer:

(derivada direcional de ε em x na direção v) = s(x)
(
dε̃(x) · v

)
.

Obviamente, para tal definição ter sentido precisamos checar o que ocorre
quando outro E0-referencial s′ : V → FRE0(E) com x ∈ V é escolhido. No
entanto, fazendo isso observa-se que tal definição não é boa.

Uma alternativa que nos resta é a seguinte: se ε : M → E é uma seção lisa
de E então, para cada x ∈M , podemos considerar dε(x), que é uma aplicação
linear de TxM em Tε(x)E; para v ∈ TxM , temos, portanto, dε(x) ·v ∈ Tε(x)E.
No caso em que E = M ×E0 é o fibrado trivial sobre M então ε é da forma
ε(x) =

(
x, ε̃(x)

)
e:

dε(x) · v =
(
v,dε̃(x) · v

)
∈ Tε(x)E = TxM ⊕ E0.

Desse modo, nos fibrados triviais, o objeto a que chamamos derivada direci-
onal de ε em x na direção v é a segunda coordenada do vetor dε(x) · v. Se
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Π : E → M é um fibrado vetorial então dε(x) · v é apenas um elemento de
Tε(x)E e, assim, não faz sentido falar da “segunda coordenada” de dε(x) · v.
Embora dΠε(x)

(
dε(x) · v

)
= v mostre que, no caso de fibrados triviais, o

vetor dε(x) · v contém v como uma de suas componentes, não existe maneira
canônica de obtermos a “outra componente” de dε(x) · v.

Frente as dificuldades acima expostas, definimos o que chamamos de
conexão em E.

Definição 2.3.1. Sejam E e M variedades diferenciáveis e seja Π : E →M
uma submersão lisa. Dado e ∈ E então o espaço Ker

(
dΠ(e)

)
é chamado

subespaço vertical de TeE no ponto e com respeito a submersão Π; assumindo
Π fixada pelo contexto, denotamos o subespaço vertical por Vere(E). Um
subespaço H de TeE é dito horizontal em relação a Π se ele é um complemento
de Vere(E) em TeE, i.e., se:

TeE = H ⊕Vere(E).

Uma distribuição H na variedade E é chamada horizontal com respeito a Π
se He é um subespaço horizontal de TeE para toda e ∈ E. Uma distribui-
ção horizontal em E será também dita uma conexão generalizada em E (em
relação a Π).

Quando uma distribuição horizontal em E é fixada pelo contexto, nor-
malmente, a denotaremos por Hor(E). Escreveremos, então, pver : TE →
Ver(E)(resp., phor : TE → Hor(E)) para a função cuja restrição a TeE é igual
à projeção na segunda coordenada (resp., na primeira coordenada) corres-
pondente a soma direta TeE = Hore(E)⊕Vere(E), para todo e ∈ E .

Sejam, ainda, E e M variedades diferenciáveis e Π : E → M uma sub-
mersão. Por seção local de Π entendemos uma aplicação ε : U → E definida
num aberto U de M tal que Π ◦ ε seja a inclusão de U em M .

Definição 2.3.2. Seja Hor(E) uma conexão generalizada em E. Se ε : U →
E é uma seção local lisa de Π então, dados x ∈ U , v ∈ TxM , a derivada
covariante de ε em x na direção v com respeito a conexão generalizada Hor(E)
é, aqui, denotada por ∇vε e é definida por:

∇vε = pver

(
dε(x) · v

)
∈ Verε(x)(E); (2.4)

chamamos ∇ de operador derivada covariante associado a conexão generali-
zada Hor(E).
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Dado x ∈ U , se ∇vε = 0, para todo v ∈ TxM então a seção local ε é dita
paralela em x em relação a Hor(E); se ε é paralela em todo x ∈ U dizemos
simplesmente que ε é paralela com respeito a Hor(E). Observamos que ε é
paralela em x com respeito a Hor(E) se e somente se: dεx(TxM) = Horε(x)E .

Sejam Π : E →M , Π′ : E ′ →M submersões lisas; uma função φ : E → E ′
é dita preservar fibras se Π′ ◦ φ = Π.

Definição 2.3.3. Sejam Hor(E) e Hor(E ′) conexões generalizadas em E e E ′
respectivamente. Uma função lisa φ : E → E ′ é dita preservar conexão se ela
preserva fibras e:

dφe

(
Hore(E)

)
= Horφ(e)(E ′), (2.5)

para todo e ∈ E.

Notamos aqui que uma submersão lisa Π : E →M é dita ter a propriedade
de extensão global se para toda seção local lisa ε : U → E de Π e todo x ∈ U
existe uma seção global lisa ε̄ : M → E tal que ε e ε̄ são iguais em alguma
vizinhança de x contida em U . Não é difícil ver que a projeção de um fibrado
vetorial possui tal propriedade.

Definição 2.3.4. Seja Π : P →M um fibrado G-principal sobre a variedade
diferenciável M . Uma conexão principal em P é uma conexão generalizada
Hor(P ) em P que é G-invariante, i.e.:

dγg

(
Horp(P )

)
= Horp·g(P ),

para todo p ∈ P e todo g ∈ G, onde γg : P → P denota o difeomorfismo
dado pela ação de g em P .

Observa-se que a distribuição vertical Ver(P ) acaba, nesse contexto,
sendo também G-invariante. De agora em diante, por conexão num fibrado
principal entenderemos se tratar de uma conexão principal.

Seja, então, Hor(P ) uma distribuição horizontal em P . A existência de
um isomorfismo canônico entre o espaço vertical Verp(P ) e a álgebra de Lie g

do grupo estrutural nos permite uma associação canônica entre a distribuição
Hor(P ) e uma 1-forma ω em P a valores em g tal que Ker(ωp) = Horp(P ),
para todo p ∈ P . Definimos, assim, ω por:

ωp(ζ) =

{(
dβp(1)

)−1(ζ) ∈ g, se ζ ∈ Verp(P ),
0 ∈ g, se ζ ∈ Horp(P ),

(2.6)
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para todo p ∈ P , onde
(
dβp(1)

)−1 : Verp(P )→ g é a inversa do isomorfismo
linear definido pela diferencial de:

βp : G 3 g 7−→ p · g ∈ P,

a qual observamos ter imagem em Verp(P ).

Seja Hor(P ) uma distribuição horizontal em P e seja ω a 1-forma em P
a valores em g definida por (2.6). Então, observa-se que Hor(P ) é lisa se e
somente se ω é lisa.

Sejam V um espaço vetorial real de dimensão finita e ρ : G → GL(V )
uma representação C∞ de G em V . Uma forma λ a valores em V no espaço
total P é dita ρ-pseudo G-invariante (ou pseudo G-invariante com respeito
a ρ) se:

γ∗g λ = ρ(g)−1 ◦ λ,

para todo g ∈ G.

Pode-se provar que ω é pseudo G-invariante com respeito à representação
adjunta Ad : G→ GL(g) do grupo de Lie G na sua álgebra de Lie g.

Sejam Hor(P ) uma distribuição horizontal em P e ω a 1-forma em P a
valores em g definida por (2.6). Então Hor(P ) é G-invariante se e somente
se ω é Ad-pseudo G-invariante.

Definição 2.3.5. Seja Π : P → M um fibrado G-principal e, para cada
p ∈ P , denote por

(
dβp(1)

)−1 : Verp(P ) → g a inversa do isomorfismo
linear acima definido. Uma 1-forma ω em P a valores em g Ad-pseudo
G-invariante satisfazendo:

ωp|Verp(P ) =
(
dβp(1)

)−1 (2.7)

para todo p ∈ P é chamada forma de conexão em P .

Se ω é uma 1-forma em P a valores em g satisfazendo (2.7) para todo
p ∈ P então a distribuição Hor(P ) definida por:

Horp(P ) = Ker(ωp), (2.8)

para todo p ∈ P é horizontal.

Observa-se que se Π : P →M é um fibrado principal, então a igualdade
(2.8) define uma correspondência biunívoca entre as conexões Hor(P ) em P
e as formas de conexão ω em P .
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Lema 2.3.6. Sejam Π : P → M um fibrado G-principal e s : U → P
uma seção local lisa de P . Se ω̄ é uma 1-forma a valores em g definida em
U então existe uma única 1-forma ω Ad-pseudo G-invariante a valores em
g definida no fibrado principal P |U satisfazendo a condição (2.7) para todo
p ∈ P |U com s∗ω = ω̄. Além disso, ω é lisa se e somente se ω̄ é C∞.

Demonstração. Não é difícil ver que este lema vale no caso em que P = M×G
é o fibrado principal trivial e a seção local s igual a s1 : M 3 x 7→ (x, 1) ∈ P .
De modo a provarmos o caso geral, considere o seguinte diagrama comutativo
(lembre-se de (2.2)):

U ×G
βs

∼=
// P |U

U
s1

__???????? s

AA�������

A função βs é um isomorfismo do fibrado principal trivial U × G em P |U
cujo homomorfismo de grupos de Lie subjacente é a aplicação identidade de
G. Dada uma 1-forma ω a valores em g definida em P |U , pode-se facilmente
provar que ω é Ad-pseudo G-invariante e satisfaz (2.7) para todo p ∈ P |U
se e somente se β∗sω é Ad-pseudo G-invariante e satisfaz (2.7) para todo
p ∈ U × G. Além disso, s∗ω = ω̄ se e somente se (s1)∗(β∗sω) = ω̄. E, desse
modo, segue a tese.

Se ω é uma forma de conexão em P e s : U → P é uma seção local lisa
então a 1-forma lisa ω̄ = s∗ω a valores em g definida em U é chamada de
representação de ω com respeito a seção local lisa s. Assim, o Lema 2.3.6
mostra que uma forma de conexão ω em P |U é univocamente determinada
por sua representação ω̄ em relação a uma dada seção local lisa s : U → P .

Nota 2.3.7. Pode-se provar que existe uma correspondência um a um entre
o conjunto das conexões principais em FRE0(E) e o conjunto das conexões
generalizadas em E cujos operadores de derivada covariante são uma conexão
linear. Para mais detalhes ver o Apêndice A.

2.4 Variedades Afins

Uma variedade afim é um par (M,∇), onde M é uma variedade diferen-
ciável e ∇ uma conexão em M . Se M ′ e M são variedades afins, dizemos que
uma função lisa f : M ′ →M é uma função afim se

←−
df : TM ′ → f∗TM pre-

serva conexão. Ao longo deste trabalho, nos será útil os conceitos de tensor
de Christoffel e inner-torsion de uma variedade afim munida de G-estrutura
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(ver [18]). Para definirmos o tensor de Christoffel precisamos observar que,
se E é um fibrado vetorial sobre M com fibra típica E0 e s : U → FRE0(E) é
um E0-referencial local de E, podemos definir uma conexão ds em E|U por:

ds
vε = s(x)

(
dε̃x(v)

)
, (2.9)

para todos x ∈ U , v ∈ TxM , ε ∈ Γ(E|U ), onde ε̃ : U → E0 é definido por
ε̃(x) = s(x)−1(ε(x)), para todo x ∈ U .

Definição 2.4.1. Se ∇ é uma conexão em E então o tensor de Christoffel
de ∇ com respeito ao referencial local liso s é a função C∞(M)-bilinear

Γ : Γ(TM |U )× Γ(E|U )→ Γ(E|U )

definida por Γ = ∇− ds.

Lembramos que a diferença entre duas conexões é, de fato, um tensor.
Identificamos o tensor de Christoffel Γ com uma seção lisa do fibrado vetorial
Lin(TM |U , E|U ;E|U ); ou, mais explicitamente, Γ é a seção local lisa tal que:

∇vε = ds
vε+ Γx(v, ε(x)), (2.10)

para todos x ∈ U , v ∈ TxM e todo ε ∈ Γ(E|U ). Para x ∈ U , v ∈ TxM ,
também definimos Γx(v) = Γx(v, ·) ∈ gl(Ex), de modo que Γx : TxM →
gl(Ex) é uma função linear.

2.5 Inner torsion

Sejam, agora, E um fibrado vetorial sobre M com fibra típica E0 munido
de uma conexão ∇, G um subgrupo de Lie de GL(E0) e P ⊂ FRE0(E)
uma G-estrutura em E. Para cada x ∈ M , denotamos por Gx ⊂ GL(Ex)
o subgrupo de Lie formado por todos os isomorfismos que preservam G-
estrutura de Ex, i.e., g ∈ Gx se e somente se g ◦ p ∈ Px para todo p ∈ Px;
denotamos por gx ⊂ gl(Ex) sua álgebra de Lie.

Para x ∈M e p ∈ Px, podemos definir σ : GL(E0) 3 g 7→ p·g ∈ FRE0(E)
e, então,

Ip : GL(E0) 3 g 7→ σ ◦ Lg ◦ σ−1 ∈ GL(Ex).

Definimos Adp : gl(E0) → gl(Ex) como a diferencial do isomorfismo de
grupos de Lie Ip, i.e.,

Adp = (dIp)e,
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onde denotamos por e a identidade de GL(E0). Assim, observando que
Ad(g) ⊂ gx, fazemos de Adp : gl(E0)/g → gl(Ex)/gx a função induzida por
Adp no quociente.

Lembramos que a conexão linear ∇ é associada a uma única conexão
principal Hor

(
FRE0(E)

)
no fibrado GL(E0)-principal FRE0(E) (ver Apên-

dice A); denotemos por ω a forma de conexão desta conexão principal. Se-
jam s : U → P uma seção local lisa de P . Para x ∈ U façamos p = s(x) e
ω = s∗ω.

Definição 2.5.1. Definimos a inner torsion da G-estrutura P no ponto x
relativa a conexão ∇ como a aplicação IP

x : TxM → gl(Ex)/gx dada pela
composição ilustrada no seguinte diagrama:

TxM

IP
x

33
ωx // gl(E0)

quociente // gl(E0)/g
Adp // gl(Ex)/gx (2.11)

Nota 2.5.2. Se, para p ∈ P , denotamos por Lp a composição de ωx com a
aplicação quociente, segue das propriedades usuais de formas de conexão que,
dados p, q ∈ Px, as aplicações Lp e Lq são relacionadas por Lq = Adg ◦ Lp,
onde g ∈ G é tal que p = q ◦ g, e Adg : gl(E0)/g → gl(E0)/g é obtido a
partir de Adg : gl(E0) → gl(E0) pela passagem ao quociente. Disso segue
que IP

x não depende da escolha da seção local s (para mais detalhes ver [18,
Seção 5]).

O Lema seguinte nos dá uma maneira mais simples de calcularmos IP
x .

Lema 2.5.3. Sejam π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica E0,
G um subgrupo de Lie de GL(E0) e P ⊂ FRE0(E) uma G-estrutura em
E; assumamos dada uma conexão ∇ em E. Se s : U → P é um E0-
referencial local C∞ de E compatível com P então a inner torsion IP

x :
TxM → gl(Ex)/gx da G-estrutura P no ponto x é dada pela composição do
tensor de Christoffel Γx : TxM → gl(Ex) da conexão ∇ com respeito a s com
a função quociente gl(Ex)→ gl(Ex)/gx.

Demonstração. Denotemos por ω a forma de conexão associada a conexão
principal Hor

(
FRE0(E)

)
e defina ω̄ = s∗ω. Não é complicado ver que Γx =

Adp ◦ ω̄x, onde p = s(x). Assim, o resultado segue da comutatividade do
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seguinte diagrama:

TxM ω̄x

//

IP
x

++

Γx &&MMMMMMMMMMM gl(E0) quociente
//

Adp

��

gl(E0)/g
Adp

// gl(Ex)/gx

gl(Ex)
quociente

77

2.6 Homogeneidade infinitesimal, local e global

Sejam (M,∇) uma variedade afim n-dimensional, G um subgrupo de Lie
de GL(Rn) e P ⊂ FR(TM) uma G-estrutura em M . Denotemos por T e R
respectivamente a torção e curvatura de ∇.

Denotemos por Adσ o isomorfismo linear de gl(TxM)/gx em gl(TyM)/gy

definido pela passagem ao quociente de Adσ : gl(TxM) → gl(TyM), função
a qual definimos como a diferencial do isomorfismo de grupos de Lie Iσ :
GL(TxM) 3 T 7→ σ ◦T ◦σ−1 ∈ GL(TyM) calculada na identidade (Adσ está
bem definida, uma vez que Adσ leva gx em gy).

Definição 2.6.1. Dizemos que a tripla (M,∇, P ) é uma variedade afim
com G-estrutura infinitesimalmente homogênea se para todos x, y ∈M , toda
função que preserva G-estrutura σ : TxM → TyM relaciona Tx com Ty, Rx

com Ry e IP
x com IP

y , i.e., Ty(σ·, σ·) = σ ◦Tx, Ry(σ·, σ·) = σ ◦R(·, ·) ◦ σ−1

e IP
y ◦ σ = Adσ ◦ IP

x .

É fácil ver que a condição de homogeneidade infinitesimal significa cur-
vatura, torção e inner torsion constantes com respeito a referenciais que
pertencem a considerada G-estrutura, i.e., o seguinte lema é válido:

Lema 2.6.2. Seja (M,∇, P ) uma variedade afim n-dimensional com G-
estrutura, onde G é um subgrupo de Lie de GL(Rn). Então (M,∇, P ) é
infinitesimalmente homogênea se e somente se existem funções multilineares
R0 ∈ Lin3(Rn,Rn), T0 ∈ Lin2(Rn,Rn) e uma função linear I0 : Rn →
gl(Rn)/g tais que:

p∗Rx = R0, p∗Tx = T0,

Adp ◦ I0 = IP
x ◦ p,

(2.12)

para todos x ∈M e p ∈ Px.
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Demonstração. Assumamos a existência de R0, T0, I0 tais que (2.12) vale
para todo x ∈ M e todo p ∈ Px. Sejam x, y ∈ M e σ : TxM → TyM uma
função que preserva G-estrutura fixada. Escolha p ∈ Px e defina q = σ ◦ p,
de modo que q ∈ Py. Então:

p∗Rx = R0 = q∗Ry = p∗σ∗Rx,

e, assim, Rx = σ∗Ry, i.e., Rx é σ-relacionado com Ry. Similarmente, Tx é
σ-relacionado com Ty. Além do mais, Adp ◦ I0 = IP

x ◦ p, Adq ◦ I0 = IP
y ◦ q

e, portanto:

IP
y ◦ σ ◦ p = IP

y ◦ q = Adq ◦ I0 = Adσ ◦Adp ◦ I0 = Adσ ◦ IP
x ◦ p,

provando Adσ ◦ IP
x = IP

y ◦ σ. Reciprocamente, se (M,∇, P ) é infinitesimal-
mente homogênea, escolha um x ∈M qualquer e um p ∈ Px e defina:

R0 = p∗Rx, T0 = p∗Tx, I0 = (Adp)−1 ◦ IP
x ◦ p.

Dados quaisquer y ∈ M , q ∈ Py então σ = q ◦ p−1 : TxM → TyM é
uma função que preserva G-estrutura e, portanto, σ∗Ry = Rx, σ∗Ty = Tx e
Adσ ◦ IP

x = IP
y ◦ σ. Então:

q∗Ry = p∗σ∗Ry = p∗Rx = R0, q∗Ty = p∗σ∗Ty = p∗Tx = T0;

além do mais:

Adq ◦ I0 = Adq ◦ (Adp)−1 ◦ IP
x ◦ p = Adσ ◦ IP

x ◦ p = IP
y ◦ σ ◦ p = IP

y ◦ q.

O que conclui a demonstração.

Ao longo do trabalho nos referiremos coletivamente aos tensores T0, R0

e I0 como tensores característicos da variedade afim infinitesimalmente ho-
mogênea com G-estrutura (M,∇, P ).

Nota 2.6.3. Obviamente, os tensores característicos T0, R0 e I0 são invari-
antes pela ação de G. Isso implica no fato de que podemos induzir “versões”
dos tensores T0, R0, I0 em qualquer espaço vetorial munido de G-estrutura.
Melhor dizendo, seja Z um espaço vetorial real n-dimensional com uma G-
estrutura PZ , i.e, uma órbita da ação à direita de G sobre FR(Z). Denote
por GZ ⊂ GL(Z) o grupo de Lie formado por todos os automorfismos de
Z que preservam G-estrutura e por gZ ⊂ gl(Z) sua álgebra de Lie. Dado
um p ∈ PZ qualquer, existe uma única tripla de tensores TZ : Z × Z → Z,
RZ : Z × Z → gl(Z), IZ : Z → gl(Z)/gZ que são relacionados com T0,
R0, I0 por p. A G-invariância de T0, R0, I0 implica que TZ , RZ , IZ não
dependem da escolha de p ∈ PZ .
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Dizemos que a tripla (M,∇, P ) é localmente homogênea se para todos
x, y ∈ M e toda função que preserva G-estrutura σ : TxM → TyM existem
uma vizinhança aberta U ⊂ M de x, uma vizinhança aberta V ⊂ M de y
e um difeomorfismo C∞ afim que preserva G-estrutura f : U → V tal que
f(x) = y e dfx = σ. Se para todos x, y ∈ M e toda função que preserva
G-estrutura σ : TxM → TyM existe um difeomorfismo C∞ afim que preserva
G-estrutura f : M → M tal que f(x) = y e dfx = σ dizemos que a tripla
(M,∇, P ) é (globalmente) homogênea.

Obviamente, toda variedade afim (localmente) homogênea com G-estru-
tura é também infinitesimalmente homogênea. Além disso, a seguinte pro-
posição nos mostra que a recíproca também vale:

Proposição 2.6.4. Seja (M,∇, P ) uma variedade afim infinitesimalmente
homogênea com G-estrutura. Então (M,∇, P ) é localmente homogênea. Se,
além disso tivermos que (M,∇) é geodesicamente completa e que M é (co-
nexa e) simplesmente-conexa então (M,∇, P ) é (globalmente) homogênea.

Demonstração. Ver [18, Proposição 6.4].

2.7 Imersões Afins e Congruência

Sejam M uma variedade diferenciável n-dimensional, M uma variedade
diferenciável n̄-dimensional (n̄ = n + k) e E um fibrado vetorial sobre M
com fibra típica Rk. Definamos Ê = TM ⊕ E, de modo que Ê seja um
fibrado vetorial sobre M com fibra típica Rn̄. Sejam ∇̂ e ∇ conexões em Ê e
em TM respectivamente. Por imersão afim de (M,E, ∇̂) na variedade afim
(M,∇) entendemos um par (f, L), onde f : M → M é uma função C∞ e
L : Ê → f∗TM é um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva conexão
com:

Lx|TxM = dfx, (2.13)

para todo x ∈M , onde munimos f∗TM da conexão f∗∇. Por uma imersão
afim local de (M,E, ∇̂) em (M,∇) entendemos uma imersão afim (f, L) de
(U,E|U , ∇̂) em (M,∇), onde U é um subconjunto aberto de M ; chamamos
U de domínio da imersão afim local (f, L).

Fixemos G um subgrupo de Lie de GL(Rn), P̂ uma G-estrutura em Ê e
P uma G-estrutura em M . Uma imersão afim (local) (f, L) de (M,E, ∇̂) em
(M,∇) é dita preservar G-estrutura se o isomorfismos de fibrados vetoriais
L : Ê → f∗TM preservar G-estrutura, i.e., se Lx ◦ p ∈ P f(x), para todo
x ∈M e todo p ∈ P̂x.
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Para imersões afins que preservam G-estrutura existe uma maneira na-
tural de definir congruência. Sejam (f1, L1) uma imersão afim que preserva
G-estrutura de (M,E, ∇̂1) na variedade afim (M,∇) e (f2, L2) uma imersão
afim que preserva G-estrutura de (M,E, ∇̂2) na mesma variedade. Dizemos,
então, que (∇̂1, f1, L1) é G-congruente a (∇̂2, f2, L2) se existe um difeomor-
fismo afim que preserva G-estrutura σ : M →M tal que:

f2 = σ ◦ f1 e L2 = ±dσ ◦ L1.

2.8 Teorema Fundamental das Imersões Afins

Nesta seção apresentamos um teorema, a que chamaremos de Teorema
Fundamental das Imersões Afins, de autoria de P. Piccione e D. V. Tausk.
Esse resultado foi por eles apresentado no artigo [18] (Teorema 7.4). Enun-
ciaremos aqui, também uma versão deste teorema ligeiramente modificada
para melhor atender aos propósitos desta tese.

Considere no que se segue fixados os seguintes objetos: duas variedades
afins (Mn,∇) e (Mn+k

,∇), um fibrado vetorial E0 sobre M , uma conexão
∇0 em E0, e seções lisas α0, A0 de TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ E0 e TM∗ ⊗ (E0)∗ ⊗
TM respectivamente. Denotamos por T e R respectivamente os tensores de
torção e curvatura de ∇, por T e R os tensores de torção e curvatura de ∇,
e por R0 o tensor de curvatura de E0.

Entendemos como solução do problema de imersão afim para ∇0, α0 e
A0 dados um par (f, S) formado por uma imersão afim f : M →M e por um
isomorfismo de fibrado vetorial que preserva conexão S : (E0,∇0)→ (E,∇⊥)
tal que S(α0(·, ·)) = α e A(·, S·) = A0, onde E é o fibrado normal para f , e
∇⊥, α e A são invariantes da imersão afim, i.e., a conexão normal da imersão
f em E, segunda forma fundamental da imersão f e forma de Weingarten da
imersão f relativa a E. De modo mais geral, se f : U → M é uma imersão
afim definida num aberto U de M , e S : E0|U → E|U é um isomorfismo de
fibrado vetorial que preserva conexão tal que S(α0(·, ·)) = α e A(·, S·) = A0,
então o par (f, S) é chamado de solução local do problema de imersão afim,
dados ∇0, α0, A0, com domínio U .

Consideremos o fibrado vetorial Ê = TM ⊕ E0 munido da conexão ∇̂
cujas componentes são ∇, ∇0, α0 e A0. Denotemos por πTM : Ê → TM e
πE0

: Ê → E0 as projeções associadas a esse fibrado.

Se (f, S) é uma solução do problema de imersão afim, dados ∇0, α0, A0,
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definimos um isomorfismo de fibrado vetorial L : Ê → f∗TM fazendo:

L|TM = df : TM → f∗TM, L|E0 = S : E0 → f∗TM. (2.14)

Assim, temos que o isomorfismo de fibrados L preserva conexão. Recipro-
camente, dados, uma função lisa f : M → M e um isomorfismo de fibrado
que preserva conexão L : Ê → f∗M tal que L|TM = df então, definindo
S = L|E0 , obtemos uma solução (f, S) do problema de imersão afim, dados
∇0, α0, A0.

Sejam G um subgrupo de Lie de GL(n + k), P̂ uma G-estrutura em Ê
e P uma G-estrutura em M . Uma solução (f, S) (possivelmente local) do
problema de imersão afim, dados ∇0, α0, A0, é dita preservar G-estrutura
se o isomorfismo de fibrados vetoriais L : Ê → f∗TM definido em (2.14)
preserva G-estrutura, i.e., se Lx ◦p ∈ P f(x), para todo x ∈M e todo p ∈ P̂x.

Lembre-se que, como explicado na Nota 2.6.3, se (M,∇, P ) é uma varie-
dade infinitesimalmente homogênea então todo espaço vetorial real (n+ k)-
dimensional Z munido de uma G-estrutura herda “versões” TZ : Z×Z → Z,
RZ : Z × Z → gl(Z) e IZ : Z → gl(Z)/gZ dos tensores característicos
T 0 : Rn̄ × Rn̄ → Rn̄, R0 : Rn̄ × Rn̄ → gl(Rn̄) e I0 : Rn̄ → gl(Rn̄)/g de
(M,∇, P ).

Sejam E um fibrado vetorial sobre uma variedade afim (M,∇) e ∇E uma
conexão em E. No que se segue, denotaremos por ∇⊗ a conexão induzida
por ∇ e ∇E em TM∗⊗ TM∗⊗E0, i.e., a conexão tal que, para um seção S
de TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ E0 e vetores v, w, u ∈ TxM , vale:

(∇⊗S)x(v, w, u) = ∇E
v (S(W,U))− S(∇vW,u)− S(w,∇vU),

onde W e U são extensões locais de w e u, respectivamente. Também por
∇⊗ denotaremos a conexão induzida por ∇ e ∇E em TM∗ ⊗ (E0)∗ ⊗ TM ,
ou seja, aquela tal que, para um seção K de TM∗ ⊗ (E0)∗ ⊗ TM e vetores
v, w ∈ TxM , e ∈ Ex, vale:

(∇⊗K)x(v, w, e) = ∇v(K(W,E))−K(∇vW, e)−K(w,∇E
v E)

onde W e E são extensões locais de w e e, respectivamente.

Isso posto, enunciamos o Teorema 7.4 de [18] de autoria de P. Piccione e
D. V. Tausk.
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Teorema 2.8.1. Assuma que (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea
com tensores característicos T 0, R0 e I0, e que as igualdades seguintes são
satisfeitas para todos x ∈M , v, w, z ∈ TxM e todo e ∈ E0

x:

πTM (R bEx
(v, w)u) = Rx(v, w)u+A0

x(v, α0
x(w, u))

−A0
x(w,α0

x(v, u)); (2.15)

πE0
(R bEx

(v, w)e) = R0
x(v, w) + α0

x(v,A0
x(w, e))

− α0
x(w,A0

x(v, e)); (2.16)

πE0
(R bEx

(v, w)u) = (∇⊗α0)x(v, w, u)− (∇⊗α0)x(w, v, u)

+ α0
x(Tx(v, w), u); (2.17)

πTM (R bEx
(v, w)e) = (∇⊗A0)x(v, w, e)− (∇⊗A0)x(w, v, e)

+A0
x(Tx(v, w), e); (2.18)

πTM (T bEx
(v, w)) = Tx(v, w); (2.19)

πE0
(T bEx

(v, w)) = α0
x(v, w)− α0

x(w, v); (2.20)

I bEx
(v) = I

bP
x (v). (2.21)

Então, para todo x0 ∈M , todo y0 ∈M e toda aplicação linear que preserva
G-estrutura σ0 : Êx0 → Ty0M existe uma solução local (f, S) que preserva G-
estrutura para o problema de imersão afim, dados ∇0, α0 e A0, cujo domínio
é uma vizinhança aberta U de x0 em M , com f(x0) = y0 e σ0 = Lx0 , onde
L é como descrito em (2.14). Além disso, se M é (conexa e) simplesmente-
conexa e (M,∇) é geodesicamente completa então existe uma única solução
global (f, S) para o problema de imersão afim, dados ∇0, α0 e A0, tal que
f(x0) = y0 e σ0 = Lx0 .

Nota 2.8.2. Dizemos que (M,∇0, α0, A0, P̂ ) satisfaz as equações de com-
patibilidade para o problema de imersão afim em (M n̄

,∇, P ) se as hipóteses
(2.15) – (2.21) do teorema acima são satisfeitas.

Apresentamos a seguir, a versão do teorema acima apresentado adaptada
ao caso de imersões isométricas.
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Definição 2.8.3. Suponha dados:

• uma variedade semi-riemanniana n-dimensional (M, ḡ), com métrica
semi-riemanniana ḡ de índice r̄;

• uma variedade semi-riemanniana n-dimensional (M, g), com métrica
semi-riemanniana g de índice r;

• um fibrado vetorial E sobre M com fibra típica Rk munido de uma
estrutura semi-riemanniana gE de índice s, onde n = n+k e r = r+s;

• uma conexão ∇E em E compatível com gE;

• uma seção lisa α0 de Lins
2(TM,E).

Por solução do problema de imersão isométrica (semi-riemanniano) dados
∇E , α0, gE entendemos um par (f, S), onde f : M → M é uma imersão
isométrica e S : (E,∇E , gE) → (f⊥,∇⊥, g⊥) é um isomorfismo de fibrados
vetoriais que preserva conexão e tal que S(α0(·, ·)) = α, onde f⊥ denota o
complemento ortogonal de df(TM) em f∗TM em relação a ḡ e g⊥ denota a
restrição de ḡ a f⊥. Como no caso afim, define-se o conceito de solução local
para o problema de imersão isométrica substituindo-se M por um aberto U
de M .

Observamos que se (f, S) é uma solução (local) do problema de imersão
isométrica, (M, g) e (M, ḡ) são munidos das suas respectivas conexões de
Levi-Civita ∇, ∇ e se uma seção lisa A0 de TM∗ ⊗ (E)∗ ⊗ TM é definida
pela igualdade:

gE
x (α0

x(v, w)e) = −gx(A0
x(e) · v, w), x ∈M ; v, w ∈ TxM ; e ∈ Ex (2.22)

então (f, S) é também uma solução (local) do problema de imersão afim,
dados ∇E , α0 e A0.

Consideremos agora o fibrado vetorial Ê = TM⊕E munido da estrutura
semi-riemanniana ĝ cuja restrição a TM e a E são respectivamente g e gE e
tal que TM e E sejam ortogonais. Sejam G um subgrupo de Lie de Or(n),
P̂ uma G-estrutura em Ê e P uma G-estrutura em M tal que P̂ ⊂ FRo(Ê)
e P ⊂ FRo(TM).

Observe que, obviamente, se (f, S) é uma solução que preserva G-estru-
tura para o problema de imersão isométrica semi-riemanniano dados ∇E ,
α0, gE , então o par (f, L), onde L é definida como em (2.14), é uma imersão
afim que preserva G-estrutura de (M,E, ∇̂) em (M,∇).
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Teorema 2.8.4. Suponha dados elementos como na Definição 2.8.3; denote
por ∇ a conexão de Levi-Civita de (M, g) e por ∇ a conexão de Levi-Civita
de (M, g). Considere o fibrado vetorial Ê = TM ⊕ E munido da estrutura
semi-riemanniana ĝ. Seja ∇̂ uma conexão em Ê compatível com ĝ cujas
componentes são ∇, ∇E e α0. Sejam G um subgrupo de Lie de Or(n), P̂
uma G-estrutura em Ê e P uma G-estrutura em M tal que P̂ ⊂ FRo(Ê) e
P ⊂ FRo(TM). Assuma que (M,∇, P ) seja infinitesimalmente homogênea
e que para todos x ∈ M , y ∈ M e toda função que preserva G-estrutura
σ : Êx → TyM , as seguintes condições sejam satisfeitas:

(a) σ relaciona a inner torsion de P̂ com a inner torsion de P , i.e.:

Adσ ◦ I
bP
x = IP

y ◦ σ;

(b) vale a equação de Gauss:

gy

[
Ry

(
σ(v), σ(w)

)
σ(u), σ(z)

]
= gx

(
Rx(v, w)u, z

)
− gE

x

(
α0

x(w, u), α0
x(v, z)

)
+ gE

x

(
α0

x(v, u), α0
x(w, z)

)
,

para todos u, v, w, z ∈ TxM ;

(c) vale a equação de Codazzi:

gy

[
Ry

(
σ(v), σ(w)

)
σ(u), σ(e)

]
= gE

x

(
(∇⊗α0)x(v, w, u), e

)
− gE

x

(
(∇⊗α0)x(w, v, u), e

)
,

para todos u, v, w ∈ TxM e todo e ∈ Ex, onde ∇⊗ denota a conexão
induzida por ∇ e ∇E em Lin2(TM,E);

(d) vale a equação de Ricci:

gy

[
Ry

(
σ(v), σ(w)

)
σ(e), σ(e′)

]
= gE

x

(
RE

x (v, w)e, e′
)

+ gx

(
α0

x(v)∗ · e, α0
x(w)∗ · e′

)
− gx

(
α0

x(w)∗ · e, α0
x(v)∗ · e′

)
,

para todos v, w ∈ TxM e todos e, e′ ∈ Ex, onde RE denota o tensor de
curvatura de ∇E e, para v ∈ TxM ,

(
α0

x(v)∗
)

é tal que

gx

(
α0

x(v)∗ · e, w
)

= gE
x

(
α0

x(v, w), e
)
,

para todos w ∈ TxM e e ∈ Ex.
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Então, para todo x0 ∈ M , todo y0 ∈ M e para toda função que preserva
G-estrutura σ0 : Êx0 → Ty0M , existe uma solução local que preserva G-
estrutura (f, S) do problema de imersão isométrica semi-riemanniano dados
∇E, α0, gE, cujo domínio é uma vizinhança aberta U de x0, tal que f(x0) =
y0 e

σ0 = dfx0⊕Sx0 : Êx0 = Tx0M⊕Ex0 −→ dfx0(Tx0M)⊕f⊥x0
= Ty0M. (2.23)

Se M , além disso, for conexa e simplesmente-conexa e se (M,∇) for ge-
odesicamente completa então existe uma única solução global que preserva
G-estrutura (f, S) do problema de imersão isométrica semi-riemanniano da-
dos ∇E, α0, gE, satisfazendo as condições iniciais acima.

Demonstração. De modo a provar este teorema observamos que nossas co-
nexões são todas compatíveis com as métricas respectivas. Deste modo, os
tensores de torção são todos nulos (T bEx

= 0 e Tx = 0, para todo x ∈ M).
Observe que temos assumido α0 simétrico e tal que α0 = g(A0·, ·). É fácil
ver que as equações (2.19) e (2.20) são automaticamente satisfeitas e que as
equações (2.17) e (2.18) são equivalentes. Observamos também que (a) e a
equação (2.21) são equivalentes; de fato, I0 : Rn → gl(Rn)/g é definido para
p ∈ P y pelas seguinte equação:

Adp ◦ I0 = IP
y ◦ p.

Por outro lado, I bEx
: Êx → gl(Êx)/gx é definida para p̂ ∈ P̂x por:

I bEx
◦ p̂ = Adbp ◦ I0.

Assim (2.21) implica em:

I
bP
x ◦ p̂ = I bEx

◦ p̂ = Adbp ◦ I0.

Para todos p ∈ P y e p̂ ∈ P̂x vemos que existe uma σ : Êx → TyM , que
preserva G-estrutura, tal que σ ◦ p̂ = p. Temos, então, que:

I
bP
x ◦ σ−1 ◦ p = Adσ−1◦p ◦ I0 = Adσ−1 ◦Adp ◦ I0 = Adσ−1 ◦ IP

y ◦ p

o que facilmente implica (a). Cálculos semelhantes aos já feitos para a inner
torsion mostram que, para σ : Êx → TyM , uma função que preserva G-
estrutura, temos:

gy

[
Ry

(
σ(·), σ(·)

)
σ(·), σ(·)

]
= ĝ(R bEx

(·, ·)·, ·).
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Então, vemos facilmente que a equação (2.15) implica (b), (2.17) implica (c)
e (2.16) implica (d). Desse modo, vemos que o Teorema 2.8.4 resulta de
mera aplicação do Teorema 2.8.1.

Nota 2.8.5. Dizemos que (M, g, α0, P̂ ) satisfaz as equações de compatibili-
dade para o problema de imersão isométrica em (M n̄

,∇, P ) se as hipóteses
(a) – (d) do Teorema 2.8.4 são satisfeitas.

A seguinte proposição, de [18], nos dá informações acerca da unicidade
de soluções do problema de imersão isométrica semi-riemanniano.

Proposição 2.8.6. Assuma que M é conexo. Se (f1, S1) e (f2, S2) são am-
bas soluções que preservam G-estrutura do problema de imersão isométrica
semi-riemanniano dados ∇E, α0, gE e e existe x0 ∈M tal que:

f1(x0) = f2(x0), df1(x0) = df2(x0), S1
x0

= S2
x0
,

então (f1, S1) = (f2, S2).

Demonstração. Ver [18, Proposição 7.1].

Concluímos a seção com um lema sobre congruência que será por nós
utilizado, mais a frente, no capítulo referente ao grupo Heisenberg-Lorentz.

Suponha dados elementos como na Definição 2.8.3. Considere o fibrado
vetorial Ê = TM ⊕ E munido da estrutura semi-riemanniana ĝ. Sejam G
um subgrupo de Or(n), P̂ uma G-estrutura em Ê e P uma G-estrutura em
M tal que P̂ ⊂ FRo(Ê) e P ⊂ FRo(TM).

Chamaremos, no que se segue, uma solução que preserva G-estrutura
(f, S) do problema de imersão isométrica semi-riemanniano dados ∇E , α0,
gE , simplesmente, de uma imersão isométrica que preserva G-estrutura (f, S)
dados ∇E, α0, gE.

Uma imersão isométrica que preserva G-estrutura (f1, S1) dados ∇E
1 ,

α1, gE será dita G-congruente a imersão isométrica que preserva G-estrutura
(f2, S2) dados ∇E

2 , α2, gE , se existir uma isometria que preserva G-estrutura
σ : M →M , tal que:

f2 = σ ◦ f1 e S2 = ±dσ ◦ S1.

Então, para tais imersões, teremos o seguinte lema:
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Lema 2.8.7. Assuma que M seja conexa e M globalmente homogênea.
Se (f1, S1) e (f2, S2) são ambas imersões isométricas que preservam G-
estrutura dados ∇E, α0, gE, então (f1, S1) e (f2, S2) são G-congruentes.

Demonstração. Dado x0 ∈ M , considere y1 = f1(x0) e y2 = f2(x0). A
função linear σ0 : Ty1M → Ty2M , dada por σ0 = L2

x0
◦ (L1

x0
)−1, é um

isomorfismo que preserva G-estrutura. Uma vez que M é globalmente ho-
mogênea, existe uma isometria que preserva G-estrutura σ : M →M tal que
σ(y1) = y2 e dσy1 = σ0. Considere o par (f̃ , S̃), onde

f̃ = σ ◦ f1 e S̃ = dσ|TM⊥
f1
◦ S1.

Provaremos que (f̃ , S̃) é uma imersão isométrica que preserva G-estrutura
dados∇E , α0, gE . Claramente, a segunda forma fundamental α ef de f̃ é dada
por α ef = dσ|TM⊥

f1
◦ αf1 , onde αf1 é a segunda forma fundamental de f1.

Devido ao fato de σ : M →M ser uma isometria, temos que S̃ : E → TM⊥
σ◦f1

é uma isometria de fibrados vetoriais. Como S1 preserva conexão e segunda
forma fundamental, temos:

S̃
(
α(X,Y )

)
= dσ|TM⊥

f1

(
α(X,Y )

)
= dσ|TM⊥

f1

(
αf1

(X,Y )
)

= α
ef (X,Y )

e

S̃
(
∇E

Xε
)

= dσ|TM⊥
f1

(
S1
(
∇E

Xε
))

= dσ|TM⊥
f1

(
∇⊥f1XS

1(ε)
)

= ∇⊥σ◦f1X S̃(ε),

para todos X,Y ∈ Γ(TM) e todo ε ∈ Γ(E), onde ∇⊥σ◦f1 denota a conexão
normal em TM⊥

σ◦f1 . Finalmente, a função L̃ : Ê → TM , dada por L̃ = df̃ ⊕
S̃, é um isomorfismo que preserva G-estrutura, pois pode ser escrita como
composição de isomorfismos que preservam G-estrutura. Desta maneira,
(f2, S2) e (f̃ , S̃) são ambas imersões isométricas que preservam G-estrutura
dados ∇E , α0, gE . Por construção, facilmente observamos que:

f2(x0) = f̃(x0), df2
x0

= df̃x0 e S2
x0

= S̃x0 .

Então, pela Proposição 2.8.6, concluímos que f2 = f̃ e S2 = S̃, i.e., f2 =
σ ◦ f1 e S2 = dσ ◦ S1, como desejado.



Capítulo 3

Imersões Isométricas Clássicas

O intuito deste capítulo é reobter, a partir do Teorema 2.8.4, os teoremas
clássicos de imersão isométrica, i.e, o teorema de imersão isométrica em
formas espaciais semi-riemannianas (uma extensão do Teorema 1.4.1 ao caso
semi-riemanniano), o conhecido resultado de imersão isométrica em formas
espaciais complexas, e os teoremas de imersão apresentados em [5] e [6],
que tratam de imersões isométricas nas estruturas geométricas riemannianas
tridimensionais com grupo de isometria de quatro dimensões (S2×R, H2×R,
S̃L(R2) e Nil3).

Para isso, definimos, em cada caso, uma tripla (M,∇, P ) formada pela
variedade, conexão e G-estrutura em questão. A seguir, calculando a inner
torsion à tripla correspondente, provamos a homogeneidade do ambiente de
imersão, e desse modo, usando para isso o Teorema 2.8.4, enunciamos e
demonstramos os já mencionados teoremas de imersão isométrica.

3.1 Imersões em Formas Espaciais

O estudo de formas espaciais semi-riemannianas, no formalismo proposto
pelo Teorema 2.8.4, resume-se na análise do fibrado de referenciais ortonor-
mais de um dado fibrado vetorial. Sejam, assim, Π : E → M um fibrado
vetorial com fibra típica E0 munido de uma estrutura semi-riemanniana g de
índice r e 〈·, ·〉E0 um produto interno indefinido de índice r em E0, e defina
P = FRo

E0
(E), uma G-estrutura em E com G = O(E0).

Se ∇ é uma conexão em E, calculemos a inner torsion de P com respeito
a ∇.

44
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3.1.1 Inner Torsion

Seja x um ponto de M fixado. A inner torsion IP
x é uma função linear de

TxM no espaço quociente gl(Ex)/gx. Não é difícil ver que Gx é o grupo das
isometrias lineares de Ex (em relação a gx) e que gx é a álgebra de Lie dos
endomorfismos lineares de Ex anti-simétricas (com respeito a métrica gx).
Identificamos gl(Ex)/gx com o espaço sym(Ex) de todos os endomorfismos
de Ex que são simétricos (na métrica gx) via:

gl(Ex)/gx 3 T + gx 7−→ 1
2(T + T ∗) ∈ sym(Ex), (3.1)

onde T ∗ : Ex → Ex denota, aqui, a transposta de T com relação a gx, i.e., o
único endomorfismo linear de Ex tal que:

gx

(
T (e), e′

)
= gx

(
e, T ∗(e′)

)
,

para todos e, e′ ∈ Ex. Deste modo, a inner torsion IP
x se identifica com

uma função linear de TxM em sym(Ex). Sejam s : U → P uma seção
local lisa com x ∈ U e e, e′ pontos fixados de Ex; considere as seções locais
ε, ε′ : U → E definidas por:

ε(y) =
(
s(y) ◦ s(x)−1

)
· e, (3.2)

ε′(y) =
(
s(y) ◦ s(x)−1

)
· e′,

para todo y ∈ U . Uma vez que as representações de ε e ε′ com respeito a s
são constantes, temos:

∇vε = ds
vε+ Γx(v) · ε(x) = Γx(v) · ε(x), (3.3)

∇vε
′ = ds

vε
′ + Γx(v) · ε′(x) = Γx(v) · ε′(x),

para todo v ∈ TxM (lembrar equação (2.10)). Como s é uma seção local de
FRo

E0
(E), segue que:

gy

(
ε(y), ε′(y)

)
= 〈s(x)−1 · e, s(x)−1 · e′〉E0 ,

para todo y ∈ U , de modo que a função g(ε, ε′) a valores reais é constante.
Assim:

0 = v
(
g(ε, ε′)

)
= (∇vg)(e, e′) + gx(∇vε, e

′) + gx(e,∇vε
′)

= (∇vg)(e, e′) + gx

(
Γx(v) · e, e′

)
+ gx

(
e,Γx(v) · e′

)
,

para todo v ∈ TxM . Então:

gx

[(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
· e, e′

]
= −(∇vg)(e, e′)
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e (Lema 2.5.3 e (3.1)):

gx

(
IP

x (v), ·
)

= 1
2gx

[(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
, ·
]

= −1
2∇vg,

para todos x ∈ M , v ∈ TxM . Identificando ∇vg : Ex × Ex → R com um
endomorfismo linear de Ex, obtemos:

IP
x (v) = −1

2∇vg.

Desse modo, a inner torsion de P é fundamentalmente a derivada covariante
da estrutura semi-riemanniana g. Em particular, IP = 0 se e somente se
∇g = 0, i.e., se ∇ for compatível com a estrutura semi-riemanniana g.

3.1.2 Homogeneidade

A respeito de Or(Rn)-estruturas temos a seguinte proposição:

Proposição 3.1.1. Seja (M, g) uma variedade n-dimensional semi-rieman-
niana com métrica g de índice r com curvatura seccional constante c ∈ R e
com conexão de Levi-Civita ∇. Se P = FRo(TM) é a Or(Rn)-estrutura em
M formada por todos os referenciais ortonormais de TM , então, (M,∇, P )
é infinitesimalmente homogênea.

Demonstração. De fato, uma vez que ∇ é simétrica e compatível com a
métrica temos IP = 0, T = 0. Por outro lado, como M tem curvatura
seccional constante c, a fórmula

Rx(v, w)u = c
(
gx(w, u)v − gx(v, u)w

)
, ∀x ∈M e ∀v, w, u ∈ TxM

nos mostra que o tensor de curvatura R é constante em referenciais que per-
tencem a G-estrutura (o tensor de curvatura R pode ser expresso utilizando
apenas a G-estrutura P , que pode ser identificada a métrica g). Nesse caso,
as funções multilineares R0, T0, I0 a que faz referência o Lema 2.6.2 são
dadas por T0 = 0, I0 = 0 e:

R0 : Rn ×Rn ×Rn 3 (v, w, u) 7−→ 〈w, u〉v − 〈v, u〉w ∈ Rn,

onde 〈·, ·〉 denota a métrica de Minkowski de índice r em Rn.

3.1.3 Teorema de Imersão Isométrica

Teorema 3.1.2. Suponha dados:
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• uma variedade semi-riemanniana M de dimensão n̄, métrica ḡ de ín-
dice r̄, conexão de Levi-Civita ∇ e curvatura seccional constante c ∈ R;

• uma variedade semi-riemanniana n-dimensional M com métrica g de
índice r e conexão de Levi-Civita ∇;

• um fibrado vetorial E sobre M com fibra típica Rk munido de uma
estrutura semi-riemanniana gE de índice s, onde n = n+k e r = r+s;

• uma conexão ∇E em E compatível com gE;

• uma seção lisa α0 de Lins
2(TM,E).

Considere o fibrado vetorial Ê = TM⊕E munido da estrutura semi-rieman-
niana ĝ dada pela soma ortonormal das métricas g e gE. Assuma que, para
todo x ∈M , as seguintes condições sejam satisfeitas:

(i) vale a equação de Gauss:

gx

(
Rx(v, w)u, z

)
= c
(
gx(w, u)gx(v, z)− gx(v, u)gx(w, z)

)
+ gE

x

(
α0

x(w, u), α0
x(v, z)

)
− gE

x

(
α0

x(v, u), α0
x(w, z)

)
,

para todos u, v, w, z ∈ TxM ;

(ii) vale a equação de Codazzi:

gE
x

(
(∇⊗α0)x(v, w, u), e

)
− gE

x

(
(∇⊗α0)x(w, v, u), e

)
= 0,

para todos u, v, w ∈ TxM e todo e ∈ Ex, onde ∇⊗ denota a conexão
induzida por ∇ e ∇E em Lin2(TM,E);

(iii) vale a equação de Ricci:

gE
x

(
RE

x (v, w)e, e′
)

+ gx

(
α0

x(v)∗ · e, α0
x(w)∗ · e′

)
− gx

(
α0

x(w)∗ · e, α0
x(v)∗ · e′

)
= 0,

para todos v, w ∈ TxM e todos e, e′ ∈ Ex, onde RE denota o tensor de
curvatura de ∇E.

Então, para todo x0 ∈ M , todo y0 ∈ M e para toda isometria linear σ0 :
Êx0 → Ty0M existe uma solução local (f, S) do problema de imersão isomé-
trica semi-riemanniano cujo domínio é um aberto U de x0 tal que f(x0) = y0

e (2.23) valem. Se M , além disso, for conexa e simplesmente-conexa e se
(M,∇) for geodesicamente completa então existe uma única solução global
(f, S) do problema de imersão isométrica semi-riemanniano dados ∇E, α0,
gE, satisfazendo as condições iniciais acima.
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Demonstração. Defina em M , a G-estrutura P = FRo(TM) com G =
Or̄(Rn̄). Do exposto na Subseção 3.1.2 concluímos que (M,∇, P ) é infi-
nitesimalmente homogênea.

Considere em Ê a conexão ∇̂ compatível com ĝ com componentes ∇, ∇E

e α0, e defina P̂ = FRo(Ê). Como as conexões ∇̂ e ∇ são compatíveis com
as estruturas semi-riemannianas ĝ e ḡ, respectivamente, temos que I

bP = 0 e
IP = 0. Assim, a hipótese (a) do Teorema 2.8.4 é automaticamente satisfeita.
Por (1.3), o lado esquerdo da equação de Gauss assume a seguinte forma:

c
(
gx(w, u)gx(v, z)− gx(v, u)gx(w, z)

)
e os lados esquerdos das equações de Codazzi e Ricci se anulam. Assim,
mera aplicação do Teorema 2.8.4 conclui a demonstração.

3.2 Imersões em Formas Espaciais Complexas

Seja V um espaço vetorial real munido de uma estrutura complexa J . A
estrutura complexa canônica J0 de R2n é definida por:

J0(x, y) = (−y, x),

para todos x, y ∈ Rn. Se V0, V são espaços vetoriais reais de mesma dimensão
com estruturas complexas J0 e J , respectivamente então o conjunto:

FRc
V0

(V ) =
{
p ∈ FRV0(V ) : p ◦ J0 = J ◦ p

}
é uma GL(V0, J0)-estrutura no espaço vetorial V modelada sobre V0, onde
denotamos por GL(V0, J0) o subgrupo de GL(V0) formado por todas os iso-
morfismos lineares de V0 que comutam com J0. Um elemento p de FRc

V0
(V )

é dito ser um referencial complexo de V . Notamos aqui que, quando tratar-
mos de V0 igual a R2n munido da estrutura complexa canônica, escreveremos
apenas FRc(V ) ao invés de FRc

V0
(V ).

Nota 3.2.1. Observamos, também, que, se P é uma GL(V0, J0)-estrutura
no espaço vetorial V então existe uma única estrutura complexa J em V tal
que P = FRc

V0
(V ).

Seja 〈·, ·〉V um produto interno positivo definido ou indefinido em V .
Assuma que J é anti-simétrico em relação a 〈·, ·〉V , i.e.:

〈J(v), w〉V + 〈v, J(w)〉V = 0,
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para todos v, w ∈ V . O grupo unitário de V com relação a J e 〈·, ·〉V é
definido por:

U(V, J, 〈·, ·〉V ) = O(V, 〈·, ·〉V ) ∩GL(V, J),

onde denotamos por O(V, 〈·, ·〉V ) o grupo ortogonal de V . Escrevemos tam-
bém U(V ) quando J e 〈·, ·〉V estão fixados pelo contexto. Se R2n é munido
da estrutura complexa canônica J0 e do produto interno indefinido:

〈(x, y), (x′, y′)〉 =
n−r∑
i=1

(xix
′
i + yiy

′
i)

−
n∑

i=n−r+1

(xix
′
i + yiy

′
i), x, y, x′, y′ ∈ Rn, (3.4)

de índice 2r então denotamos o grupo unitário U(R2n, J0, 〈·, ·〉) por Ur(R2n).

Dados dois espaços vetoriais reais V0, V de mesma dimensão, e munidos
respectivamente dos produtos internos indefinidos 〈·, ·〉V0 , 〈·, ·〉V de mesmo
índice, e estruturas complexas J0 : V0 → V0, J : V → V anti-simétricas em
relação a 〈·, ·〉V0 , 〈·, ·〉V respectivamente, definimos:

FRu
V0

(V ) =
{
p ∈ FRo

V0
(V ) : p ◦ J0 = J ◦ p

}
.

O conjunto FRu
V0

(V ) é uma U(V0, J0, 〈·, ·〉V0)-estrutura no espaço vetorial V .

Nota 3.2.2. Observamos que, reciprocamente, se P é uma U(V0, J0, 〈·, ·〉V0)-
estrutura no espaço vetorial V então existe um único produto interno indefi-
nido 〈·, ·〉V em V e uma única estrutura complexa J : V → V anti-simétrica
com respeito a 〈·, ·〉V tal que P = FRu

V0
(V ). Quando V0 é R2n munido da es-

trutura complexa canônica e do produto interno indefinido (3.4) escrevemos
simplesmente FRu(V ) ao invés de FRu

V0
(V ).

Fixado Π : E →M , um fibrado vetorial com fibra típica E0, se J0 é uma
estrutura complexa em E0 então o conjunto:

FRc
E0

(E) def=
⋃

x∈M

FRc
E0

(Ex)

de todos os referenciais complexos de E é uma GL(E0, J0)-estrutura no fi-
brado vetorial E.

Se g é uma estrutura semi-riemanniana em E de índice r, 〈·, ·〉E0 é um
produto interno indefinido em E0 com índice r, J0 é anti-simétrico em relação
a 〈·, ·〉E0 e Jx é anti-simétrico com respeito a gx para todo x ∈M então:

FRu
E0

(E) def= FRo
E0

(E) ∩ FRc
E0

(E)
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é uma U(E0)-estrutura em E.

Imersões em formas espaciais complexas correspondem, no formalismo
proposto pelo Teorema 2.8.4, justamente à análise do fibrado de referenciais
FRu

E0
(E) acima descrito.

Sejam Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica E0, J uma
estrutura quase complexa em E, g uma estrutura semi-riemanniana em E,
J0 uma estrutura complexa em E0 e 〈·, ·〉E0 um produto interno indefinido
em E0. Assuma Jx anti-simétrico em relação a gx para todos x ∈ M , J0

anti-simétrico com respeito a 〈·, ·〉E0 e gx com o mesmo índice que 〈·, ·〉E0 ,
para todo x ∈M . Então o conjunto P = FRu

E0
(E) é uma G-estrutura em E

com G = U(E0). Sendo ∇ é uma conexão em E, calculemos a inner torsion
IP .

3.2.1 Inner Torsion

Seja x ∈ M fixado. Temos que Gx = U(Ex) e que gx é a álgebra de
Lie das funções lineares T : Ex → Ex tais que T ◦ Jx = Jx ◦ T , com T
anti-simétrico em relação a gx. Temos um isomorfismo linear:

gl(Ex)/gx −→ sym(Ex)⊕ Lina(Ex, Jx)
T + gx 7−→

(
1
2(T + T ∗), 1

2 [T − T ∗, Jx]
)
,

onde [T−T ∗, Jx] = (T−T ∗)◦Jx−Jx◦(T−T ∗) e Lina(Ex, Jx) denota o espaço
das funções lineares T : Ex → Ex que são anti-simétricas com respeito a gx

e tais que T ◦ Jx + Jx ◦ T = 0. Seja s : U → P uma seção local lisa com
x ∈ U . Como apresentado na Subseção 3.1.1, temos:

1
2

(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
= −1

2∇vg,

para todo v ∈ TxM .

Seja e ∈ Ex fixado e defina uma seção local ε : U → E como em (3.2).
Então ε(x) = e e a representação de ε em relação a s é constante; além
do mais, como s toma valores em FRc

E0
(E), a representação de J(ε) com

respeito a s também é constante. Então:

∇vε = Γx(v, e), ∇v

(
J(ε)

)
= Γx

(
v, Jx(e)

)
,

e:
∇v

(
J(ε)

)
= (∇vJ)(e) + Jx(∇vε),
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para todo v ∈ TxM . Obtemos portanto:

Γx(v) ◦ Jx = ∇vJ + Jx ◦ Γx(v).

Assim, temos:
[Γx(v), Jx] = ∇vJ,

para todo v ∈ TxM . Desse modo:

1
2

(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
= Γx(v)−∇vg,

e:
1
2 [Γx(v)− Γx(v)∗, Jx] = ∇vJ − [∇vg, Jx].

Portanto:
IP

x (v) =
(
− 1

2∇vg,∇vJ − [∇vg, Jx]
)
,

para todo x ∈ M e todo v ∈ TxM . Em particular, IP = 0 se e somente se
∇ é compatível com g e J é paralelo.

3.2.2 Homogeneidade

Seja (M, g, J) uma variedade semi-Kähler. Dizemos que (M, g, J) tem
curvatura holomorfa constante c ∈ R se:

gx

[
Rx

(
v, J(v)

)
v, Jv

]
= −cgx(v, v)2,

para todo x ∈ M e todo v ∈ TxM . É simples ver que se (M, g, J) tem
curvatura holomorfa constante c então o tensor de curvatura R é dado por:

Rx(v, w)u = − c
4

[
gx(v, u)w − gx(w, u)v − gx

(
v, Jx(u)

)
Jx(w)

+ gx

(
w, Jx(u)

)
Jx(v)− 2gx

(
v, Jx(w)

)
Jx(u)

]
, (3.5)

para todo x ∈ M e todos v, w, u ∈ TxM . Se (M, g, J) é uma variedade
semi-Kähler com curvatura holomorfa constante e se P = FRu(TM) então
(M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De fato, a inner torsion IP ,
e a torção são nulas e a fórmula (3.5) nos mostra que R é constante em
referenciais que pertencem a P .
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3.2.3 Teorema de Imersão Isométrica

Teorema 3.2.3. Suponha dados:

• uma variedade semi-Kähler M de dimensão n̄, métrica ḡ de índice r̄,
conexão de Levi-Civita ∇, estrutura complexa J e curvatura holomorfa
constante c ∈ R;

• uma variedade semi-riemanniana quase complexa n-dimensional M
com métrica g de índice r, conexão de Levi-Civita ∇ e estrutura com-
plexa J ;

• um fibrado vetorial E sobre M com fibra típica Rk munido de uma
estrutura semi-riemanniana gE de índice s, onde n = n+k e r = r+s;

• uma conexão ∇E em E compatível com gE;

• JE uma estrutura quase complexa em E;

• uma seção lisa α0 de Lins
2(TM,E).

Considere o fibrado vetorial Ê = TM⊕E munido da estrutura semi-rieman-
niana ĝ dada pela soma ortonormal das métricas g e gE. Assuma que, para
todo x ∈M , as seguintes condições sejam satisfeitas:

(i) vale que:

– J é paralelo com respeito a ∇, i.e., (M, g, J) é Kähler;

– JE é paralelo com respeito a ∇E;

– α0 é C-bilinear, i.e., α0
x(Jx·, ·) = α0

x(·, Jx·) = JE
x ◦ α0, para todo

x ∈M .

(ii) vale a equação de Gauss:

gx

(
Rx(v, w)u, z

)
= − c

4

[
gx(v, u)gx(w, z)− gx(w, u)gx(v, z)

− gx

(
v, Jx(u)

)
gx

(
Jx(w), z

)
+ gx

(
w, Jx(u)

)
gx

(
Jx(v), z

)
− 2gx

(
v, Jx(w)

)
gx

(
Jx(u), z

)]
+ gE

x

(
α0

x(w, u), α0
x(v, z)

)
− gE

x

(
α0

x(v, u), α0
x(w, z)

)
,

para todos u, v, w, z ∈ TxM ;
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(iii) vale a equação de Codazzi:

gE
x

(
(∇⊗α0)x(v, w, u), e

)
− gE

x

(
(∇⊗α0)x(w, v, u), e

)
= 0,

para todos u, v, w ∈ TxM e todo e ∈ Ex, onde ∇⊗ denota a conexão
induzida por ∇ e ∇E em Lin2(TM,E);

(iv) vale a equação de Ricci:

gE
x

(
RE

x (v, w)e, e′
)

+ gx

(
α0

x(v)∗ · e, α0
x(w)∗ · e′

)
− gx

(
α0

x(w)∗ · e, α0
x(v)∗ · e′

)
= 0,

para todos v, w ∈ TxM e todos e, e′ ∈ Ex, onde RE denota o tensor de
curvatura de ∇E.

Então, para todo x0 ∈ M , todo y0 ∈ M e para toda isometria C-linear
σ0 : Êx0 → Ty0M (i.e., Jy0 ◦ σ0 = σ0 ◦ Ĵx0) existe uma solução local (f, S)
do problema de imersão isométrica semi-riemanniano cujo domínio é uma
vizinhança aberta U de x0 com f(x0) = y0, tal que (2.23) vale e dfx ⊕ Sx :
Êx → Tf(x)M é C-linear, para todo x ∈ U . Se M , além disso, for conexa e
simplesmente-conexa e se (M,∇) for geodesicamente completa então existe
uma única solução global (f, S) do problema de imersão isométrica semi-
riemanniano dados ∇E, α0, gE, satisfazendo as condições iniciais acima.

Demonstração. Assuma M munida de uma estrutura quase complexa J tal
que (M, ḡ, J) seja uma variedade semi-Kähler com curvatura holomorfa cons-
tante c ∈ R. Defina P = FRu(TM) e G = Ur̄(Rn̄), de modo que P seja uma
G-estrutura em M e (M,∇, P ) seja infinitesimalmente homogênea.

Considere ∇̂ a conexão em Ê compatível com ĝ cujas componentes são∇,
∇E e α0. Defina uma estrutura quase complexa Ĵ em Ê fazendo Ĵx(v, e) =(
Jx(v), JE

x (e)
)
, para todos x ∈ M , v ∈ TxM , e ∈ Ex. Como x ∈ M , Jx e

JE
x são anti-simétricos com respeito a gx e gE

x , respectivamente, Ĵx torna-se
anti-simétrico em relação a ĝ. Faça P̂ = FRu(Ê), de modo a tornar P̂ uma
G-estrutura em Ê.

Uma vez que a conexão∇ é compatível com a estrutura semi-riemanniana
ḡ e J é paralelo temos IP = 0. Assim, a hipótese (a) do Teorema 2.8.4 se
equivale ao paralelismo de Ĵ com respeito a ∇̂. Um simples cálculo nos
mostra que Ĵ é paralelo com respeito a ∇̂ se e somente se as seguintes
condições são satisfeitas:

• J é paralelo com respeito a ∇, i.e., (M, g, J) é Kähler;
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• JE é paralelo com respeito a ∇E ;

• α0 é C-bilinear, i.e., α0
x(Jx·, ·) = α0

x(·, Jx·) = JE
x ◦α0, para todo x ∈M .

A partir de (3.5) concluímos que o lado esquerdo da equação de Gauss torna-
se:

− c
4

[
gx(v, u)gx(w, z)− gx(w, u)gx(v, z)− gx

(
v, Jx(u)

)
gx

(
Jx(w), z

)
+ gx

(
w, Jx(u)

)
gx

(
Jx(v), z

)
− 2gx

(
v, Jx(w)

)
gx

(
Jx(u), z

)]
,

e os lados esquerdos das equações de Codazzi e Ricci se anulam. Assim,
nesse caso, a aplicação do Teorema 2.8.4 nos dá o teorema fundamental para
imersão isométrica de variedades Kähler.

3.3 O(E0; e0)-Estruturas e Variedades Tridimensio-
nais Homogêneas

Sejam V0, V espaços vetoriais de dimensão finita de mesma dimensão e
mesmo corpo de escalares; sejam W0 um subespaço de V0 e W um subes-
paço de V tal que W0 e W tenham a mesma dimensão. Um V0-referencial
p ∈ FRV0(V ) de V é dito adaptado a (W0,W ) se p(W0) = W . O con-
junto FRV0(V ;W0,W ) formado por todos os V0-referenciais de V adaptados
a (W0,W ) é uma GL(V0;W0)-estrutura no espaço vetorial V modelada sobre
V0, onde GL(V0;W0) denota o subgrupo de GL(V0) formado pelos isomorfis-
mos lineares T : V0 → V0 tais que T (W0) = W0.

Se V0 e V são munidos de produtos internos positivo definidos ou indefi-
nidos, definimos:

FRo
V0

(V ;W0,W ) = FRV0(V ;W0,W ) ∩ FRo
V0

(V ),
O(V0;W0) = GL(V0;W0) ∩O(V0).

Se FRo
V0

(V ;W0,W ) é não-vazio então é uma O(V0;W0)-estrutura no espaço
vetorial V modelada sobre V0.

Sejam Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica E0 e ε ∈ Γ(E)
uma seção lisa de E com ε(x) 6= 0, para todo x ∈M . Se e0 ∈ E0 é um vetor
não nulo então o conjunto:

FRE0(E; e0, ε)
def=

⋃
x∈M

FRE0

(
Ex; e0, ε(x)

)
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de todos os E0-referenciais do fibrado vetorial E que são adaptados a (e0, ε)
é uma GL(E0; e0)-estrutura no fibrado vetorial E. Se g uma estrutura semi-
riemanniana em E e se um produto interno indefinido em E0 é fixado então
o conjunto:

FRo
E0

(E; e0, ε)
def= FRE0(E; e0, ε) ∩ FRo

E0
(E)

é uma O(E0; e0)-estrutura no fibrado vetorial E se FRo
E0

(
Ex; e0, ε(x)

)
6= ∅

para todo x ∈M .

Imersões nas estruturas geométricas riemannianas tridimensionais com
grupo de isometria de quatro dimensões (S2 × R, H2 × R, S̃L(R2) e Nil3),
como apresentadas em [5] e [6] correspondem, no formalismo proposto pelo
Teorema 2.8.4, justamente à análise dos referenciais de FRo

E0

(
E; e0, ε

)
que

preservam orientação.

3.3.1 O(E0; e0)-Estruturas - Inner Torsion

Seja Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica E0 e ε ∈ Γ(E)
uma seção lisa de E com ε(x) 6= 0, para todo x ∈ M . Se e0 ∈ E0 é um
vetor não nulo então P = FRE0(E; e0, ε) é uma G-estrutura em E com
G = GL(E0; e0). Seja ∇ uma conexão em E. Calculemos IP . Fixe x ∈ M .
Então Gx = GL

(
Ex; ε(x)

)
e gx é a álgebra de Lie dos endomorfismos lineares

T : Ex → Ex tais que T
(
ε(x)

)
= 0. Identificamos o quociente gl(Ex)/gx com

Ex via:
gl(Ex)/gx 3 T + gx 7−→ T

(
ε(x)

)
∈ Ex.

Seja s : U → P uma seção local lisa com x ∈ U . Então IP
x identifica-se com

a função linear de TxM em Ex. Já que s toma valores em FRE0(E; e0, ε),
temos:

ε(y) = s(y) · e0,

de modo que a representação de ε com respeito a s é constante e:

∇vε = Γx(v) · ε(x), (3.6)

para todo v ∈ TxM . Então:

IP
x (v) = ∇vε,

para todo v ∈ TxM e:
IP

x = (∇ε)(x),

para todo x ∈ M . Em particular, IP = 0 se e somente se a seção ε é
paralela. Assuma agora que g é uma estrutura semi-riemanniana em E,
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〈·, ·〉E0 é um produto interno indefinido em E0 e que FRo
E0

(
Ex; e0, ε(x)

)
6= ∅,

para todo x ∈ M . Então P = FRo
E0

(E; e0, ε) é uma G-estrutura em E com
G = O(E0; e0). Calculemos IP . Seja x ∈M fixado. EntãoGx = O

(
Ex; ε(x)

)
e gx é a álgebra de Lie dos endomorfismos anti-simétricos T de Ex tais que
T
(
ε(x)

)
= 0. Temos o seguinte isomorfismo linear:

gl(Ex)/gx 3 T + gx 7−→
(

1
2(T + T ∗), 1

2(T − T ∗) · ε(x)
)
∈sym(Ex)⊕ ε(x)⊥

onde ε(x)⊥ denota o kernel de gx

(
ε(x), ·

)
. Seja s : U → P uma seção local

lisa com x ∈ U . Como apresentado na Subseção 3.1.1, temos:

1
2

(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
= −1

2∇vg,

de modo que:
1
2

(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
= Γx(v) + 1

2∇vg,

para todo v ∈ TxM . Além do mais, (3.6) vale. Então:

1
2

(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
· ε(x) = ∇vε+ 1

2(∇vg)
(
ε(x)

)
.

Portanto:
IP

x (v) =
(
− 1

2∇vg,∇vε+ 1
2(∇vg)

(
ε(x)

))
, (3.7)

para todos x ∈ M , v ∈ TxM . Em particular, IP = 0 se e somente se ∇ é
compatível com g e ε é paralelo.

3.3.2 O(E0; e0)-Estruturas - Homogeneidade

Seja (M, g) uma variedade semi-riemanniana n-dimensional onde g tem
índice r e seja ξ ∈ Γ(TM) um campo vetorial liso M com gx

(
ξ(x), ξ(x)

)
= 1,

para todo x ∈ M . Considere em Rn a forma bilinear de Minkowski 〈·, ·〉 de
índice r; denote por e1, . . . , en a base canônica deRn. Assuma a existência de
uma função trilinear R0 : Rn×Rn×Rn → Rn e de uma linear L0 : Rn → Rn

tais que para todo x ∈ M e toda isometria linear p : Rn → TxM com
p(e1) = ξ(x), as seguintes condições valem:

(a) R0 é p-relacionado a Rx;

(b) p ◦ L0 = (∇ξ)x ◦ p.

Defina P = FRo(TM ; e1, ξ), de modo que P seja uma G-estrutura em M
com G = O(Rn; e1). Então (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De
fato, isso segue do Lema 2.6.2, quando se tem em mente que, como ∇ é
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compatível com g, a inner torsion IP pode ser identificada com ∇ξ. É
interessante também considerarmos o caso onde M é orientada e (a) e (b)
acima valem apenas para as isometrias lineares que preservam orientação
p : Rn → TxM com p(e1) = ξ(x). Nesse caso, considera-se o aberto de P
formado pelos referenciais que preservam orientação, o qual é um fibrado
principal com grupo estrutural:

SO(Rn; e1)
def= {T ∈ O(Rn; e1) : det(T ) = 1} .

Exemplos interessantes de variedades riemannianas que satisfazem as con-
dições acima são as variedades riemannianas 3-dimensional com grupo de
isometria de dimensão 4.

3.3.3 Variedades Homogêneas Tridimensionais

Nesta subseção consideramos as variedades riemannianas M homogêneas
tridimensionais com grupo de isometria de dimensão 4: tais variedades são
uma fibração riemannianas sobre uma forma espacial de dimensão 2, onde
as fibras são geodésicas e existe uma família a 1 parâmetro de translações ao
longo das fibras, gerada por um campo de Killing unitário ξ a que chama-
remos aqui de campo vetorial vertical. Essas variedades são classificadas, a
menos de isometrias, pela curvatura κ da base da fibração e pela curvatura
do fibrado τ , onde κ e τ podem ser quaisquer números reais satisfazendo
κ 6= 4τ2. A curvatura do fibrado é o número τ tal que ∇Xξ = τX × ξ para
qualquer X ∈ X(M), onde denotamos por ∇ a conexão de Levi-Civita de
M , e por × o produto vetorial em M .

Quando a curvatura do fibrado τ se anula (e então κ 6= 0), obtemos as
variedades produto Q2

κ × R, lembrando que denotamos por Qn
c as formas

espaciais de dimensão n e curvatura c. Essas variedades têm um grupo de
isometria com 4 componentes conexas. O vetor vertical ξ é simplesmente o
vetor correspondente ao fator R. Caso estudado por B. Daniel em [5].

Quando κ 6= 0, o grupo de isometria tem 2 componentes conexas: uma
isometria preserva as orientações de ambos, fibras e base da fibração, ou
inverte ambas as orientações. Essas variedades são de três tipos: elas têm o
grupo de isometria das esferas de Berger para κ > 0, do grupo de Heisenberg
Nil3 para κ = 0, e de P̃SL2(R) para κ < 0. Casos tratados em [5] por B.
Daniel.

Em todos esses casos no teorema de imersão encontramos as equações de
Gauss e Codazzi, as quais relacionam a métrica de M , seu operador forma
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A, a componente tangencial T de ξ e a componente normal ν de ξ.

Curvatura

Usando a notação apresentada nos parágrafos acima, e denotando por ∇
e R a conexão de Levi-Civita e o tensor de curvatura de M , respectivamente,
temos que:

Proposição 3.3.1. Para quaisquer X,Y, Z,W ∈ X(M) vale:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = (κ− 3τ2)〈R1(X,Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ2)〈R2(ξ;X,Y )Z,W 〉,

onde
R1(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X,

R2(V ;X,Y )Z = 〈Y, V 〉〈Z, V 〉X + 〈Y, Z〉〈X,V 〉V
− 〈X,Z〉〈Y, V 〉V − 〈X,V 〉〈Z, V 〉Y.

Demonstração. Seja (E1, E2, E3) o referencial ortonormal orientado de M
com

E3 = ξ

cujos símbolos de Christoffel não-nulos Γk
ij = 〈∇EiEj , Ek〉 são:

Γ3
12 = Γ1

23 = −Γ3
21 = −Γ2

13 = τ,

Γ1
32 = −Γ2

31 = τ − κ

2τ
.

Fazendo
〈R(X ∧ Y ), Z ∧W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉

observamos que a matriz de R na base (E2 ∧ E3, E3 ∧ E1, E1 ∧ E2) é

R = diag(a, a, b)

com
a = τ2, b = −3τ2 + κ.

Escreveremos no que se segue, para X ∈ X(M), X = X̃+xξ com X̃ perpen-
dicular a ξ e x = 〈X, ξ〉. Usando a multilinearidade do tensor de curvatura,
escrevemos 〈R(X,Y )Z,W 〉 como uma soma de 16 termos. Os termos em que
ξ aparece três ou quatro vezes, ou duas nas posições 1, 2 ou 3, 4, se anulam
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por anti-simetria. Os termos onde ξ aparece uma única vez se anulam já que
a matriz de R na base (E2 ∧E3, E3 ∧E1, E1 ∧E2) é diagonal. Temos, então:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉+ yw〈R(X̃, ξ)Z̃, ξ〉+ yz〈R(X̃, ξ)ξ, W̃ 〉

+ xw〈R(ξ, Ỹ )Z̃, ξ〉+ xz〈R(ξ, Ỹ )ξ, W̃ 〉

= (κ− 3τ2)(〈X̃, Z̃〉〈Ỹ , W̃ 〉 − 〈X̃, W̃ 〉〈Ỹ , Z̃〉)

+ τ2(yw〈X̃, Z̃〉 − yz〈X̃, W̃ 〉 − xw〈Ỹ , Z̃〉+ xz〈Ỹ , W̃ 〉)
= (κ− 3τ2)〈R1(X,Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ2)〈R2(ξ;X,Y )Z,W 〉.

Seja, agora, M uma hipersuperfície orientada de M e N o vetor unitário
normal a M . Temos:

Corolário 3.3.2. Para quaisquer X,Y, Z,W ∈ X(M) valem:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = (κ− 3τ2)〈R1(X,Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ2)〈R2(ξ;X,Y )Z,W 〉,

R(X,Y )N = (κ− 4τ2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ),

onde
R1(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X,

R2(V ;X,Y )Z = 〈Y, V 〉〈Z, V 〉X + 〈Y, Z〉〈X,V 〉V
− 〈X,Z〉〈Y, V 〉V − 〈X,V 〉〈Z, V 〉Y,

ν = 〈N, ξ〉,

e T é a projeção de ξ em TM , i.e.,

T = ξ − νN.

Demonstração. Isso é uma consequência da Proposição 3.3.1, usando o fato
de que X, Y e Z são tangentes à superfície e N é normal à superfície.

Para mais detalhes ver [6].
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3.3.4 Imersão Isométrica de Superfícies em Variedades Tri-
dimensionais Homogêneas

Considere uma variedade riemanniana orientada simplesmente conexa
M de dimensão 2. Seja g sua métrica (também denotada aqui por 〈·, ·〉),
∇ sua conexão de Levi-Civita, R seu tensor de curvatura, K sua curvatura
seccional, e J a rotação de ângulo π

2 em TM . Seja A um campo de operadores
simétricos Ay : TyM → TyM , T um campo vetorial em M tal que ||T || ≤ 1
e ν uma função lisa em V tal que ν2 ≤ 1.

As equações de compatibilidade para superfícies em variedades rieman-
nianas tridimensionais homogêneas com grupo de isometria de 4 dimensões
sugerem a seguinte definição:

Definição 3.3.3. Seja M uma variedade riemanniana tridimensional homo-
gênea com grupo de isometria de 4 dimensões. Sejam κ a curvatura da base
da fibração e τ a curvatura da fibração. Dizemos que (g,A, T, ν) satisfaz as
equações de compatibilidade para M se

||T ||2 + ν2 = 1

e, para todos X,Y, Z ∈ X(M),

K = detA+ τ2 + (κ− 4τ2)ν2, (3.8)

∇XAY −∇YAX −A[X,Y ] = (κ− 4τ2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ), (3.9)

∇XT = ν(AX − τJX), (3.10)

dν(X) + 〈AX − τJX, T 〉 = 0. (3.11)

Nota 3.3.4. Observamos que (3.10) implica (3.11) exceto quando ν = 0 (por
diferenciação da identidade 〈T, T 〉+ ν2 = 1 com respeito a X).

Teorema 3.3.5. Sejam M uma variedade riemanniana orientada simples-
mente conexa de dimensão 2, g sua métrica e ∇ sua conexão de Levi-Civita.
Sejam A um campo de operadores simétricos Ay : TyM → TyM , T um campo
vetorial em M e ν uma função real lisa em M tal que ||T ||2 + ν2 = 1.

Seja M uma variedade riemanniana tridimensional homogênea com grupo
de isometria de 4 dimensões e ξ seu campo vetorial vertical. Seja κ a curva-
tura de sua base e τ a curvatura de seu fibrado. Então existe uma imersão
isométrica f : M → M tal que o operador forma em relação a normal N
associado a f é

df ◦A ◦ df−1
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e tal que
ξ = df(T ) + νN

se e somente se (g,A, T, ν) satisfaz as equações de compatibilidade para M .
Nesse caso, a imersão é única a menos de isometrias globais de M que
preservem a orientação de ambas, fibras e base da fibração.

Demonstração. Seja M uma variedade riemanniana tridimensional homogê-
nea com grupo de isometria de 4 dimensões e ξ seu campo vetorial vertical.
Consideremos em M a G-estrutura P , com G = SO(Rn; e1), dada pelos re-
ferenciais de FRo(TM ; e1, ξ) que preservam orientação (onde denotamos por
e1, e2, e3 a base canônica de R3). Denotemos, finalmente por ∇ a conexão
de Levi-Civita de M .

Uma vez que ∇ é compatível com a métrica de M segue da equação (3.7)
que podemos identificar a inner torsion de P com ∇ξ. Não é difícil ver que,
para X ∈ X(M), temos:

∇Xξ = τX × ξ,

onde denotamos por × o produto vetorial de M . Segue, então, que ∇ξ é
constante em referenciais de P . Além disso temos que a torção é nula (co-
nexão de Levi-Civita) e que R é constante nos referenciais pertencentes a P
(ver Corolário 3.3.2). Assim, observamos que a tripla (M,∇, P ) é infinitesi-
malmente homogênea. Utilizando a notação apresentada na Subseção 3.3.2,
temos R0 definida em concordância com o Corolário 3.3.2, e:

L0(v) = τv × e1,

onde denotamos por × o produto vetorial de R3. Defina ε : M → Ê uma
seção global de Ê fazendo ε = (T, ν). Defina uma G-estrutura P̂ em Ê,
formada pelos elementos de FRo(Ê; e1, ε) que preservam orientação.

A Hipótese (a) do Teorema 2.8.4 significa que para todo x ∈ M e todo
p ∈ P̂x, devemos ter:

p ◦ L0|p−1(TxM) = (∇̂ε)x ◦ p|p−1(TxM).

Ou seja, denotando também por × o produto vetorial em Ê, deve valer, para
todo X ∈ TxM , que:

τX × ε = (∇̂Xε)x.

Temos, no entanto, que as seguintes igualdades valem:

τX × ε = τX × (T, ν)
= τ(−νJX, 〈JX, T 〉),
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∇̂Xε = ∇̂X(T, ν)
= (∇XT − νAX,dν(X) + 〈AX,T 〉).

Donde segue a equivalência entre a Hipótese (a) do Teorema 2.8.4 e as equa-
ções (3.10) e (3.11). É mero corolário do Corolário 3.3.2 a equivalência entre
as equações de Gauss e Codazzi do Teorema 2.8.4 (i.e. das Hipóteses (b) e
(c)) com as equações (3.8) e (3.9), respectivamente. Finalmente, uma vez
que a imersão de superfícies em variedades tridimensionais tem codimensão
1 segue que a equação de Ricci (Hipótese (d) do Teorema 2.8.4) é automati-
camente satisfeita, já que ambos os lados da equação, esquerdo e direito, se
anulam.

Assim, a nossa tese segue diretamente da tese do Teorema 2.8.4.



Capítulo 4

Grupos de Lie e Sol3

4.1 Imersões Isométricas em Grupos de Lie

Nesta seção estudamos grupos de Lie munidos de métricas invariantes
à esquerda e de uma 1-estrutura definida pela escolha de um referencial
invariante à esquerda. A respeito de 1-estruturas vale notar que:

Lema 4.1.1. Se P é uma 1-estrutura definida num fibrado vetorial π : E →
M , então IP

x é igual ao tensor de Christoffel Γx : TxM → gl(Ex).

Demonstração. Sejam π : E →M um fibrado vetorial com fibra típica E0 e
s : M → FRE0(E) uma seção lisa global de FRE0(E). Então P = s(M) é
uma G-estrutura em E com G = {IdE0} (o que chamamos de 1-estrutura em
E). Para x ∈ M , temos Gx = {IdEx} e gx = {0}. Assim, simples aplicação
do Lema 2.5.3 prova a tese.

Aqui, o Teorema 2.8.4 nos leva ao seguinte resultado:

Teorema 4.1.2. Suponha dados:

• Um grupo de Lie n̄-dimensional H com álgebra de Lie h, métrica rie-
manniana invariante à esquerda ḡ e conexão de Levi-Civita ∇;

• {Ei; 1 ≤ i ≤ n̄} uma base ortonormal de h;

• (M, g) uma variedade riemanniana n-dimensional (n = n̄ − 1) com
conexão de Levi-Civita ∇;

• A um campo de operadores simétricos C∞ (Ap : TpM → TpM);

63
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• Ti campos vetoriais lisos de M e fi funções C∞ reais em M (1 ≤ i ≤ n̄)
tais que ||Ti||2 + f2

i = 1.

Sejam Rijkl e Γk
ij as constantes reais tais que, para todos i, j, k, l = 1, . . . , n̄,

∇EiEj =
∑

k

Γk
ijEk,

Rijkl = ḡ(R(Ei, Ej)Ek, El).

(Observe que Rijkl e Γk
ij são, de fato, constantes uma vez que, para todo

i = 1, . . . , n̄, Ei é um campo invariante à esquerda de H).
Assuma, então, que, para 1 ≤ i, j ≤ n̄, as seguintes equações são satis-

feitas: {
∇TiTj − fjA(Ti) =

∑
k,l g(Ti, Tk)Γl

kjTl

g(A(Ti), Tj) + Ti(fj) =
∑

k,l g(Ti, Tk)Γl
kjfl

e que, para todo x ∈M :

• vale a equação de Gauss:∑
i,j,k,l

viwjukzlRijkl = gx(Rx(v, w)u, z)

− gx(A(w), v)gx(A(v), z) + gx(A(u), v)gx(A(w), z)

para todos u, v, w, z ∈ TxM ;

Onde, para 1 ≤ i ≤ n̄:

vi = gx(v, Ti(x)), wi = gx(w, Ti(x)),

ui = gx(u, Ti(x)), zi = gx(z, Ti(x)).

• vale a equação de Codazzi:∑
i,j,k,l

viwjukfl(x)Rijkl = v(g(A(W ), U))− w(g(A(V ), U))

+ gx(A(u), [W,V ]) + gx(A(v),∇wU)− gx(A(w),∇vU)

para todos u, v, w ∈ TxM (vi, wi e ui como definidos acima) e U, V,W
extensões locais de u, v, w respectivamente.



CAPÍTULO 4. GRUPOS DE LIE E SOL3 65

Então, para todos x0 ∈ M e y0 ∈ H, existe f : U → H (onde U é
uma aberto de x0 em M) imersão isométrica em H tal que f(x0) = y0, e
S : U ×R→ f⊥ isomorfismo de fibrados vetoriais tais que:

• gf(x)(Sx(e), Sx(e′)) = ee′, para todo x ∈ U e todos e, e′ ∈ x×R;

• S preserva conexão se U × R é munido com ∇E tal que ∇E
V e = V (e)

(para V campo vetorial em U e e função real em U) e f⊥ é munido da
conexão normal ∇⊥;

• S leva α0 := g(A(·), ·) ∂
∂t na segunda forma fundamental α da imersão

isométrica f , i.e., Sx ◦ α0
x = αx, para todo x ∈ U .

Além do mais, se M é completa, conexa e simplesmente conexa existe
uma única imersão isométrica global (f, S) de M em H com as propriedades
acima.

Demonstração. Seja s : H 3 x 7→ Fx ∈ FR(TxH) com Fx tal que Fx(ei) =
Ei(p) (1 ≤ i ≤ n̄). Defina em H a G-estrutura P = s(H) com G = {IdRn̄}.
A seguir, para x ∈ H, denotaremos por Gx o grupo de Lie {IdTxH} e por ḡx

sua álgebra de Lie.

A existência de constantes Rijkl e Γk
ij tais que, para todos i, j, k, l =

1, . . . , n̄,
∇EiEj =

∑
k

Γk
ijEk,

Rijkl = ḡ(R(Ei, Ej)Ek, El),

mostra que tanto R quanto IP são constantes em referenciais que pertencem
a P (Lema 4.1.1). Assim, como T = 0, temos que a tripla (H,∇,P ) é, de
fato, infinitesimalmente homogênea.

Defina no fibrado vetorial Ê = TM ⊕R a estrutura riemanniana ĥ cujas
restrições a TM e R são g e gE (gE

x (a, b) := a(x)b(x), a, b funções reais em
M) respectivamente e tal que TM e R sejam ortogonais. Considere em Ê
uma conexão ∇̂, compatível com ĝ, dada por

∇̂V (W,a) = (∇VW − aA(V ), g(A(V ),W ) + V (a))

para V e W campos vetoriais em M e a uma função real em M .

Seja ŝ : M 3 x 7→ Fx ∈ FR(TxM ⊕ R) com Fx tal que Fx(ei) =
(Ti(x), fi(x)) (1 ≤ i ≤ n̄), e P̂ = ŝ(M) uma G-estrutura em Ê. De-
note por Ĝx o grupo de Lie {Id bEx

} e por ĝx sua álgebra de Lie (onde
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x ∈ M). Para x ∈ M e y ∈ H, seja σ : Êx → TyH a função linear tal
que σ(Ti(x), fi(x)) = Ei(y) (função que preserva G-estrutura).

Provemos então que nossas hipóteses implicam que Adσ◦I
bP
x = IP

y ◦σ|TxM ,

onde Adσ é um isomorfismo linear de gl( bEx)bgx
em gl(TyH)

gy
definido pela passa-

gem ao quociente de Adσ : gl(Êx) → gl(TyH), a diferencial do isomorfismo
de grupos de Lie Iσ : GL(Êx) 3 T 7→ σ ◦ T ◦ σ−1 ∈ GL(TyH) na identidade
(bem definido visto que Adσ mapeia ĝx em gy).

Já que para a 1-estrutura já mencionada ĝx e gy são álgebras de Lie
nulas, temos então, para todos x ∈M e y ∈ H, que Adσ = Adσ.

Recordamos que Γ = ∇− ds, onde

(ds
XV )(x) = s(x)[dṼx(X(x))]

(X e V campos vetoriais em H, e s ◦ Ṽ = V ). E, visto que ds
XV = 0 quando

V é invariante à esquerda (dṼx é constante), Γ = ∇ em campos invariantes
à esquerda.

É também verdade que Γ̂(Ti, (Tj , fj)) = ∇̂Ti(Tj , fj) porque se Ỹi é uma
seção de Ê tal que ŝ ◦ Ỹi = (Ti, fi) então Ỹi(p) = ei (o que implica em
(dỸi)p = 0). Uma vez que

(dbs
X(Ti, fi))(p) = ŝ(p)[(dỸi)p(X(p))] = 0

temos Γ̂(Ti, (Tj , fj)) = ∇̂Ti(Tj , fj) como previamente dito. Assim, Adσ ◦
I

bP
x = IP

y ◦ σ|TxM se e só se Γ̂x(Ti, (Tj , fj)) = (Adσ−1 ◦ Γy ◦ σ)(Ti, (Tj , fj))
(observe que Γ̂ e Γ são tensores, Ad−1

σ = Adσ−1 e que o seguinte diagrama
comuta).

TxM
σ|TxM //

bΓx
��

TyH

Γy

��
gl(Êx)

Adσ

// gl(TyH)

Já que

(Ti, 0) =
∑

j

ĝ((Ti, 0), (Tj , fj))(Tj , fj) =
∑

j

g(Ti, Tj)(Tj , fj)

é verdade que

∇̂Ti(Tj , fj) = Γ̂x(Ti, (Tj , fj)) = (Adσ−1 ◦ Γy ◦ σ)(Ti, (Tj , fj)) =
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=
∑

k

g(Ti, Tk)σ−1 ◦ Γy(Ek, Ej) =
∑

k

g(Ti, Tk)σ−1 ◦ ∇Ek
Ej

E, visto que ∇̂Ti(Tj , fj) = (∇TiTj−fjA(Ti), g(A(Ti), Tj)+Ti(fj)) e ∇EiEj =∑
k Γk

ij Ek, para todos i, j = 1, . . . , n̄, temos:{
∇TiTj − fjA(Ti) =

∑
k,l g(Ti, Tk)Γl

kjTl

g(A(Ti), Tj) + Ti(fj) =
∑

k,l g(Ti, Tk)Γl
kjfl

Isso prova que essas equações são necessárias e suficientes para termos a
igualdade Adσ ◦ I

bP
x = IP

y ◦ σ|TxM .

A equação de Gauss como apresentada abaixo segue imediatamente da
equação como apresentada no Teorema 2.8.4. No caso aqui apresentado vale
que αx(·, ·) = gx(A(·), ·). Assim,

gy[Ry(σ(v), σ(w))σ(u), σ(z)] = gx(Rx(v, w)u, z)−

−gx(A(w), v)gx(A(v), z) + gx(A(u), v)gx(A(w), z)

para todos u, v, w, z ∈ TxM .

Note então que:

v =
∑

vi(Ti, fi)x, w =
∑

wi(Ti, fi)x,

u =
∑

ui(Ti, fi)x, z =
∑

zi(Ti, fi)x.

A equação de Codazzi por outro lado segue facilmente quando observamos
que

(∇⊗α0)x(v, w, u) = v(g(A(W ), U))− gx(∇vW,A(u))− gx(A(w),∇vU)

para todos u, v, w ∈ TxM e U, V,W extensões locais de u, v, w respectiva-
mente.

gy[Ry(σ(v), σ(w))σ(u), σ(1)] = v(g(A(W ), U))− w(g(A(V ), U))+

+gx(A(u), [W,V ]) + gx(A(v),∇wU)− gx(A(w),∇vU)

para todos u, v, w ∈ TxM e U, V,W extensões locais de u, v, w respectiva-
mente.

Como v =
∑
vi(Ti, fi)x, w =

∑
wi(Ti, fi)x, u =

∑
ui(Ti, fi)x, 1 =∑

fi(x)(Ti, fi)x a equação de Codazzi, como aqui apresentada, segue.
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A equação de Ricci vale naturalmente:

Note que gy[Ry(σ(v), σ(w))σ(e′), σ(e)] = 0 e gx[RE
x (v, w)e′, e] = 0 para

todos v, w ∈ TxM e todos e, e′ ∈ Ex já que:

gy[Ry(·, ·)·, ·] e gx[RE
x (·, ·)·, ·] = 0

são anti-simétricos nas últimas 2 variáveis e e′ e e são linearmente depen-
dentes (dimEx = 1). Além do mais, temos

gx(α0
x(v)∗ · e, α0

x(w)∗ · e′)− gx(α0
x(w)∗ · e, α0

x(v)∗ · e′)
= ee′[gx(A(v), A(w))− gx(A(v), A(w))] = 0

(v, w ∈ TxM , e, e′ ∈ R).

Assim, Ricci vale imediatamente.

A partir dos fatos acima apresentados, o Teorema 2.8.4 conclui a demons-
tração.

4.2 Imersões isométricas em Sol3

Como apresentado em [21], oito variedades riemannianas 3-dimensionais
caracterizam toda geometria 3-dimensional. A única destas variedades ri-
emannianas homogêneas simplesmente conexas de dimensão 3 que tem um
grupo de isometria também de dimensão 3 é o grupo de Lie Sol3, munido
de uma métrica invariante à esquerda. Aqui demonstramos o resultado de
imersão isométrica em Sol3 publicado pelo autor na revista Matemática Con-
temporânea em 2006.

Por Sol3, ou simplesmente Sol, nos referimos ao grupo de Lie cuja varie-
dade base é R3, munido da operação de grupo:

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x+ e−zx′, y + ezy′, z + z′)

e da métrica invariante à esquerda ds2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2.

Consideramos a {IdR3}-estrutura em Sol dada pelo referencial ortonormal
invariante à esquerda que mapeia a base canônica de R3 em X1, X2 e X3.
Campos estes definidos da seguinte maneira:

X1 : Sol 3 (x, y, z) 7→ (ez, 0, 0) ∈ T(x,y,z)Sol

X2 : Sol 3 (x, y, z) 7→ (0, e−z, 0) ∈ T(x,y,z)Sol
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X3 : Sol 3 (x, y, z) 7→ (0, 0, 1) ∈ T(x,y,z)Sol.

Como corolário do Teorema 4.1.2 temos:

Corolário 4.2.1. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com conexão de
Levi-Civita ∇. Sejam A um campo C∞ de operadores simétricos (Ap :
TpM → TpM), Ti (1 ≤ i ≤ 3) campos vetoriais lisos de M e fi funções
reais C∞ em M tais que ||Ti||2 + f2

i = 1.

Assuma que as seguintes relações são satisfeitas:

• para i ∈ {1, 2, 3} e j ∈ {1, 2}:{
∇TiTj − fjA(Ti) = (−1)jg(Ti, Tj)T3

g(A(Ti), Tj) + Ti(fj) = (−1)jg(Ti, Tj)f3;

• para i ∈ {1, 2, 3}:{
∇TiT3 − f3A(Ti) =

∑2
j=1(−1)(j+1)g(Ti, Tj)Tj

g(A(Ti), T3) + Ti(f3) =
∑2

j=1(−1)(j+1)g(Ti, Tj)fj .

Assuma que:

• valem as equações de Gauss e Codazzi como apresentadas no Teo-
rema 4.1.2.

Então, para todos x0 ∈ M e y0 ∈ Sol, existem f : U → Sol (onde U
é uma vizinhança aberta de x0 em M) imersão isométrica em Sol tal que
f(x0) = y0 e S : U ×R→ f⊥ isomorfismo de fibrados vetoriais tais que:

• gf(x)(Sx(e), Sx(e′)) = ee′, para todo x ∈ U e todos e, e′ ∈ x×R;

• S preserva conexão se U × R é munido de ∇E tal que ∇E
V e = V (e)

(para V campo vetorial em U e e função real em U) e f⊥ é munido da
conexão normal ∇⊥;

• S leva α0 := g(A(·), ·) ∂
∂t na segunda forma fundamental α da imersão

isométrica f , i.e., Sx ◦ α0
x = αx, para todo x ∈ U .

Além disso, se M é completa, conexa e simplesmente conexa existe uma
única imersão isométrica global (f, S) de M no Sol com as propriedades
acima.
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Demonstração. Antes de mais nada vamos calcular Γ (tensor de Christoffel
associado a ∇) nos campos vetoriais invariantes à esquerda Xi de Sol3. Os
colchetes de Lie [Xi, Xj ] podem ser deduzidos a partir de seus valores quando
calculados em funções reais. Vemos que:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = X1, [X2, X3] = −X2.

A fórmula de Koszul para a conexão de Levi-Civita nos permite calcular
∇XiXj . Obtemos:

(4.1)

∇X1X1 = −X3 ∇X1X3 = X1

∇X2X2 = X3 ∇X2X3 = −X2

e ∇XiXj = 0 para os demais i e j.

As primeiras equações do corolário anterior são, agora, equivalentes a:

{
∇TiTj − fjA(Ti) = (−1)jg(Ti, Tj)T3 para i ∈ {1, 2, 3}
g(A(Ti), Tj) + Ti(fj) = (−1)jg(Ti, Tj)f3 e j ∈ {1, 2}

{
∇TiT3 − f3A(Ti) =

∑2
j=1(−1)(j+1)g(Ti, Tj)Tj para i ∈ {1, 2, 3}

g(A(Ti), T3) + Ti(f3) =
∑2

j=1(−1)(j+1)g(Ti, Tj)fj .

Essas equações, somadas às equações de Gauss e Codazzi, implicam na
nossa tese, pelo Corolário 4.1.2.

Nota 4.2.2. A curvatura do Sol pode ser facilmente computada uma vez
que:

2〈Z,∇XY 〉 = 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉,

onde X,Y, Z são campos vetoriais invariantes à esquerda de Sol (ver [17]
para mais detalhes).

Temos:
R1212 = −1, R1313 = 1, R2323 = 1.

e os outros Rijkl = 0 ou dados pelas simetrias do tensor curvatura.



Capítulo 5

Grupo de Heisenberg-Lorentz

5.1 Uma estrutura lorentziana invariante à esquer-
da no grupo de Heisenberg

Apresentaremos aqui um teorema de imersão isométrica no grupo de
Heisenberg Nil quando este é munido de uma métrica lorentziana invariante
à esquerda que faz desse grupo um dos quatro modelos geométricos em 3
dimensões como precisamente descritos em [7]. Tal resultado foi obtido por
F. Manfio e por mim e recentemente aceito para publicação (ver [15]).

Por Nil entendemos o grupo de Lie 3-dimensional formado pelas matrizes
reais 3× 3 triangulares superiores da forma: 1 x z

0 1 y
0 0 1

 (5.1)

munido da usual operação de multiplicação. Identificamos Nil com R3, de
modo que (x, y, z) ∈ R3 corresponde à matriz (5.1). Desse modo, R3 fica
munido da seguinte multiplicação:

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′ + xy′).

Consideraremos em Nil a seguinte métrica lorentziana:

g = − 1
λ2

dx2 + dy2 + (dz − xdy)2, (5.2)

para λ ∈ R não zero fixado.

71
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Nota 5.1.1. Tal métrica é geodesicamente completa. Uma prova disso pode
ser encontrada na Seção 4 de [20], onde todas as geodésicas são explici-
tamente descritas. De modo mais amplo, pode-se provar que toda métrica
lorentziana invariante à esquerda em Nil é geodesicamente completa (veja
[13]).

Considere a seguinte base ortonormal na álgebra de Lie do grupo Nil:

E0 =
∂

∂z
, E1 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, E2 = λ

∂

∂x
,

para a qual temos que:

[E2, E0] = 0, [E1, E0] = 0, [E1, E2] = −λE0.

Se denotarmos por ∇ a conexão de Levi-Civita de Nil, a fórmula de Koszul
facilmente nos mostra que:

∇E0E0 = 0, ∇E0E1 = −λ
2E2, ∇E0E2 = −λ

2
E1,

∇E1E0 = −λ
2
E2, ∇E1E1 = 0, ∇E1E2 = −λ

2
E0,

∇E2E0 = −λ
2
E1, ∇E2E1 = λ

2E0, ∇E2E2 = 0.

Seja (e0, e1, e2) a base canônica do espaço de Minkowski 3-dimensional R1,2

com e2 o vetor de tipo tempo, i.e., aquele com 〈e2, e2〉 = −1. Defina G como
o grupo das matrizes ortogonais T no espaço de Minkowski de dimensão 3
com determinante igual a 1 e tais que T (e0) = e0, i.e., G = SO(R1,2; e0).
Mais explicitamente:

G =
{
X ∈ SO(2, 1);X =

(
1 0
0 T

)
, com T ∈ SO(1, 1)

}
.

Observe que T =
(
a b
c d

)
, para a, b, c, d ∈ R, pertence a SO(1, 1) se e

somente se c = b, d = a e detT = 1.

No que se segue consideramos P como a única G-estrutura em Nil que
contém p0 ∈ FRo(TNil) tal que p0(ei) = Ei, para i = 0, 1, 2.
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5.1.1 Inner Torsion

Seja E um fibrado vetorial sobre M com fibra típica Rk. Seja g uma
estrutura semi-riemanniana em E de índice r; denote por 〈·, ·〉r o produto
interno de Minkowski padrão de índice r em Rk. Fixe um vetor não nulo
e0 ∈ Rk e tome ε ∈ Γ(E) uma seção lisa de E com gx(ε(x), ε(x)) = 〈e0, e0〉r,
para todo x ∈M . Então:

P = FRo(E; e0, ε) =
⋃

x∈M

{
p ∈ FRo(Ex) : p(e0) = ε(x)

}
é uma G-estrutura em E, onde G é o subgrupo Or(k; e0) de Or(k) formado
pelas isometrias lineares que fixam e0. Seja x ∈ M fixado. Então Gx =
O(gx; ε(x)) é o grupo das isometrias lineares de (Ex, gx) que fixam ε(x) e gx

é a álgebra de Lie dos endomorfismos lineares gx-anti-simétricos T de Ex tais
que T

(
ε(x)

)
= 0. Como fizemos na Seção 3.3.1, identificamos o quociente

gl(Ex)/gx com Ex via:

gl(Ex)/gx 3 T + gx 7−→
(

1
2(T + T ∗), 1

2(T − T ∗) · ε(x)
)
∈sym(Ex)⊕ ε(x)⊥,

onde ε(x)⊥ denota o kernel de gx

(
ε(x), ·

)
, de modo que IP

x pode ser identi-
ficada com uma aplicação linear de TxM em Ex. De maneira praticamente
idêntica a feita na Seção 3.3.1 segue que:

IP
x (v) =

(
− 1

2∇vg,∇vε+ 1
2(∇vg)

(
ε(x)

))
,

para todos x ∈ M , v ∈ TxM . De modo que, em particular, IP = 0 se e
somente se ∇ é compatível com g e ε é paralelo.

5.1.2 Homogeneidade Infinitesimal

Dos cálculos apresentados na Subseção 5.1.1, já que ∇ é, de fato, com-
patível com g, concluímos que IP pode ser identificada com ∇E0. Então,
o Lema 2.6.2 implica que (Nil,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea se e
somente se existe uma função trilinear R0 : R3×R3×R3 → R3 e uma apli-
cação linear L0 : R3 → R3 tal que para todo x ∈ Nil e toda isometria linear
p : R3 → TxNil com p(e1) = E0(x), as seguintes condições são satisfeitas:

(a) R0 é p-relacionado com Rx;

(b) p ◦ L0 = (∇E0)x ◦ p.



CAPÍTULO 5. GRUPO DE HEISENBERG-LORENTZ 74

Provaremos a validade de (a) na Proposição seguinte, mas, antes demonstre-
mos o seguinte Lema:

Lema 5.1.2. Denotemos a métrica g de Nil por 〈·, ·〉. Sejam X,Y, Z ∈
Γ(TNil). Se para V ∈ Γ(TNil), escrevermos V = Ṽ +vE0, onde v = 〈V,E0〉,
então teremos que:

R(X̃, Ỹ )Z̃ =
3λ2

4
(R0(X,Y )Z +R1(E0;X,Y )Z)

onde
R0(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X

e

R1(V ;X,Y )Z = 〈Y, V 〉〈Z, V 〉X + 〈Y, Z〉〈X,V 〉V
− 〈X,Z〉〈Y, V 〉V − 〈X,V 〉〈Z, V 〉Y.

Demonstração. Um cálculo simples nos mostra que:

R(E1, E2)E1 =
3λ2

4
E2

e

R(E1, E2)E2 =
3λ2

4
E1.

Seja X =
∑2

i=0 xiEi, Y =
∑2

i=0 yiEi e Z =
∑2

i=0 ziEi. Observamos que:

R(X̃, Ỹ )Z̃ = x1y2z1R(E1, E2)E1 + x1y2z2R(E1, E2)E2

+x2y1z1R(E2, E1)E1 + x2y1z2R(E2, E1)E2

=
3λ2

4
(x1y2z1E2 + x1y2z2E1 − x2y1z1E2 − x2y1z2E1) .
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Então, para ε0 = ε1 = 1 e ε2 = −1, temos:

R0(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X

= 〈
2∑

i=0

xiEi,
2∑

i=0

ziEi〉Y − 〈
2∑

i=0

yiEi,
2∑

i=0

ziEi〉X

=
2∑

i=0

εixiziY −
2∑

i=0

εiyiziX

=
2∑

i=0

εi (xiziy0E0 + xiziy1E1 + xiziy2E2)

−
2∑

i=0

εi (yizix0E0 + yizix1E1 + yizix2E2)

=
2∑

i,j=0

εi(yjxizi − xjyizi)Ej =

=
4

3λ2
R(X̃, Ỹ )Z̃ +

(
y0

2∑
i=0

εixizi − x0

2∑
i=0

εiyizi

)
E0

+x0z0(y1E1 + y2E2)− y0z0(x1E1 + x2E2)

=
4

3λ2
R(X̃, Ỹ )Z̃ + (y0〈X,Z〉 − x0〈Y, Z〉)E0 + x0z0Y − y0z0X

=
4

3λ2
R(X̃, Ỹ )Z̃ −R1(E0;X,Y )Z.

Proposição 5.1.3. Utilizando a mesma notação do Lema 5.1.2, temos que,
para todos X,Y, Z,W ∈ Γ(TNil), vale a seguinte igualdade:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = λ2

(
3
4
〈R0(X,Y )Z,W 〉+ 〈R1(E0;X,Y )Z,W 〉

)
.

Demonstração. Antes de mais nada, definindo:

〈R(X ∧ Y ), Z ∧W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉,

observa-se que a matriz de R na base (E1∧E2, E2∧E0, E0∧E1) é diagonal.
De fato:

R(E0, E1)E2 = ∇E1∇E0E2 −∇E0∇E1E2 +∇[E0,E1]E2

=
λ

2
∇E1E1 −

λ

2
∇E0E0 +∇0E2 = 0,
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R(E2, E0)E1 = ∇E0∇E2E1 −∇E2∇E0E1 +∇[E2,E0]E1

=
λ

2
∇E0E0 −

λ

2
∇E2E2 +∇0E1 = 0,

R(E1, E2)E0 = ∇E2∇E1E0 −∇E1∇E2E0 +∇[E1,E2]E0

=
λ

2
∇E2E2 −

λ

2
∇E1E1 + λ∇E0E0 = 0.

No que se segue, para V ∈ Γ(TNil), escreveremos V = Ṽ + vE0, onde
v = 〈V,E0〉. Observe que:

R(E1, E0)E0 = ∇E0∇E1E0 −∇E1∇E0E0 +∇[E1,E0]E0

= ∇E0∇E1E0 =
λ2

4
E1,

R(E2, E0)E0 = ∇E0∇E2E0 −∇E2∇E0E0 +∇[E2,E0]E0

= ∇E0∇E2E0 =
λ2

4
E2

e assim:

R(Ṽ , E0)E0 =
λ2

4

(
〈Ṽ , E1〉E1 − 〈Ṽ , E2〉E2

)
=
λ2

4
Ṽ .

Decompondo X,Y, Z,W como fizemos com V nos parágrafos anteriores e
usando a multilinearidade do tensor curvatura, obtemos uma soma com 16
termos. Os termos onde E0 aparece três ou quatro vezes, ou duas nas po-
sições 1, 2 ou 3, 4 se anulam por anti-simetria. Os termos onde E0 apa-
rece uma única vez também se anulam uma vez que a matriz de R na base
(E1 ∧ E2, E2 ∧ E0, E0 ∧ E1) é diagonal. Assim, temos:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉
+yw〈R(X̃, E0)Z̃, E0〉+ yz〈R(X̃, E0)E0, W̃ 〉
+xw〈R(E0, Ỹ )Z̃, E0〉+ xz〈R(E0, Ỹ )E0, W̃ 〉

= 〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉

+
λ2

4

(
−yw〈X̃, Z̃〉+ yz〈X̃, W̃ 〉+ xw〈Ỹ , Z̃〉 − xz〈Ỹ , W̃ 〉

)
.
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Observe agora que:

〈R1(E0;X,Y )Z,W 〉 = −yw〈X,Z〉+ yz〈X,W 〉+ xw〈Y, Z〉 − xz〈Y,W 〉
= −yw(〈X̃, Z̃〉+ xz) + yz(〈X̃, W̃ 〉+ xw)

+xw(〈Ỹ , Z̃〉+ yz)− xz(〈Ỹ , W̃ 〉+ yw)
= −yw〈X̃, Z̃〉+ yz〈X̃, W̃ 〉+ xw〈Ỹ , Z̃〉 − xz〈Ỹ , W̃ 〉.

Usando o Lema 5.1.2 concluímos que:

〈R(X,Y )Z,W 〉 =
3λ2

4

(
〈R0(X,Y )Z +R1(E0;X,Y )Z, W̃ 〉

)
+
λ2

4
〈R1(E0;X,Y )Z,W 〉.

Um cálculo simples nos mostra que:

〈R0(X,Y )Z +R1(E0;X,Y )Z,E0〉 = 0

e, então, temos a validade da tese proposta.

Para provarmos (b) tome L0 : R3 → R3 a função linear para a qual (b)
é verdade se fizermos p = p0, i.e., tome L0 tal que:

L0 : e0 7−→ 0

e1 7−→ −
λ

2
e2

e2 7−→ −
λ

2
e1

Observe, agora, que p ∈ P se e somente se p é tal que:

p : e0 7−→ X0 = E0

e1 7−→ X1 = aE1 + bE2

e2 7−→ X2 = bE1 + aE2

para a, b ∈ R com a2 − b2 = 1. Então, vemos que:

(∇E0) ◦ p(e0) = ∇E0E0 = 0 = p ◦ L0(e0),

(∇E0) ◦ p(e1) = ∇X1E0 = a∇E1E0 + b∇E2E0

= −λ
2
(aE2 + bE1) = −λ

2
X2 = p ◦ L0(e1)
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e

(∇E0) ◦ p(e2) = ∇X2E0 = a∇E2E0 + b∇E1E0

= −λ
2
(aE1 + bE2) = −λ

2
X1 = p ◦ L0(e2).

A linearidade conclui a demonstração de (b).

Nota 5.1.4. É interessante notar que, para provar a existência de um endo-
morfismo L0 : R3 → R3 que satisfaz (b), consideramos como grupo estrutural
de P um subgrupo do grupo ortogonal especial ao invés de um subgrupo do
grupo ortogonal inteiro. Se escolhêssemos como grupo estrutural de P um
subgrupo do grupo ortogonal inteiro haveria nos cálculos acima uma inco-
erência de sinais que impediria a definição de uma aplicação L0 com as
propriedades desejadas.

5.1.3 Homogeneidade Global

Como (Nil,∇, P ) é infinitesimalmente homogêneo e Nil é conexo, simples-
mente conexo e geodesicamente completo (Nota 5.1.1), a Proposição 2.6.4
implica que (Nil,∇, P ) é, de fato, globalmente homogêneo.

5.2 Um Teorema de Imersão Isométrica
no Grupo de Heisenberg Lorentziano

Seja (M ,g = 〈·, ·〉) uma variedade semi-riemanniana com dim(M) = 2 e
conexão de Levi-Civita ∇. Suponha que nos são dados um campo liso S de
operadores simétricos Sx : TxM → TxM , T um campo vetorial em M e ν
uma função lisa M tal que ||T ||2 + ν2 = 1. Faça ε = 1 se g tem índice 1 e
ε = −1 se tal índice é 0.

No que se segue, considere um fibrado vetorial Ê = TM ⊕ R em M
munido de uma estrutura lorentziana ĝ dada pela soma ortonormal de g e
gE (com gE = ε ·gR, onde por gR entendemos a métrica canônica Euclideana
de R).

Denotaremos por ∇̂ a conexão em Ê compatível com ĝ e cujas compo-
nentes são ∇, ∇R e S, i.e., para V e W campos vetoriais em M e a função
real em M , temos que

∇̂V (W,a) = (∇VW − εaS(V ), g(S(V ),W ) + V (a)).
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Definição 5.2.1. Dizemos que (M ,g, S, ξ = (T, ν)) satisfaz às equações de
compatibilidade para M = Nil se as seguintes condições se verificam:

(a) Para qualquer p0 : R1,2 → Ê isometria linear com p0(e0) = ξ(x), temos
que as seguintes equações são satisfeitas:

p0 ◦ L0 ◦ p−1
0 |TxM = (∇̂ξ)x

onde L0 : R1,2 → R1,2 é a aplicação linear tal que:

L0 : e0 7−→ 0

e1 7−→ −
λ

2
e2

e2 7−→ −
λ

2
e1;

(b) vale a equação de Gauss:

K(x) = λ2

(
ν(x)2 − 1

4

)
− εdetSx

onde denotamos por K a curvatura seccional de M ;

(c) vale a equação de Codazzi:

ε(∇XSY −∇Y SX − S[X,Y ]) = λ2ν(g(X,T )Y − g(Y, T )X)

para todos X,Y ∈ Γ(TM).

Teorema 5.2.2. Suponha dado (M ,〈·, ·〉, S, ξ = (T, ν)) satisfazendo as
equações de compatibilidade para M . Então, para todo x0 ∈ M e todo
y0 ∈ M , existe f : U → M (onde U é um aberto de x0 em M) imersão
isométrica em M tal que f(x0) = y0, o operador forma com respeito a nor-
mal N associada a f é:

df ◦ S ◦ df−1

e tal que:
E0 = df(T ) + νN.

Além do mais, se M é conexa e simplesmente-conexa, como M é geodesica-
mente completa (ver Nota 5.1.1), então existe uma única imersão isométrica
global f de M em M com as propriedades acima.
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Demonstração. Como, provado na Seção 5.1, (Nil,∇, P ) é infinitesimalmente
homogênea e podemos aplicar o Teorema 2.8.4 de modo a obtermos uma
imersão isométrica no espaço Heisenberg-Lorentz. Seja p̂0 um referencial
ortonormal em Ê tal que p̂0(e0) = ξ. Seja P̂ a única G-estrutura que contém
p̂0 (com G = SO(R1,2; e0) como descrito anteriormente). A Hipótese (a) do
Teorema 2.8.4 significa que para todo x ∈M e todo p ∈ P̂x, temos:

p ◦ L0 ◦ p−1|TxM = (∇̂ξ)x. (5.3)

Uma vez que todo p ∈ P̂ pode ser escrito como p0 ◦ g, para algum g ∈ G e
com p0 como definido em 5.2.1(a), e, já que L0 comuta com elementos de G
(visto por um cálculo direto), temos que a hipótese (a) do Teorema 2.8.4 é
satisfeita se e somente se:

p0 ◦ L0 ◦ p−1
0 |TxM = (∇̂ξ)x.

Para provarmos que a equação de Gauss vale para ((M ,〈·, ·〉), S, ξ = (T, ν)),
seja u, v ∈ TM uma base ortonormal para TxM . Como dim(M) = 2 é
suficiente provar que:

ḡy

[
Ry

(
σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

]
= gx(Rx(u, v)u, v)

+ ε(−gx(Su, v)2 + gx(Su, u)gx(Sv, v)),

para toda σ : Êx → TyNil isometria linear tal que σ(ξ) = E0, onde denota-
mos por R e R as curvaturas de Nil e M respectivamente. Isso é:

Ky(σ(TxM)) = K(x) + εdetSx,

para toda σ : Êx → TyNil isometria linear tal que σ(ξ) = E0, onde de-
notamos por K e K as curvaturas seccionais de Nil e M respectivamente.
Observe, agora, que a Proposição 5.1.3 implica em:

K(σ(TxM)) = ḡy

[
Ry

(
σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

]
=

= λ2
(3

4
ḡy

[
R0

(
σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

]
+ ḡy

[
R1

(
E0;σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

])
.

Uma vez que σ é uma isometria, temos que:

gy

[
R0

(
σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

]
= 〈u, u〉〈v, v〉 − 〈u, v〉2 = 1
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e

ḡy

[
R1

(
E0;σ(u), σ(v)

)
σ(u), σ(v)

]
= 〈v, T 〉〈u, T 〉〈u, v〉+ 〈v, u〉〈u, T 〉〈v, T 〉

− 〈u, u〉〈v, T 〉〈v, T 〉 − 〈u, T 〉〈u, T 〉〈v, v〉 =

= −(〈v, T 〉2 + 〈u, T 〉2) = ν(x)2 − 1.

Assim:
K(σ(TxM)) = λ2

(
ν(x)2 − 1

4

)
e a equação de Gauss se torna:

K(x) = λ2

(
ν(x)2 − 1

4

)
− εdetSx.

Para obtermos a equação de Codazzi como descrita na Definição 5.2.1 observe
que, com α0 = 〈S·, ·〉, temos:

(∇⊗α0)x(v, w, u) = 〈∇vSW − S∇vW,u〉

para u, v, w ∈ TxM , com W uma extensão local de w. Simples cálculos nos
levam a:

R̄y(σ(v), σ(w))σ(e) = ν (〈w, T 〉v − 〈v, T 〉w) ,

para todos v, w ∈ TxM e e ∈ {x} × R. Desse modo, a equação de Codazzi
como apresentada no Teorema 2.8.4(c) se escreve:

ε(∇XSY −∇Y SX − S[X,Y ]) = λ2ν(〈X,T 〉Y − 〈Y, T 〉X),

para todos X,Y ∈ Γ(TM). Já que M tem codimensão 1, temos que a equa-
ção de Ricci é automaticamente satisfeita. Assim, usando o Teorema 2.8.4,
a tese fica provada.

5.3 Rigidez Isométrica

Suponha dados elementos como na Definição 2.8.3. Lembre-se que uma
imersão isométrica que preserva G-estrutura (f1, S1) para ∇E

1 , α1, gE dados
é dita G-congruente à imersão isométrica que preserva G-estrutura (f2, S2)
com dados ∇E

2 , α2, gE se existe uma isometria que preserva G-estrutura
σ : M →M tal que f2 = σ ◦ f1 e S2 = ±dσ ◦ S1.

Definição 5.3.1. Dizemos que uma imersão isométrica que preserva G-
estrutura (f1, S1) com dados ∇E

1 , α1, gE é G-rígida, se qualquer outra imer-
são isométrica que preserva G-estrutura (f2, S2) para ∇E

2 , α2, gE dados é
G-congruente a (f1, S1).
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O intuito desta seção é provarmos um resultado de rigidez de imersões
isométricas de superfícies em Nil. Para isso, precisamos do seguinte resul-
tado:

Lema 5.3.2. Se rank(E) = 1, então existe uma única conexão ∇E em E
compatível com gE.

Demonstração. Sejam ∇1 e ∇2 conexões em E compatíveis com gE . Para
X ∈ Γ(TM), considere a seguinte função:

D(X) : Γ(E)→ Γ(E)

definida por
D(X)ε = ∇1

Xε−∇2
Xε

para todo ε ∈ Γ(E). Obviamente D(X) é C∞(M)-linear. Além do mais,
D(X) é anti-simétrica. De fato, para ε1, ε2 ∈ Γ(E), temos:

gE
(
D(X)ε1, ε2

)
= gE

(
∇1

Xε1 −∇2
Xε1, ε2

)
= XgE(ε1, ε2)− gE(ε1,∇1

Xε2)
−XgE(ε1, ε2) + gE(ε1,∇2

Xε2)
= −gE(ε1, D(X)ε2).

Agora, como rank(E) = 1, a anti-simetria de D(X) implica que D(X) = 0,
i.e., ∇1

Xε = ∇2
Xε, para todo ε ∈ Γ(E). Como X é arbitrário, segue que

∇1 = ∇2.

Tendo o Lema 5.3.2 em mente, denotaremos (f, S) uma imersão isomé-
trica que preserva G-estrutura com dados ∇E , α, gE por (α, f, S), uma vez
que ∇E e gE são fixados (lembre-se que a conexão de M é, também, fixa).
Além disso, E = TM ×R é o fibrado linear trivial sobre M , de modo que a
derivada covariante de uma seção η ∈ Γ(E) é simplesmente X(η), para todo
X ∈ Γ(TM).

Seja Nil o espaço lorentziano de Heisenberg munido da métrica inva-
riante à esquerda g dada por (5.2). Como descrito na demonstração do
Teorema 5.2.2, seja G = SO(R3; e0) ' SO(R2), e

P̂ = FRo
+(Ê; e0, (T, ν))

a G-estrutura em Ê = TM ⊕ E cujos elementos levam o vetor e0 em (T, ν)
(onde {e0, e1, e2} é a base canônica de R1,2, T é um campo vetorial em M e
ν uma função lisa em M tal que ||T ||2 + ν2 = 1).
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Considere a G-estrutura P ⊂ FRo(TNil) como definida no início da Se-
ção 5.1.

Lema 5.3.3. Sejam (α1, f1, S1) e (α2, f2, S2) imersões isométricas que pre-
servam G-estrutura de M em (Nil,∇). Denote por Ai o operador forma
associado a αi. Se o conjunto {x ∈ M ; ν(x) 6= 0} é denso em M , então
A1 = A2.

Demonstração. No que se segue denotaremos por∇ a conexão de Levi-Civita
de (M, g) e por ∇̂i a conexão em Ê compatível com ĝ cujas componentes são
∇, αi e a conexão canônica de E, i = 1, 2. I.e., temos:

∇̂i
X(Y, η) = ∇XY − ηAiX +X(η) + αi(X,Y ), (5.4)

para todos X,Y ∈ Γ(TM), η ∈ Γ(E) e i = 1, 2. Dado X ∈ Γ(TM), defina
a aplicação:

D(X) : Γ(Ê)→ Γ(Ê)

fazendo D(X)ε = ∇̂1
Xε − ∇̂2

Xε, para todo ε ∈ Γ(Ê). Claramente D(X) é
C∞(M)-linear. Além do mais, dado Y ∈ Γ(TM) e η ∈ Γ(E), a equação
(5.4) mostra que:

D(X)(Y, η) =
(
η(A2X −A1X), α1(X,Y )− α2(X,Y )

)
. (5.5)

Por outro lado, como ambos (α1, f1, S1) e (α2, f2, S2) são imersões isomé-
tricas que preservam G-estrutura no mesmo espaço ambiente, suas inner
torsions são iguais. Então, temos:

I
bP
x (X) = ∇̂1

X(T, ν) = ∇̂2
X(T, ν), (5.6)

para todos x ∈ M e X ∈ TxM (relembre o dito na Subseção 5.1.1). Então,
a equação (5.6) nos mostra que D(X)(T, ν) = 0 e, portanto:

ν(A2X −A1X) = 0,

para todo X ∈ Γ(TM). Visto que o conjunto dos pontos x ∈ M tais
que ν(x) 6= 0 é denso em M , concluímos que A1X = A2X, para todo
X ∈ Γ(TM).

Teorema 5.3.4. Seja (α, f, S) uma imersão isométrica que preserva G-
estrutura de M em Nil tal que o conjunto {x ∈ M ; ν(x) 6= 0} é denso em
M . Se M é conexo e orientável, então (α, f, S) é G-rígida.
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Demonstração. Tal fato é uma mera aplicação do Lema 2.8.7.
Seja (α1, f1, S1) = (α, f, S) e seja (α2, f2, S2) uma outra imersão isométrica
que preserva G-estrutura de M em Nil. Como o conjunto dos pontos x ∈M
tais que ν(x) 6= 0 é denso em M , o Lema 5.3.3 implica que A1 = A2, onde Ai

denota o operador forma associado a αi, i = 1, 2. Pode-se checar facilmente
que α1 = ±α2. Assim, em qualquer caso, o Lema 2.8.7 implica na existência
de uma isometria que preserva G-estrutura σ : M →M tal que f2 = σ ◦ f1

e S2 = ±dσ ◦ S1. Isso mostra que (α, f, S) é, de fato, G-rígida.



Capítulo 6

Imersões Isométricas em
Variedades Sub-riemannianas

6.1 Variedades Sub-riemannianas de Contato

Inspirados em [10] e [12] apresentamos nessa seção construções básicas
em variedades sub-Riemannianas de contato.

Chamamos de variedade sub-riemanniana uma tripla (M,D, g) formada
por uma variedade diferenciável M , D uma distribuição lisa em M , e g uma
estrutura riemanniana no fibrado vetorial D, i.e., g é lisa e, para cada x ∈M ,
gx é um produto interno positivo definido em Dx. Chamamos g de métrica
sub-riemanniana. Uma seção lisa X de D é dita campo vetorial horizontal .
Nesse caso escrevemos X ∈ Γ(D). A forma de Levi de uma distribuição D
num ponto x ∈M é a aplicação bilinear anti-simétrica:

Lx : Dx ×Dx −→ TxM/Dx

definida por Lx

(
X(x), Y (x)

)
= [X,Y ](x) + Dx, onde X,Y ∈ Γ(D). Se θ é

uma 1-forma lisa em M que aniquila D então:

dθ|Dx×Dx = −θ̄x ◦ Lx, (6.1)

onde θ̄x : TxM/Dx → R é obtido a partir de θx pela passagem ao quociente.
A distribuição D é dita ser uma distribuição de contato se sua codimensão
é 1 e se sua forma de Levi é não-degenerada, i.e., se Lx(v, w) = 0 para todo
w ∈ Dx temos que v = 0. Nesse caso, a menos de uma identificação entre
TxM/Dx e R, a forma de Levi é uma forma simplética em Dx e, portanto,
dim(Dx) é par. Observe que se θ é uma 1-forma lisa em M que aniquila

85
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D então a forma de Levi Lx pode ser identificada pelo isomorfismo θ̄x :
TxM/Dx → R com ωx = −dθx|Dx×Dx . Em particular, ωx é uma forma
simplética em Dx e, fazendo dim(M) = 2n+ 1, a n-ésima potência exterior
ωn

x é uma forma de volume em Dx.

Neste capítulo trataremos de imersões em variedades sub-riemannianas
(M,D, g) para as quais D é uma distribuição de contato; as conhecidas varie-
dades sub-riemannianas de contato. Uma 1-forma lisa θ em M será chamada
de forma característica para (M,D, g) se D = Ker(θ) e se:

ωn
x = cVx,

para todo x ∈ M e alguma constante c > 0, onde ωx = −dθx|Dx×Dx ,
dim(M) = 2n + 1 e Vx é a forma de volume em Dx definida pelo produto
interno gx e pela orientação induzida de ωn

x .

Assuma que o anulado Do ⊂ TM∗ de D é orientável, de modo que pode-
mos escrever D como o núcleo de uma 1-forma lisa globalmente definida. É
fácil ver que, com essas hipóteses, existe uma 1-forma característica θ que é
única a menos de multiplicação por uma constante não-nula. Assuma esco-
lhida uma 1-forma característica θ. Então existe um único campo vetorial ξ
em M tal que dθ(ξ, ·) = 0 e θ(ξ) = 1; observe que, como θ(ξ) = 1, a condição
dθ(ξ, ·) = 0 é equivalente a pedir que a derivada de Lie Lξθ se anule, i.e., que
o fluxo de ξ preserve θ. Chamamos ξ de campo característico de (M,D, g)
correspondente a θ. Usando o campo vetorial característico ξ, obtemos uma
extensão de g a uma métrica riemanniana em M (também denotada por g),
fazendo g(ξ, ξ) = 1 e g(ξ,D) = 0.

Observe que, como ωx = −dθx|Dx×Dx é uma forma simplética em Dx,
existe uma única estrutura complexa Jx em Dx que é ortogonal (ou anti-
simétrica) com respeito ao produto interno gx e tal que ωx(·, Jx·) é um pro-
duto interno positivo definido (explicitamente, seja Hx o operador gx-anti-
simétrico em Dx com ωx = gx(Hx·, ·) e tome Jx a componente ortogonal na
decomposição polar de Hx). Chamamos J de estrutura complexa caracterís-
tica de (M,D, g).

Nota 6.1.1. Em geral, não é verdade que g(J ·, ·) é um múltiplo escalar de
dθ|D×D, no entanto isso vale nos modelos considerados na Seção 6.4; mais
especificamente, em tais modelos vale a seguinte igualdade:

dθ|D×D = −2g(J ·, ·). (6.2)
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Denote por G ∼= U(n) o subgrupo de Lie de GL(2n+ 1) definido por:

G =
{(

T 0
0 1

)
: T ∈ U(n)

}
, (6.3)

onde U(n) denota o grupo das isometrias lineares T : R2n → R2n que comu-
tam com a estrutura complexa canônica J : R2n → R2n definida por:

J(x, y) = (−y, x), x, y ∈ Rn. (6.4)

Assim temos uma G-estrutura P em (M,D, g) formada pelos isomorfismos
lineares p : R2n+1 → TxM tais que:

• p leva o produto interno canônico de R2n+1 na métrica riemanniana
de M ;

• p leva o último vetor da base canônica de R2n+1 em ξ(x);

• a restrição de p ao espaço gerado pelos primeiros 2n vetores da base
canônica de R2n+1 leva a estrutura complexa (6.4) na estrutura com-
plexa característica de (M,D, g).

Chamamos, então, P de G-estrutura característica de (M,D, g).

Temos aqui o seguinte teorema demostrado em [10, Teorema 1.1]:

Teorema 6.1.2. Dada uma variedade sub-riemanniana de contato (M,D, g)
com θ uma 1-forma característica e ξ o correspondente campo característico,
existe uma única conexão ∇ em TM tal que:

(a) D é ∇-paralela, i.e., a derivada covariante de um campo vetorial ho-
rizontal (ao longo de qualquer campo vetorial de M) é horizontal, de
modo que ∇ se restringe a uma conexão no fibrado vetorial D;

(b) o campo vetorial característico ξ e a métrica sub-riemanniana g são
paralelos;

(c) T(X,Y ) = dθ(X,Y )ξ, para X, Y em D, onde T denota a torção de
∇;

(d) o endomorfismo T(ξ, ·) de TM preserva D e sua restrição a D é g-
simétrica.
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A conexão dada pelo Teorema 6.1.2 é chamada de conexão adaptada da
variedade sub-riemanniana (M,D, g) e é interessante notar que tal cone-
xão não depende da escolha da 1-forma característica θ. O endomorfismo
g-simétrico T(ξ, ·)|D de D é chamado de sub-torção de (M,D, g) e é aqui de-
notado por τ ; observe que, como T(ξ, ξ) = 0, o endomorfismo T(ξ, ·) de TM
é simétrico em relação a métrica riemanniana g. Obviamente, como ξ, D e a
métrica sub-riemanniana g são ∇-paralelos, também a métrica riemanniana
g é ∇-paralela. Denotemos por ∇LC a conexão de Levi-Civita da métrica
riemanniana g. Pode-se provar (ver [10]) que:

∇XY = πD(∇LC
X Y ), (6.5)

ondeX, Y são campos vetoriais horizontais e πD denota a projeção ortogonal
em D. Também vale que:

∇ξX = [ξ,X] + τ(X),

onde X é um campo vetorial horizontal. O tensor τ é, então, relacionado à
derivada de Lie de g pela fórmula:

g
(
τ(X), Y

)
= 1

2(Lξg)(X,Y ), (6.6)

para X, Y em D.

Nota 6.1.3. Dada uma variedade sub-riemanniana de contato (M,D, g) com
forma característica θ e campo característico ξ, também pode-se considerar
uma extensão de g a uma métrica lorentziana gL fazendo gL(ξ, ξ) = −1 e
gL(ξ,D) = 0. É interessante notar que o lado direito de (6.5) não se altera
se ∇LC é substituída pela conexão de Levi-Civita de gL, como facilmente se
observa utilizando a fórmula de Koszul. Além disso, ambos os lados de(6.6)
não se alteram se g é trocada por gL. De fato, observe que g − gL = 2 θ ⊗ θ
e, portanto, sua derivada de Lie ao longo de ξ é zero.

6.2 Imersões Isométricas de Variedades Sub-Rie-
mannianas

Sejam (M,D, g), (M0,D0, g0) variedades sub-riemannianas. Por imersão
isométrica de (M0,D0, g0) em (M,D, g) entendemos uma aplicação diferen-
ciável f : M0 →M tal que:

dfx(D0
x) = Df(x) ∩ dfx(TxM

0) (6.7)
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e:
gf(x)

(
df(x) · v,df(x) · w

)
= g0

x(v, w),

para todos x ∈M0, v, w ∈ D0
x. Assuma agora que (M,D, g) é uma variedade

sub-riemanniana de contato munida da conexão adaptada ∇ e com a exten-
são riemanniana de g discutida na Seção 6.1. Definimos o fibrado normal
f⊥ →M0 fazendo:

f⊥x = dfx(TxM
0)⊥ ⊂ Tf(x)M,

para todo x ∈ M0, onde ⊥ é tomado com respeito a extensão riemanniana
de g. A segunda forma fundamental :

αf
x : TxM

0 × TxM
0 −→ f⊥x , x ∈M0,

para a imersão isométrica f é definida por:

αf (X,Y ) = projf⊥
[
∇X

(
df(Y )

)]
,

onde X, Y são campos vetoriais lisos de M0 e projf⊥ denota a projeção
ortogonal em f⊥. Como D é ∇-paralela e df(D0) ⊂ D segue que:

αf
x(D0

x ×D0
x) ⊂ Df(x) = ξ

(
f(x)

)⊥
, (6.8)

onde ξ denota o campo vetorial característico de (M,D, g).

Assuma que ambos (M,D, g) e (M0,D0, g0) sejam variedades sub-rie-
mannianas de contato e que a imersão isométrica f : M0 →M satisfaz:

dfx

(
ξ0(x)

)
= ξ
(
f(x)

)
, (6.9)

para todo x ∈ M0, onde ξ0 denota um campo vetorial característico de
(M0,D0, g0). Nesse caso dizemos que f é uma imersão isométrica de varie-
dades sub-riemannianas de contato. Segue, então, de (6.9) que f é uma imer-
são isométrica entre as variedades riemannianas obtidas ao considerarmos as
extensões riemannianas de g0 e g. O fibrado normal f⊥ é simplesmente o
fibrado normal da imersão isométrica riemanniana, no entanto observamos
que a segunda forma fundamental αf não coincide com a segunda forma
fundamental da imersão isométrica riemanniana uma vez que sua definição
usa a conexão adaptada de M , e não sua conexão de Levi-Civita.

Nota 6.2.1. Como ξ é ∇-paralela, segue de (6.9) que αf (·, ξ0) = 0.

Temos o seguinte:
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Lema 6.2.2. Se f : M0 →M é uma imersão isométrica de contato então:

(a) f∗θ = θ0, onde θ0 e θ denotam as 1-formas características de M0 e
M , respectivamente;

(b) a restrição da segunda forma fundamental αf a D0 é simétrica e, se a
sub-torção τ de M se anula, então αf é simétrica;

(c) df(∇0
XY ) = ∇X

(
df(Y )

)
, para quaisquer campos vetoriais X, Y em

M0, onde ∇0 e ∇ denotam as conexões adaptadas de M0 e M , respec-
tivamente;

(d) df
(
τ0(X)

)
é a projeção ortogonal sobre df(TM0) de τ

(
df(X)

)
, para

qualquer X em D0, onde τ0 e τ denotam, respectivamente, as sub-
torções de M0 e M .

Demonstração. Segue de (6.7) que Ker(f∗θ) = D0 e de (6.9) temos que
(f∗θ)(ξ0) ≡ 1, de modo que f∗θ = θ0, o que prova (a). Se X, Y são campos
vetoriais lisos de M0 então:

∇X

(
df(Y )

)
−∇Y

(
df(X)

)
= df

(
[X,Y ]

)
+ T

(
df(X),df(Y )

)
,

onde T denota a torção de ∇; assim:

αf (X,Y )− αf (Y,X) = projf⊥
(
T
(
df(X),df(Y )

))
(6.10)

e, se X, Y são seções de D0, T
(
df(X),df(Y )

)
é paralela a ξ = df(ξ0), de

modo que o lado direito de (6.10) se anula. Quando X = ξ0 e a sub-torção τ
se anula então, novamente, o lado direito de (6.10) se anula. Isso demonstra
(b). Para provarmos (c), seja ∇∗ a conexão em TM0 correspondente pelo
isomorfismo de fibrados vetoriais df : TM0 → df(TM0) a conexão em
df(TM0) ⊂ f∗(TM) obtida tomando-se a projeção ortogonal de f∗∇ sobre
df(TM0). É suficiente mostrar que ∇∗ se iguala a ∇0, i.e., que ∇∗ satisfaz
as condições que caracterizam a conexão adaptada (ver o Teorema 6.1.2). O
fato de g ser paralela com respeito a∇ e o fato de que df : TM0 → df(TM0)
mapeia g0 na restrição de g implica que g0 é ∇∗-paralela. Também, como
ξ é paralelo com respeito a ∇, a equação (6.9) implica que ξ0 é ∇∗-paralelo
(de modo que ambas D0 e a métrica sub-riemanniana g0 são ∇∗-paralelas).
Finalmente, calculamos o tensor torção T∗ de ∇∗ da seguinte maneira:

df
(
T∗(X,Y )

)
= projf

[
∇X

(
df(Y )

)
−∇Y

(
df(X)

)
− df

(
[X,Y ]

)]
= projf

[
T
(
df(X),df(Y )

)]
,
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onde X, Y são campos vetoriais em M0 e projf denota a projeção orto-
gonal sobre df(TM0). Segue facilmente de (6.9) e de (a) que T∗(X,Y ) =
dθ0(X,Y )ξ0 para X, Y em D0. Além disso, se identificamos D0 com df(D0),
a função T∗(ξ0, ·)|D0 se identifica com a composição de T(ξ, ·)|D0 = τ |D0 com
a projeção ortogonal sobre D0. Isso mostra que T∗(ξ0, ·)|D0 é um endomor-
fismo linear g0-simétrico de D0 concluindo a demonstração de ambos (c) e
(d).

Suponha dada uma imersão isométrica f de uma variedade sub-rieman-
niana (M0,D0, g0) numa variedade sub-riemanniana de contato (M,D, g).
Obtemos, então, a conexão normal ∇⊥ de f no fibrado normal f⊥ → M0

pela projeção ortogonal da conexão adaptada ∇.

Nota 6.2.3. Observamos que a estrutura riemanniana em f⊥ obtida pela
restrição g é paralela em relação a conexão normal ∇⊥.

6.3 (U(n)× 1)-estruturas - Inner Torsion

Seja π : V →M um fibrado vetorial de posto 2n+ 1 sobre M . Defina:

G
.=
{(

T 0
0 1

)
;T ∈ U(n)

}
.

Temos então:

g =
{(

S 0
0 0

)
; S é anti-simétrica e S ◦ J = J ◦ S

}
.

Seja P uma G-estrutura em V . Sejam g uma métrica riemanniana em
V , ∇ uma conexão em V , ξ : M → V uma seção unitária do fibrado V e
J uma estrutura quase complexa em ξ⊥. Defina J̃ ∈ Lin(V ) de modo que
J̃ |ξ⊥ = J e J̃(ξ) = 0. Seja, então, ρ : gl(V )

gV
→ V ⊕ Lin2

s(V × V,R)⊕ Lin(V )
definida da seguinte forma:

ρ(T + gV ) = (T (ξ),−[g(T ·, ·) + g(·, T ·)], [T, J̃ ]).

Afirmamos que ρ é bem definida e injetora.

Se T ∈ gv fica claro que (T (ξ),−[g(T ·, ·) + g(·, T ·)], [T, J̃ ]) = 0, pois T é
anti-simétrico, comuta com J̃ e T (ξ) = 0. Reciprocamente, se ρ(T +gV ) = 0
então T é anti-simétrico, comuta com J̃ e T (ξ) = 0, donde temos que T ∈ gv.
Como ρ é linear, da recíproca segue sua injetividade.
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Sejam s : U ⊂ M ∈ P uma seção de P , Γx : TxM → gl(V ) o tensor
de Christoffel associado a s e IP

x : TxM → gl(V )
gV

a inner torsion de P em
x ∈ M . Lembrando que IP

x (v) = (Γx(v) + gV ), quaisquer que sejam x ∈ M
e v ∈ TxM , observa-se:

ρ ◦ IP
x (v) = (Γx(v, ξ),−[g(Γx(v)·, ·) + g(·,Γx(v)·)], [Γx(v), J̃ ]).

Note que se ε é uma seção s-constante de V , i.e., ε(y) = (s(y) ◦ s(x)−1) · ε(x)
(para todo y ∈ U), de ∇vε = ds

vε+ Γx(v, ε(x)) segue que ∇vε = Γx(v, ε(x)),
para todos x ∈ U , v ∈ TxM . Como ξ é uma seção s-constante de V temos
que ∇vξ = Γx(v, ξ).

Por sua vez, para u1 e u2, seções s-constantes de V , temos que g(u1, u2)
é constante, e, então:

(∇vg)(u1, u2) + g(Γx(v, u1), u2) + g(u1,Γx(v, u2)) = 0

Além disso, observamos que ε se é seção s-constante de V , J̃(ε) também o é.
Desta maneira segue de (∇vJ̃) = J̃x(∇vε)−∇v(J̃(ε)) que [Γx(v), J̃ ] = ∇vJ̃ .

Assim, das observações acima, segue que:

ρ ◦ IP
x (v) = (∇vξ,∇vg,∇vJ̃) (6.11)

para todos x ∈M e v ∈ TxM .

6.4 Modelos com curvatura holomorfa constante

No que se segue apresentamos três exemplos de variedades sub-riemannia-
nas de contato (M,D, g) cuja sub-torção τ é nula e cuja curvatura seccional
holomorfa é constante, i.e., existe c ∈ R tal que:

g
(
Rx

(
X, J(X)

)
X, J(X)

)
= −cg(X,X)2, (6.12)

para todo x ∈ M e todo X ∈ Dx, onde R denota o tensor curvatura da
conexão adaptada, escolhido com a seguinte convenção de sinais:

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Toda variedade sub-riemanniana de contato com sub-torção nula e curvatura
seccional holomorfa constante é localmente equivalente (a menos de um es-
calar que multiplique a métrica) a um dos três exemplos abaixo apresentados
([10]).
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6.4.1 O modelo de curvatura zero: grupo de Heisenberg sub-
riemanniano

Denote por ω : R2n × R2n → R a forma simplética canônica de R2n

definida por:
ω
(
(x, y), (x′, y′)

)
= 〈x, y′〉 − 〈x′, y〉,

para todos x, y, x′, y′ ∈ Rn, onde 〈·, ·〉 denota o produto euclideano canônico
de Rn. O n-ésimo grupo de Heisenberg é o grupo de Lie:

H2n+1 = R2n ×R

munido do produto:

(z, t) · (z′, t′) =
(
z + z′, t+ t′ + ω(z, z′)

)
, z, z′ ∈ R2n, t, t′ ∈ R.

Sua álgebra de Lie é:
hn = R2n ×R

munida do colchete de Lie:

[(Z, T ), (Z ′, T ′)] = 2
(
0, ω(Z,Z ′)

)
, Z, Z ′ ∈ R2n, T, T ′ ∈ R.

Consideramos a distribuição invariante à esquerda D em H2n+1:

D(0,0) = R2n × {0}

munida da métrica sub-riemanniana invariante à esquerda g tal que g(0,0)

é o produto interno euclideano de D(0,0)
∼= R2n. Escolhemos a 1-forma

característica θ como a 1-forma invariante à esquerda em H2n+1 tal que:

θ(0,0)(Z, T ) = T, Z ∈ R2n, T ∈ R.

Assim, a 2-forma dθ é a 2-forma invariante à esquerda em H2n+1 tal que:

dθ(0,0)

(
(Z, T ), (Z ′, T ′)

)
= −2ω(Z,Z ′), Z, Z ′ ∈ R2n, T, T ′ ∈ R,

e o campo vetorial característico é o campo invariante à esquerda ξ emH2n+1

tal que:
ξ(0,0) = (0, 1).

A estrutura complexa característica de H2n+1 é o endomorfismo invariante
à esquerda de D cujo valor em (0, 0) pode ser identificado com a estrutura
complexa canônica de R2n (lembre-se de (6.4)). A conexão adaptada ∇
de H2n+1 é simplesmente a conexão invariante à esquerda canônica, i.e., a
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conexão para a qual campos vetoriais invariantes à esquerda são paralelos.
A sub-torção τ é zero e o tensor de curvatura R de ∇ é zero.

Mostremos que H2n+1 munido da conexão adaptada e da G-estrutura
característica é homogêneo, i.e., tal que difeomorfismos afins que preser-
vam a G-estrutura agem transitivamente em referenciais que pertencem a
G-estrutura. Note que uma vez que translações à esquerda de H2n+1 são
difeomorfismos afins que preservam G-estrutura, temos que mostrar apenas
que difeomorfismos afins que preservam G-estrutura agem transitivamente
em G-referenciais na identidade (0, 0). No entanto é fácil ver que o próprio
grupo G (ver (6.3)) consiste de automorfismos de grupo de H2n+1. Usando
isso podemos facilmente mostrar que ele consiste de difeomorfismos afins que
preservam G-estrutura. O grupo G obviamente age transitivamente em G-
referenciais na identidade. Os tensores característicos de H2n+1 são dados
por:

Ro = 0, Io = 0,

To

(
(z, t), (z′, t′)

)
= −2〈J(z), z′〉(0, 1), z, z′ ∈ R2n, t, t′ ∈ R,

onde J é a estrutura complexa canônica de R2n e 〈·, ·〉 é o produto interno
euclideano de R2n.

6.4.2 O modelo com curvatura positiva: esfera sub-rieman-
niana

Denote por:
S2n+1 =

{
z ∈ R2n+2 : 〈z, z〉 = 1

}
a esfera unitária de R2n+2, onde 〈·, ·〉 denota o produto euclideano canônico.
Denote por J : R2n+2 → R2n+2 a estrutura complexa canônica de R2n+2

(ver (6.4)).

Consideramos a distribuição D em S2n+1 definida por:

Dz = TzS
2n+1 ∩ J(TzS

2n+1) = {z, J(z)}⊥, z ∈ S2n+1,

onde o complemento ortogonal é tomado em relação a 〈·, ·〉. A métrica sub-
riemanniana g é dada pela restrição de 〈·, ·〉 a D. A 1-forma característica θ
em S2n+1 é escolhida de modo que:

θz(v) = 〈J(z), v〉, z ∈ S2n+1, v ∈ TzS
2n+1 = z⊥,
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sua diferencial exterior é dada por:

dθz(v, w) = 2〈J(v), w〉, z ∈ S2n+1, v, w ∈ TzS
2n+1,

e o campo vetorial característico ξ é dado por:

ξ(z) = J(z), z ∈ S2n+1.

A estrutura complexa característica de S2n+1 é a restrição de−J . A extensão
riemanniana da métrica sub-riemanniana g é apenas a restrição de 〈·, ·〉.
Denotamos por ∇LC sua conexão de Levi-Civita. A conexão adaptada ∇
pode ser escrita como:

∇ = ∇LC + t

onde o tensor t é dado por:

t(X,Y ) = 〈J(X), Y 〉ξ, t(X, ξ) = t(ξ,X) = −J(X), t(ξ, ξ) = 0,

para todos X, Y em D. A sub-torção τ se anula. O tensor de curvatura R
de ∇ é dado por:

R(X,Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − 2g
(
J(X), Y

)
J(Z)

+ g
(
J(Y ), Z

)
J(X)− g

(
J(X), Z

)
J(Y ),

para todos X, Y , Z em D. Além disso:

R(ξ, ·) = 0, R(·, ·)ξ = 0.

Note que (6.12) vale para c = 2.

A esfera S2n+1 munida com a conexão adaptada e G-estrutura caracte-
rística é homogênea uma vez que o grupo U(n + 1) das isometrias lineares
de R2n+2 que comutam com a estrutura complexa canônica age em S2n+1

por difeomorfismos afins que preservam G-estrutura e age transitivamente
em referenciais que pertencem a G-estrutura. Os tensores característicos de
S2n+1 são dados por:

Ro

(
(z1, t1), (z2, t2)

)
(z3, t3) = 〈z2, z3〉(z1, 0)− 〈z1, z3〉(z2, 0)

− 2〈J(z1), z2〉
(
J(z3), 0

)
+ 〈J(z2), z3〉

(
J(z1), 0

)
− 〈J(z1), z3〉

(
J(z2), 0

)
,

Io = 0,

To

(
(z, t), (z′, t′)

)
= −2〈J(z), z′〉(0, 1),
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para todos z, z1, z2, z3, z′, z′1, z′2, z′3 ∈ R2n, t, t1, t2, t3, t′ ∈ R, onde J é a
estrutura complexa canônica de R2n e 〈·, ·〉 é o produto interno euclideano
de R2n.

6.4.3 O modelo de curvatura negativa: anti-de Sitter sub-
riemanniano

Denotaremos aqui por 〈·, ·〉 a forma bilinear simétrica em R2n+2 definida
por:

〈z, z′〉 = −z1z′1 − zn+2z
′
n+2 +

n+1∑
i=2

(ziz′i + zn+1+i z
′
n+1+i), z, z′ ∈ R2n+2.

Seja:
C2n+1 =

{
z ∈ R2n+2 : 〈z, z〉 = −1

}
.

A restrição de 〈·, ·〉 a C2n+1 é uma métrica lorentziana e essa variedade
lorentziana é conhecida como o espaço-tempo anti-de Sitter . Note que C2n+1

não é simplesmente-conexo já que é difeomorfo a R2n × S1.

Denote por J : R2n+2 → R2n+2 a estrutura complexa canônica de R2n+2

definida como em (6.4). Note que J é simultaneamente anti-simétrico e orto-
gonal em relação a 〈·, ·〉. Consideramos a distribuição D em C2n+1 definida
por:

Dz = TzC
2n+1 ∩ J(TzC

2n+1) = {z, J(z)}⊥, z ∈ C2n+1,

onde o complemento ortogonal é tomado em relação a 〈·, ·〉. A métrica sub-
riemanniana g é dada pela restrição de 〈·, ·〉 a D. Note que como, para
z ∈ C2n+1, o espaço gerado por z e J(z) é negativo para 〈·, ·〉, a restrição de
〈·, ·〉 a {z, J(z)}⊥ é positiva definida.

A 1-forma característica θ em C2n+1 é escolhida de modo que:

θz(v) = 〈J(z), v〉, z ∈ C2n+1, v ∈ TzC
2n+1 = z⊥,

sua diferencial exterior é dada por:

dθz(v, w) = 2〈J(v), w〉, z ∈ C2n+1, v, w ∈ TzC
2n+1,

e o campo vetorial característico ξ é dado por:

ξ(z) = −J(z), z ∈ C2n+1.
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A estrutura complexa característica de C2n+1 é igual a restrição de −J .
A extensão lorentziana da métrica sub-riemanniana g (ver Nota 6.1.3) é
simplesmente a restrição de 〈·, ·〉. Denotamos por ∇LC a conexão de Levi-
Civita da extensão lorentziana. A conexão adaptada ∇ pode ser escrita
como:

∇ = ∇LC + t

onde o tensor t é dado por:

t(X,Y ) = 〈J(X), Y 〉ξ, t(X, ξ) = t(ξ,X) = J(X), t(ξ, ξ) = 0,

para todos X, Y em D. A sub-torção τ se anula. O tensor de curvatura R
de ∇ é dado por:

R(X,Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X + 2g
(
J(X), Y

)
J(Z)

− g
(
J(Y ), Z

)
J(X) + g

(
J(X), Z

)
J(Y ),

para todos X, Y , Z em D. Além disso:

R(ξ, ·) = 0, R(·, ·)ξ = 0.

Observe que (6.12) vale para c = −2.

O espaço C2n+1 munido da conexão adaptada e da G-estrutura caracte-
rística é homogêneo já que o grupo U(n, 1) das isometrias lineares de 〈·, ·〉
que comutam com a estrutura complexa canônica de R2n+2 age em C2n+1

por difeomorfismos afins que preservam G-estrutura e age transitivamente
em referenciais que pertencem a G-estrutura. Os tensores característicos de
C2n+1 são dados por:

Ro

(
(z1, t1), (z2, t2)

)
(z3, t3) = 〈z1, z3〉(z2, 0)− 〈z2, z3〉(z1, 0)

+ 2〈J(z1), z2〉
(
J(z3), 0

)
− 〈J(z2), z3〉

(
J(z1), 0

)
+ 〈J(z1), z3〉

(
J(z2), 0

)
,

Io = 0,

To

(
(z, t), (z′, t′)

)
= −2〈J(z), z′〉(0, 1),

para todos z, z1, z2, z3, z′, z′1, z′2, z′3 ∈ R2n, t, t1, t2, t3, t′ ∈ R, onde J é a
estrutura complexa canônica de R2n e 〈·, ·〉 é o produto interno euclideano
de R2n.
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6.5 Imersão Isométrica de Variedades de Contato
nos Modelos Curvatura Holomorfa Constante

Descreveremos nesta seção o problema de imersão isométrica de varie-
dades sub-riemannianas de contato em variedades sub-riemannianas de con-
tato com sub-torção nula e com curvatura holomorfa constante com segunda
forma fundamental, conexão normal, campo vetorial característico e estru-
tura complexa característica previamente fixados.

Usaremos a notação Q2n+1
c quando quisermos, coletivamente, nos referir

aos três modelos de variedades sub-riemannianas de contato com sub-torção
nula e curvatura holomorfa constante como apresentados na Seção 6.4. De-
finimos:

Q2n+1
0 = H2n+1, Q2n+1

1 = S2n+1, Q2n+1
−1 = C2n+1.

Denotamos por ξ o campo vetorial característico de Q2n+1
c , por ∇ a conexão

adaptada de Q2n+1
c e por J a estrutura complexa característica de Q2n+1

c .

Assuma dados os seguintes objetos:

1. uma variedade sub-riemanniana de contato (M0,D0, g0) de dimensão
(2k + 1), com campo vetorial característico ξ0, conexão adaptada ∇0

e sub-torção nula (k ≤ n);

2. um campo vetorial E →M0 sobre M0 de posto 2(n− k);

3. uma estrutura riemanniana gE em E;

4. uma conexão ∇E em E para a qual gE é paralela;

5. um tensor liso α0 tal que, para todo x ∈M0, α0
x : TxM

0×TxM
0 → Ex

é uma aplicação bilinear simétrica cujo núcleo contém ξ0(x);

6. um endomorfismo liso Ĵ do fibrado vetorial D0 ⊕E tal que, para todo
x ∈ M0, Ĵx é uma estrutura complexa em D0

x ⊕ Ex ortogonal com
respeito a g0

x ⊕ gE
x .

Uma solução para o problema de imersão isométrica sub-Riemann/sub-
Riemann em Q2n+1

c para os objetos acima é um par (f, L), onde f : M0 →
Q2n+1

c é uma imersão isométrica de variedades sub-riemannianas de con-
tato, L : E → f⊥ é uma isometria de fibrados vetoriais e onde as seguintes
condições são satisfeitas:
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• L leva ∇E em ∇⊥;

• Lx ◦ α0
x = αf

x, para todo x ∈M0;

• a restrição de dfx ⊕ Lx : TxM
0 ⊕ Ex → Tf(x)Q

2n+1
c a D0

x ⊕ Ex (cuja
imagem é automaticamente Df(x)) leva Ĵx em Jf(x).

Note que as hipóteses de que (M0,D0, g0) tem sub-torção nula, que gE é
∇E-paralela e a hipótese de que α0 é simétrica são necessárias à existência de
solução para o problema de imersão isométrica sub-Riemann/sub-Riemann
(ver parte (d) do Lema 6.2.2, Nota 6.2.3 e parte (b) do Lema 6.2.2).

Denote por θ0 a 1-forma característica de (M0,D0, g0); segue da parte (a)
do Lema 6.2.2 que se (f, L) é uma solução para o problema de imersão
isométrica sub-Riemann/sub-Riemann então f∗θ = θ0 e f∗dθ = dθ0. Como
dfx ⊕ Lx : TxM

0 ⊕ Ex → Tf(x)Q
2n+1
c leva g0

x ⊕ gE
x em gf(x) e Ĵx em Jf(x),

segue de (6.2) que:

dθ0
x|D0

x×D0
x

= −2(g0
x ⊕ gE

x )(Ĵx·, ·)|D0
x×D0

x
, (6.13)

para todo x ∈ M . Denotando por H0o endomorfismo linear anti-simétrico
de D0 definido por:

−dθ0|D0×D0 = g0(H0·, ·)

então, segue de (6.13) que Ĵ : D0 ⊕ E → D0 ⊕ E pode ser decomposto da
seguinte maneira:

Ĵ ∼=

(
1
2H

0 −J t
1

J1 J2

)
, (6.14)

onde J1 : D0 → E é um morfismo de fibrado vetorial, J t
1 : E → D0 denota sua

transposta e J2 : E → E é um morfismo anti-simétrico de fibrado vetorial.

6.5.1 Existência de Solução para o Problema de Imersão Iso-
métrica

Teorema 6.5.1. Assuma dados os objetos (1)—(6) para o problema de
imersão isométrica sub-Riemann/sub-Riemann com Ĵ decomposta como em
(6.14). Assuma que M0 é simplesmente-conexa. Então existe uma solução
f : M0 → Q2n+1

c , L : E → f⊥, para o problema de imersão isométrica
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sub-Riemann/sub-Riemann se e somente se as seguintes condições são satis-
feitas:

g0
x

(
R0

x(z1, z2)z3, z4
)

= gE
x

(
α0

x(z2, z3), α0
x(z1, z4)

)
− gE

x

(
α0

x(z1, z3), α0
x(z2, z4)

)
+ c
[
g0
x(z2, z3)g0

x(z1, z4)− g0
x(z1, z3)g0

x(z2, z4)

− 1
2 g

0
x

(
H0

x(z1), z2
)
g0
x

(
H0

x(z3), z4
)

+ 1
4 g

0
x

(
H0

x(z2), z3
)
g0
x

(
H0

x(z1), z4
)

− 1
4 g

0
x

(
H0

x(z1), z3
)
g0
x

(
H0

x(z2), z4
)]
,

(6.15)

R0
x

(
ξ0(x), z1)z2 = 0, (6.16)

(∇⊗α0)x(z1, z2, z3)− (∇⊗α0)x(z2, z1, z3)

= c
[
−g0

x

(
H0

x(z1), z2
)
J1(z3)

+ 1
2 g

0
x

(
H0

x(z2), z3
)
J1(z1)

− 1
2 g

0
x

(
H0

x(z1), z3
)
J1(z2)

]
,

(6.17)

(∇⊗α0)x

(
ξ0(x), z1, z2

)
= 0, (6.18)

gE
x

(
RE

x (z1, z2)ε, ε′
)

= g0
x

(
A0

x(z2, ε), A0
x(z1, ε′)

)
− g0

x

(
A0

x(z1, ε), A0
x(z2, ε′)

)
+ c
[
−g0

x

(
H0

x(z1), z2
)
gE
x

(
J2(ε), ε′

)
+ gE

x

(
J1(z2), ε

)
gE
x

(
J1(z1), ε′

)
− gE

x

(
J1(z1), ε

)
gE
x

(
J1(z2), ε′

)]
,

(6.19)

RE
x

(
ξ0(x), z1

)
ε = 0, (6.20)

1
2 g

0
x

(
(∇0H0)x(z1, z2), z3

)
= gE

x

(
α0

x(z1, z3), J1(z2)
)
− gE

x

(
α0

x(z1, z2), J1(z3)
)
,

(6.21)

(∇0H0)x

(
ξ0(x), z1

)
= 0, (6.22)

1
2 α

0
x

(
z1,H

0
x(z2)

)
+ (∇�J1)(z1, z2) = J2

(
α0

x(z1, z2)
)
; (6.23)

(∇�J1)
(
ξ0(x), z1

)
= 0, (6.24)

gE
x

(
(∇EJ2)(z1, ε), ε′

)
= gE

x

(
α0

x(z1, J t
1(ε)), ε

′)− gE
x

(
α0

x(z1, J t
1(ε

′)), ε
)
, (6.25)

(∇EJ2)
(
ξ0(x), ε

)
= 0, (6.26)
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para todos x ∈ M0, z1, z2, z3, z4 ∈ D0
x, ε, ε′ ∈ Ex, onde R0 denota o tensor

curvatura de ∇0, RE denota o tensor curvatura de ∇E, A0
x : TxM

0 ×Ex →
TxM

0 denota a aplicação bilinear definida por:

gE
x

(
α0

x(z1, z2), ε
)

= −g0
x

(
A0

x(z1, ε), z2
)
, z1, z2 ∈ TxM, ε ∈ Ex,

∇⊗ denota a conexão em (TM0)∗ ⊗ (TM0)∗ ⊗ E induzida por ∇0 e ∇E, e
∇� denota a conexão em (D0)∗ ⊗ E induzida por ∇0 e ∇E.

Demonstração. Esse teorema é aplicação direta do Teorema 2.8.1 (ver tam-
bém [18, Nota 7.5]). Considere o fibrado vetorial Ê = TM0 ⊕ E sobre M0

munido da conexão ∇̂ que torna g0⊕gE paralela e que tem como componen-
tes ∇0, ∇E e α0. Seja G o grupo de Lie definido em (6.3). Lembre-se de que
a variedade sub-riemanniana de contato Q2n+1

c é munida de sua G-estrutura
característica P e que a tripla (Q2n+1

c ,∇, P ) é homogênea. Munimos o fi-
brado vetorial Ê com a G-estrutura P̂ formada pelos isomorfismos lineares
p : R2n+1 → Êx, x ∈M0, tais que:

• p leva o produto interno canônico de R2n+1 em g0
x ⊕ gE

x ;

• p leva o último vetor da base canônica de R2n+1 em ξ0(x);

• a restrição de p ao espaço gerado pelos primeiros 2n vetores da base
canônica de R2n+1 leva a estrutura complexa (6.4) em Ĵx.

Agora, o Teorema 2.8.1 afirma que a existência de uma solução (f, L) para o
problema de imersão isométrica sub-Riemann/sub-Riemann é equivalente às
equações (2.15)—(2.21). Por cálculos diretos pode-se observar que a equação
(2.15) é equivalente 1 a (6.15) e (6.16), a equação (2.16) é equivalente a (6.19)
e (6.20), as equações (2.17) e (2.18) são equivalentes a (6.17) e (6.18). A
equação (2.19) é automaticamente satisfeita já que a D0-componente de Ĵ
foi escolhida de modo a ser igual a 1

2H
0 (ver (6.14)) e porque a sub-torção de

M0 se anula. A equação (2.20) é satisfeita pela simetria de α0. Finalmente,
a equação (2.21) é equivalentes às seguintes condições:

(a) g0 ⊕ gE é ∇̂-paralela;

(b) ξ0 é ∇̂-paralelo;

(c) Ĵ é ∇̂-paralelo.

A condição (a) é garantida pela construção de ∇̂. A condição (b) segue do
fato de que ξ0 é ∇0-paralela e de que ξ0 está no núcleo de α0. Finalmente,
a condição (c) é equivalente às equações (6.21)—(6.26).

1Tenha em mente que, como ξ0 é ∇0-paralelo, temos R0(·, ·)ξ0 = 0.



Capítulo 7

Família Associada a uma
Superfície Mínima

7.1 Deformações Mínimas que Preservam G-estru-
tura

O intuito desta seção reside em apresentar, para uma dada superfície
mínima imersa num espaço ambiente de inner torsion nula, uma família a 1
parâmetro de imersões mínimas no mesmo ambiente. Considere (M n̄

,∇, P )
uma variedade riemanniana infinitesimalmente homogênea com G-estrutura.

Sejam (M, g) uma superfície de Riemann (com J sendo sua estrutura
complexa paralela), e Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica Rk

(k = n̄− 2) munido de uma estrutura riemanniana gE . Considere o fibrado
vetorial Ê = TM ⊕ E munido de estrutura riemanniana ĝ cujas restrições
a TM e E são g e gE respectivamente e tal que TM e E sejam ortogo-
nais. Seja P̂ ⊂ FRo(Ê) uma G-estrutura em Ê. Seja α0 uma seção lisa de
Lins

2(TM,E) tal que
∑2

i=1 α
0(Xi, Xi) = 0, para todo x ∈M e toda base or-

tonormal (X1, X2) de TxM . Suponha que (M, g, α0, P̂ ) satisfaça as equações
de compatibilidade para o problema de imersão isométrica em (M n̄

,∇, P ),
então o Teorema 2.8.4 nos mostra a existência de uma imersão isométrica
(local) que preserva G-estrutura mínima (f, S) de M em M .

Comecemos o estudo das famílias associadas a (f, S) provando o seguinte:

Proposição 7.1.1. Suponha (M, g, α0, P̂ ) como descrita acima. Para θ ∈
S1, defina:

α0,θ
x (·, ·) = α0

x(·, e−θJ ·)

102
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P̂θ =
{
p ∈ FRo(Ê); p = (eθJ ⊕ IE) ◦ p̃, onde p̃ ∈ P̂

}
.

Então α0,θ
x é simétrico,

∑2
i=1 α

0,θ(Xi, Xi) = 0 e
(
(M, g), α0,θ, P̂θ

)
satisfaz as

equações de Gauss, Codazzi e Ricci para M .

Demonstração. Provemos inicialmente que α0,θ
x é, de fato, simétrico e que∑2

i=1 α
0,θ(Xi, Xi) = 0.

Seja (v, Jv) uma base para TxM . Para provarmos a simetria de α0,θ
x é

suficiente mostrar que α0,θ
x (v, Jv) = α0,θ

x (Jv, v). Uma vez que vale a igual-
dade

∑2
i=1 α

0(Xi, Xi) = 0 para todo x ∈M e (X1, X2) uma base ortonormal
para TxM , temos que α0(v, v) = −α0(Jv, Jv). Então:

α0,θ
x (v, Jv) = (cos θ)α0(v, Jv)− (sin θ)α0(v,−v) =

= (cos θ)α0(Jv, v)− (sin θ)α0(Jv, Jv) = α0,θ
x (Jv, v).

Para provarmos que
∑2

i=1 α
0,θ(Xi, Xi) = 0 para todo x ∈M e (X1, X2) uma

base ortonormal de TxM , observe que:

α0,θ
x (v, v) + α0,θ

x (Jv, Jv) = (cos θ)α0
x(v, v)− (sin θ)α0

x(v, Jv)+

+ (cos θ)α0
x(Jv, Jv)− (sin θ)α0

x(Jv,−v) =

= (cos θ)
(
α0

x(v, v) + α0
x(Jv, Jv)

)
= 0.

Seja (ei)n̄−n
i=1 uma base ortonormal para E. Sejam Si e Sθ

i , i = 1, . . . , n̄ −
n, os campos de operadores simétricos em TM definidos por α0

x(·, ·) =∑n̄−n
i=1 gx(Si(·), ·)ei e α0,θ

x (·, ·) =
∑n̄−n

i=1 gx(Sθ
i (·), ·)ei. É imediato ver que

Sθ
i = eθJSi.

Para provarmos que a equação de Gauss continua sendo satisfeita por
(M, g, α0,θ, P̂θ), seja u, v ∈ TM uma base ortonormal para TxM . Como
dim(M) = 2, é suficiente mostrar que a igualdade:

ḡy

[
Ry

(
σθ(u), σθ(v)

)
σθ(u), σθ(v)

]
= gx(Rx(u, v)u, v)

− gx(α0,θ
x (v, u), α0,θ

x (u, v)) + gx(α0,θ
x (u, u), α0,θ

x (v, v)) (7.1)

para toda σθ : Êx → TyM , aplicação que preserva G-estrutura que relaciona
(P̂θ)x e P y, pode ser escrita como:

K(σθ(TxM)) = K(x)−
2∑

i=1

(
gx(Si,θ(u), v)2+

gx(Si,θ(u), u) · gx(Si,θ(v), v)
)

= K(x) +
2∑

i=1

det(Si,θ)
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para toda σθ : Êx → TyM , função que preserva G-estrutura que relaciona
(P̂θ)x a P y, onde denotamos por K e K as curvaturas seccionais de M e M
respectivamente. É fácil ver que det(Si,θ) = det(Si). Observe agora que para
toda σθ : Êx → TyM , função que preserva G-estrutura que relaciona (P̂θ)x

a P y, existe uma aplicação que preserva G-estrutura σ : Êx → TyM que
relaciona P̂x a P y e tal que σθ(eθJ⊕IE) = σ. Obviamente σθ(TM) = σ(TM).
A equação de Gauss para (M, g, α0, P̂ ) é:

K(σ(TxM)) = K(x) +
2∑

i=1

det(Si),

de onde segue que (7.1) vale, i.e., (M, g, α0,θ, P̂θ) satisfaz a equação de Gauss.
De modo a provarmos a validade da equação de Codazzi para (M, g, α0,θ, P̂θ)
note que:

(∇⊗α0,θ)x(v, w, u) = ∇E
v α

0,θ(w, u)− α0,θ
x (∇vW,u)− α0,θ

x (w,∇vU)

= ∇E
v

(
(cos θ)α0

x(w, u)− (sin θ)α0
x(w, Ju)

)
− (cos θ)α0

x(∇vW,u)+

(sin θ)α0
x(∇vW,Ju)− (cos θ)α0

x(w,∇vU) + (sin θ)α0
x(w, J∇vU)

= (cos θ)
(
∇E

v α
0
x(w, u)− α0

x(∇vW,u)− α0
x(w,∇vU)

)
−

(sin θ)
(
∇E

v α
0
x(w, Ju)− α0

x(∇vW,Ju)− α0
x(w,∇vJU)

)
= (cos θ)(∇⊗α0)x(v, w, u)− (sin θ)(∇⊗α0)x(v, w, Ju) (7.2)

para todos v, w, u ∈ TxM e todo e ∈ E, onde W e U são extensões locais de
w e u respectivamente. Observe que usamos aqui ∇J = 0. A Equação (7.2)
implica que a equação de Codazzi para (M, g, α0,θ, P̂θ) pode ser escrita como
se segue:

ḡy

[
Ry

(
σθ(v), σθ(w)

)
σθ(u), σθ(e)

]
=

(cos θ)
(
gx((∇⊗α0)x(v, w, u), e)− gx((∇⊗α0)x(w, v, u), e)

)
−

(sin θ)
(
gx((∇⊗α0)x(v, w, Ju), e)− gx((∇⊗α0)x(w, v, Ju), e)

)
(7.3)

onde σθ : Êx → TyM é uma aplicação que preserva G-estrutura que relaciona
(P̂θ)x a P y.

Como acima, dada σθ : Êx → TyM , uma aplicação que preserva G-
estrutura que relaciona (P̂θ)x e P y, considere a função que preserva G-
estrutura σ : Êx → TyM que relaciona P̂x a P y e tal que σθ(eθJ ⊕ IE) = σ.
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Observe agora que, para v ∈ TxM e a, b ∈ Êx, temos:

ḡy

[
Ry

(
σ(v), σ(Jv)

)
σ(a), σ(b)

]
= ḡy

[
Ry

(
σθ(v), σθ(Jv)

)
σ(a), σ(b)

]
, (7.4)

de fato:

ḡy

[
Ry

(
σ(v), σ(Jv)

)
σ(a), σ(b)

]
= ḡy

[
Ry

(
σθ((eθJ ⊕ IE)(v)), σθ((eθJ ⊕ IE)(Jv))

)
σ(a), σ(b)

]
= ḡy

[
Ry

(
(cos θ)σθ(v)+(sin θ)σθ(Jv), (cos θ)σθ(Jv)−(sin θ)σθ(v)

)
σ(a), σ(b)

]
= ḡy

[
(cos2 θ + sin2 θ)Ry

(
σθ(v), σθ(Jv)

)
σ(a), σ(b)

]
=

= ḡy

[
Ry

(
σθ(v), σθ(Jv)

)
σ(a), σ(b)

]
.

Se u ∈ TxM e e ∈ E, usando a Equação (7.4) é simples ver que:

ḡy

[
Ry

(
σθ(v), σθ(Jv)

)
σθ(u), σθ(e)

]
=

(cos θ)ḡy

[
Ry

(
σ(v), σ(Jv)

)
σ(u), σ(e)

]
− (sin θ)ḡy

[
Ry

(
σ(v), σ(Jv)

)
σ(Ju), σ(e)

]
. (7.5)

Já que (M, g, α0, P̂ ) satisfaz a equação de Codazzi, as equações (7.3) e (7.5)
provam que (M, g, α0,θ, P̂θ) também o faz, como desejado.

Para verificarmos que (M, g, α0,θ, P̂θ) satisfaz a equação de Ricci preci-
samos apenas observar que, para v ∈ TxM e e, e′ ∈ E, temos:

ḡy

[
Ry

(
σ(v), σ(Jv)

)
σ(e), σ(e′)

]
= ḡy

[
Ry

(
σθ(v), σθ(Jv)

)
σθ(e), σθ(e′)

]
, (7.6)

e:

gE
x

(
RE

x (v, w)e, e′
)
+ gx

(
α̃0,θ

x (v, e), α̃0,θ
x (w, e′)

)
− gx

(
α̃0,θ

x (w, e), α̃0,θ
x (v, e′)

)
=

= gE
x

(
RE

x (v, w)e, e′
)

+ gx

(
eθJ α̃0

x(v, e), eθJ α̃0
x(w, e′)

)
− gx

(
eθJ α̃0

x(w, e), eθJ α̃0
x(v, e′)

)
= gE

x

(
RE

x (v, w)e, e′
)

+ gx

(
α̃0

x(v, e), α̃0
x(w, e′)

)
− gx

(
α̃0

x(w, e), α̃0
x(v, e′)

)
para todos v, w ∈ TxM e todos e, e′ ∈ E. Isso prova que a equação de Ricci
vale para (M, g, α0,θ, P̂θ), o que conclui nossa demonstração.

Nota 7.1.2. Como apresentado no Capítulo 1, Seção 1.6, Dajczer e Gro-
moll provaram em [3] a existência de uma família a 1 parâmetro de imersões
mínimas associadas a uma subvariedade real Kähler mínima de Rn. Em
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sua prova eles demonstram que uma imersão isométrica f : M2n → R2n+p

é mínima se e somente se ela é circular, i.e., se a segunda forma funda-
mental α satisfaz α(JX, Y ) = α(X, JY ) para X,Y ∈ TM . Embora tal ca-
racterização de minimalidade possa ser provada para subvariedades Kähler
de variedades Kähler arbitrárias, nosso método de deformação não produz
em geral uma família associada de imersões mínimas, já que as equações
de Gauss, Codazzi e Ricci não parecem valer para os “dados deformados”
quando a dimensão da variedade de origem é maior que 2. Note que quando
dim(M) > 2, é difícil correlacionar as curvaturas ḡ

[
R
(
σ(·), σ(·)

)
σ(·), σ(·)

]
e ḡ
[
R
(
σθ(·), σθ(·)

)
σθ(·), σθ(·)

]
como feito na prova da Proposição 7.1.1.

Lema 7.1.3. Usando a mesma notação da Proposição 7.1.1, temos:

Adσθ
◦ I

bP θ

x = Adσ ◦ I
bP
x = IP

y ◦ σ.

Demonstração. Defina φ = (eθJ ⊕ IE). A conexão ∇̂ pode ser escrita como:

∇̂XY =
(
∇XY1 + α̃0(X,Y2),∇E

XY2 + α0(X,Y1)
)

para todo X ∈ Γ(TM) e todo Y = (Y1, Y2) ∈ Γ(TM ⊕ E), onde α̃0 é a
seção de Lin(TM,E;TM) tal que gE(α0(u, v), e) = g(α̃0(u, e), v) para todos
v, w ∈ TxM e todo e ∈ E.

No que se segue denotamos por ∇̂θ a conexão em Ê relativa à quadrupla
(M, g, α0,θ, P̂θ), i.e., ∇̂θ

XY =
(
∇XY1+α̃0,θ(X,Y2),∇E

XY2+α0,θ(X,Y1)
)
, para

todo X ∈ Γ(TM) e todo Y = (Y1, Y2) ∈ Γ(Ê) (= Γ(TM ⊕ E). Para
compararmos I

bP e I
bPθ provaremos que, para p ∈ P̂ , ωx = p∗ω e ωθ = p∗θωθ

são iguais, onde pθ = φ ◦ p ∈ P̂θ. Para ε ∈ Γ(Ê) defina εθ = φ ◦ ε ∈ Γ(Ê).
Observe que ε̃ ∈ Γ(E0) definido como a representação de ε com respeito
a p se iguala a representação de εθ em relação a pθ. De fato, p−1

θ ◦ εθ =
p−1 ◦ φ−1 ◦ φ ◦ ε = ε̃. Então, para v ∈ TxM , temos que:

∇̂vε = p(x)
[
dε̃x(v) + ωx(v) · ε̃(x)

]
e:

∇̂θ
vε

θ = pθ(x)
[
dε̃x(v) + ωθ

x(v) · ε̃(x)
]

= φ(x)
(
p(x)

[
dε̃x(v) + ωθ

x(v) · ε̃(x)
])
.

Assim: (
∇̂vε− φ−1∇̂θ

vε
θ
)

= p
[
(ωx(v)− ωθ

x(v)) · ε̃(x)
]
. (7.7)
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Por outro lado, se X ∈ Γ(TM) e Y = (Y1, Y2) ∈ Ê = TM ⊕ E, temos que:

∇̂θ
Xφ(Y ) =

(
∇Xe

θJY1 + α̃θ
0(X,Y2),∇E

XY2 + αθ
0(X, e

θJY1)
)

=

=
(
eθJ∇XY1 + eθJ α̃0(X,Y2),∇E

XY2 + α0(X,Y1)
)

= φ(∇̂XY ). (7.8)

Note que, de fato, α̃0,θ
x (v, e) = eθJ α̃0

x(v, e) para todo v ∈ TxM e todo e ∈ E,
já que, para todo w ∈ TxM , temos:

gx(α̃0,θ
x (v, e), w) = gE

x (α0,θ
x (v, w), e) = gE

x (α0
x(v, e−θJw), e)

= gx(α̃0
x(v, e), e−θJw) = gx(eθJ α̃0

x(v, e), w).

Desse modo, as equações (7.7) e (7.8) provam que ωx = ωθ
x. Uma vez

que pθ = φ ◦ p e σθ = φ ◦ σ, facilmente vemos que Adpθ
= AdφAdp e

Adσθ
= AdσAdφ. A situação pode ser visualizada no seguinte diagrama

comutativo:

Êx

σθ // TyM ω̄y

//

IPy
++

gl(E0) quociente
// gl(E0)/g

Adp̄

// gl(TyM)/gy

Êx

φ
ccGGGGGGGGGG

ω̄x=(ω̄θ)x

//

σ

OO

I
bPx

++

I
bPθ
x

33

gl(E0) quociente
// gl(E0)/g

Adp

//

Adpθ ''OOOOOOOOOOOO gl(Êx)/gx

Adσ

OO

gl(Êx)/gx

Adφ

OO
Adσθ

``

o qual nos leva a:

Adσθ
◦ I

bP θ

x = Adσ ◦ I
bP
x = IP

y ◦ σ; (7.9)

o que conclui a demonstração.

Nota 7.1.4. O Lema 7.1.3 nos diz que a hipótese (a) do Teorema 2.8.4 não é
satisfeita quando o fibrado vetorial Ê é munido da G-estrutura P̂ θ, a menos
que as inner torsions I

bP θ e I
bP sejam ambas iguais a zero.

Corolário 7.1.5. Sejam (Mn, g) uma variedade semi-riemanniana orientá-
vel, com n = 2, e J uma estrutura complexa paralela em relação a conexão de
Levi-Civita ∇ de TM . Seja f uma imersão isométrica mínima de M numa
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variedade também semi-riemanniana (M, ḡ). Suponha M munida da cone-
xão de Levi-Civita ∇ e de uma G-estrutura P com IP

y = 0, para todo y ∈M ,
e tal que a tripla (M,∇, P ) seja infinitesimalmente homogênea. Então existe
uma família de imersões isométricas mínimas fθ de M na variedade M , com
θ ∈ S1.

Demonstração. Considere o fibrado normal π : f⊥ →M associado à imersão
f : M → M . Seja αf a segunda forma fundamental relativa a imersão f .
Denote por 1f⊥ a aplicação identidade de f⊥. Considere em Ê = TM ⊕ f⊥

a G-estrutura P̂ dada a partir de P pela composição de seus elementos à
esquerda com a função (df ⊕ 1f⊥)−1 : TM → Ê, i.e. tome

P̂ = {p̂ ∈ FRo(Ê); p = [(df ⊕ 1f⊥)−1 ◦ p], p ∈ P}.

Temos, então, que (f, 1f⊥) é uma solução do problema de imersão isométrica
(semi-riemanniano) de (M,∇, P̂ ) em (M,∇, P ) dados ∇⊥, α⊥, g⊥.

Defina (M, g, αf,θ, P̂θ), a partir de (M, g, αf , P̂ ), da maneira explicitada
na Proposição 7.1.1. Do Lema anterior segue que I

bP θ

x = I
bP
x = 0. Assim, a

primeira hipótese do Teorema 2.8.4 é satisfeita. Desse modo, a tese segue
imediatamente da Proposição 7.1.1 e do Teorema 2.8.4.

7.2 Imersão Isométrica no Produto de Formas Es-
paciais

Tendo em vista aplicações ao nosso teorema, nessa seção consideraremos
o caso especial de imersões isométricas numa variedade M dada pelo pro-
duto de duas formas espaciais de dimensões n1 e n2. Mostraremos que a
natural O(Rn1) × O(Rn2)-estrutura é infinitesimalmente homogênea e tem
inner torsion nula.

7.2.1 Inner Torsion

Sejam π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica Rn̄ e F um
subfibrado n-dimensional de E. Defina g como a estrutura riemanniana em
E e ∇ uma conexão em E. Faça:

P = FRo(E;Rn1 ⊕ {0}n2 , F )

i.e., P é o conjunto de Rn̄-referenciais ortonormais em E que levam Rn1 ⊕
{0}n2 em F . Então, P é uma G-estrutura emM com G o grupo de aplicações
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ortogonais de Rn̄ que fixam Rn1 ⊕ {0}n2 , i.e.:

G = O(Rn̄;Rn1 ⊕ {0}n2) ∼= O(Rn1)×O(Rn2).

Para calcularmos IP
x observe que nós temos Gx = O(Ex;Fx). A álgebra de

Lie de Gx, denotada por gx, consiste dos endomorfismos lineares T : Ex →
Ex anti-simétricos (com respeito a gx) e que satisfazem T (Fx) ⊂ Fx. Temos
o seguinte isomorfismo:

gl(Ex)/gx −→ sym(Ex)⊕ Lin(Fx, F
⊥
x )

T + gx 7−→
(

1
2(T + T ∗), 1

2qx ◦ (T − T ∗)|Fx

)
onde q : E → F⊥ é a projeção ortogonal, e T ∗ : Ex → Ex denota o transposto
de T com respeito a gx. Assim, podemos identificar IP

x com uma aplicação
linear de TxM no espaço sym(Ex)⊕ Lin(Fx, F

⊥
x ).

Seja s : U → P uma seção local lisa com x ∈ U . Como na Seção 3.1.1,
temos aqui:

1
2
(Γx(v) + Γx(v)∗) = −1

2
∇vg,

para todo v ∈ TxM .

Considere a componente αF ∈ Γ(Lin(E;F ;F⊥)) de ∇ em relação a de-
composição E = F ⊕F⊥. Esta é a segunda forma fundamental com respeito
a decomposição E = F ⊕ F⊥. Dado e ∈ Fx, defina ε : U → E como em
(3.2). A representação de ε com respeito a s é constante e vale (3.3), para
todo v ∈ TxM . Além disso, como s toma valores em FRo(E;Rn1⊕{0}n2 , F ),
temos que ε(U) ⊂ F . Assim:

∇vε+ Fx = αF
x (v, e) ∈ Ex/Fx.

Donde segue que:
q(Γx(v) · e) = αx(v, e),

para todos v ∈ TxM , e ∈ Ex. E, então:

1
2

(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
= Γx(v)− 1

2∇vg,

para todo v ∈ TxM .

E, se olharmos para ∇vg : Ex × Ex → R como um endomorfismo linear
de Ex, teremos:

IP
x (v) =

(
−1

2∇vg, α
F (v, ·) + 1

2q ◦ ∇vg|Fx

)
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para todos x ∈M , v ∈ TxM . Onde observamos que, IP = 0 se e somente se
∇g = 0 e αF = 0, i.e., se e somente se ∇ é compatível com g e a derivada
covariante de qualquer seção lisa de F é uma seção lisa de F .

7.2.2 Homogeneidade

Sejam (M1,∇1) e (M2,∇2) variedades afins com dim(Mi) = ni (i ∈
{1, 2}). Seja Pi uma Gi-estrutura em Mi, onde Gi é um subgrupo de Lie
de GL(Rni). Denote por ∇ a conexão em M1 ×M2 naturalmente induzida
por ∇1 e ∇2. G

.= G1 × G2 pode ser (diagonalmente) identificado com
um subgrupo de Lie de GL(Rn1+n2) e P .= P1 × P2 torna-se, assim, uma
G-estrutura em M . Se (M1,∇1, P1) e (M2,∇2, P2) são homogêneas então
(M,∇, P ) também o é.

Assim, se, para i = 1, 2, (Mi,gi) é uma variedade riemanniana com cur-
vatura seccional constante ci ∈ R, ∇i é a conexão de Levi-Civita associada
a gi e Pi = FRo(TMi) é uma O(ni)-estrutura em Mi, então, se definimos
P e ∇ como acima, (M,∇, P ) é homogênea (e, portanto, infinitesimalmente
homogênea).

7.2.3 Teorema de Imersão em Produtos de Formas Espaciais

Seja (M ,g) uma variedade riemanniana com dim(M) = n < n̄ e conexão
de Levi-Civita ∇. Considere o fibrado vetorial Ê = TM ⊕ Rn̄−n em M
munido da estrutura riemanniana ĝ dada pela soma ortonormal de g e gRn̄−n .
Suponha dada uma seção lisa α0 de Lin(TM,TM ;Rn̄−n). Denotaremos por
∇̂ a conexão em Ê que é compatível com ĝ e cujas componentes são ∇,
∇Rn̄−n e α0. Seja F um subfibrado vetorial de Ê.

Definição 7.2.1. Dizemos que a quadrupla (M, g, α0, F ) satisfaz as equa-
ções de compatibilidade para M = M1 ×M2 se as seguintes condições são
obedecidas:

(a) A derivada covariante ∇̂ de seções de F são, também, seções de F ,
i.e., a segunda forma fundamental do subfibrado F é nula;

(b) vale a equação de Gauss;

(c) vale a equação de Codazzi;

(d) vale a equação de Ricci.
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Teorema 7.2.2. Assuma dada (M, g, α0, F ) satisfazendo as equações de
compatibilidade para M = M1×M2. Então, para todo x0 ∈M , existe (f, S)
uma solução local do problema de imersão isométrica semi-riemanniano defi-
nido numa vizinhança aberta de x0. Além do mais, se M é completa, conexa
e simplesmente-conexa, então existe uma única imersão isométrica global
(f, S) de M em M .

Demonstração. Defina P̂ = FRo(Ê;Rn1 ⊕ {0}n2 , F ). Então P̂ é uma G-
estrutura em Ê, onde G é como definida na Subseção 7.2.1, i.e.:

G = O(Rn̄;Rn1 ⊕ {0}n2) ∼= O(Rn1)×O(Rn2).

Como IP = 0, a hipótese (a) do Teorema 2.8.4 significa que I
bP = 0. Observe,

agora, que os cálculos feitos na Subseção 7.2.1 continuam válidos para P̂ .
Desse modo, I

bP = 0 se e somente se a distribuição F é ∇̂-paralela, i.e.,
se a derivada covariante de seções de F são ainda seções de F , já que ∇̂ é
compatível com ĝ.

7.3 Gráficos Mínimos

Definição 7.3.1. Uma função f : (M, g) → (N,h) é dita (fracamente)
conforme se existe uma função lisa não-negativa µ em M tal que f∗h = µg.

Definição 7.3.2. Uma aplicação f : (M,JM ) → (N, JN ) entre variedade
quase complexas é holomorfa (+holomorfa) se

df ◦ JM = JN ◦ df

e é anti-holomorfa (−holomorfa) se

df ◦ JM = −JN ◦ df.

Proposição 7.3.3. Se f : M → N é uma função ±holomorfa entre varie-
dades Kähler, então f é harmônica.

Demonstração. Ver [8, p. 38].

Proposição 7.3.4. Seja f : M → M ′ um mergulho holomorfo de uma
variedade complexa M numa variedade Kähler (M ′, ω). Então f é uma
imersão mínima.

Demonstração. Como M é uma subvariedade complexa de M ′, (M,f∗ω) é
uma variedade Kähler (ver [22], p. 94). Pela Proposição 7.3.3 obtemos que
f é harmônica e, assim, a Proposição 1.5.3 implica na tese.



CAPÍTULO 7. FAMÍLIAS ASSOCIADAS 112

Proposição 7.3.5. Seja f : M → N uma função holomorfa entre duas
variedades kählerianas. Então o gráfico da função f é mínimo em M ×N ,
i.e., se definimos F : M →M ×N por F (x) = (x, f(x)) e munimos M com
a métrica induzida de M ×N , então F é uma imersão mínima.

Demonstração. Uma vez que f é C∞, F é um mergulho liso de M numa
subvariedade fechada de M × N . Como M é uma variedade complexa e
M ×N é Kähler, a Proposição 7.3.4 implica que gr(f) é mínimo (i.e., gr(f)
tem curvatura média nula) se e somente se F : M →M ×N é holomorfa.

Por outro lado, F é holomorfa se e somente se πM (F ) : M → M e
πN (F ) : M → N são funções holomorfas, onde πM e πN são as projeções
canônicas de M × N em M e N respectivamente. Como πM (F ) = IdM (a
função identidade de M) e πN (F ) = f , a tese segue imediatamente.

Agora, desejamos provar que, se f : M → N é uma aplicação holomorfa
entre duas superfícies orientáveis, então a métrica induzida em M a partir de
M ×N por F : M 3 x 7→ (x, f(x)) ∈ M ×N é conforme a métrica original
de M .

Lembremos o seguinte:

Proposição 7.3.6. Seja f : (M,JM ) → (N, JN ) uma função entre duas
superfícies de Riemann M e N munidas com métricas hermitianas g e h
respectivamente. Então, f é +holomorfa se e somente se f é uma aplicação
conforme que preserva orientação.

Corolário 7.3.7. Se f : M → N é uma função holomorfa entre duas su-
perfícies Kähler, então a métrica induzida em M a partir de M × N por
F : M 3 x 7→ (x, f(x)) ∈M ×N é conforme a métrica original de M .

Demonstração. Denotemos por gM×N a métrica produto em M ×N , e por
gM e gN as métricas riemannianas de M e N respectivamente. A métrica g̃M

induzida em M por F é g̃M = F ∗gM×N = gM + f∗gN . Já que f : M → N
é uma aplicação holomorfa entre duas superfícies Kähler, a Proposição 7.3.6
nos diz que (f∗gN )x = µ(x)(gM )x, para x ∈ M e µ uma função real em M .
Então, temos que (g̃M )x = (1 + µ(x))(gM )x.

7.3.1 A Segunda Forma Fundamental de um Gráfico

Sejam M e N variedades riemannianas e f : M → N uma função dife-
renciável. Defina F : M → M × N fazendo F (x) =

(
x, f(x)

)
, para todo
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x ∈M . Observemos, agora, sua segunda forma fundamental:

αF
x : TxM × TxM −→ gr(dfx)⊥ ⊂ TxM ⊕ Tf(x)N.

Note que se V , W são espaços vetoriais com produto interno e L : V → W
é uma aplicação linear, então:

gr(L)⊥ =
{
(−L∗w,w) : w ∈W

}
.

Identificando gr(L)⊥ com W via o isomorfismo (−L∗w,w) 7→ w, temos que
a projeção ortogonal de V ⊕W em gr(L)⊥ é dada por:

V ⊕W 3 (v, w) 7−→ (IdW + L ◦ L∗)−1
(
w − L(v)

)
∈W.

De agora em diante, identificaremos gr(dfx)⊥ com Tf(x)N do modo acima
descrito e denotaremos por:

π : TxM⊕Tf(x)N 3 (v, w) 7−→ (IdTf(x)N +dfx◦df∗x)−1
(
w−dfx(v)

)
∈ Tf(x)N

a projeção ortogonal em gr(dfx)⊥.

Dados campos vetoriais X, Y em M , temos:

αF
x

(
X(x), Y (x)

)
= π

(
∇M×N

X(x) (dF ◦ Y )
)
.

Por outro lado, dF ◦ Y pode ser identificado com a seção lisa (Y,df ◦ Y ) do
seguinte fibrado vetorial:

F ∗T (M ×N) ∼= F ∗(pr∗1TM ⊕ pr∗2TN) ∼= [(pr1 ◦ F )∗TM ]⊕ [(pr2 ◦ F )∗TN ]
∼= TM ⊕ f∗TN,

onde pr1 : M ×N →M , pr2 : M ×N → N denotam as projeções canônicas.
Então:

∇M×N
X (dF ◦ Y ) =

(
∇M

X Y,∇N
X(df ◦ Y )

)
,

onde∇M é a conexão de Levi-Civita de g e∇N é a única conexão em f∗(TN)
tal que ∇N

X(s ◦ f) = ∇̃df(X)s, para todo s ∈ Γ(TN) e X ∈ Γ(TM) (onde ∇̃
denota a conexão de Levi-Civita de N). Então, temos que:

αF
x

(
X(x), Y (x)

)
= (IdTf(x)N +dfx ◦df∗x)−1

(
∇N

X(x)(df ◦Y )−dfx(∇M
X(x)Y )

)
.

Como ∇N
X(df ◦ Y ) − df(∇M

X Y ) =
(
∇X(df)

)
(Y ) =

(
∇(df)

)
(X,Y ), temos,

então, que:

αF
x (v, w) = (IdTf(x)N + dfx ◦ df∗x)−1

[(
∇(df)

)
x
(v, w)

]
(7.10)

para todos x ∈ M , v, w ∈ TxM . Observamos que na expressão acima df é
entendida como seção do fibrado vetorial Lin(TM, f∗TN).
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7.4 Imersões Mínimas de S2 em S2 × S2

Usando o seguinte resultado devido a Smith ([23]), definiremos uma famí-
lia de superfícies mínimas em S2× S2 a partir dos gráficos de representantes
harmônicos de elementos do segundo grupo de homotopia π2(S2) ∼= Z da
esfera S2.

Teorema 7.4.1 (Smith). Todo elemento de πn(Sn) = Z é representado por
funções harmônicas para 1 ≤ n ≤ 7.

Como provado em [23, Exemplo 8.1], os representantes harmônicos de
π2(S2) ∼= Z são dados pelas funções holomorfas fn : S2 3 z 7→ zn ∈ S2.
Denote por gR a métrica redonda de S2. Provemos o seguinte:

Proposição 7.4.2. As imersões Fn : S2 → S2 × S2 dadas por

Fn(z) = (z, zn) (7.11)

são mínimas quando S2 é munido da métrica pull-back gn = F ∗n(gR × gR).
Para todo n, gn é conforme a métrica redonda gR; o fator conforme Φn

converge uniformemente para 1 quando n → ∞ em pontos fora do equador,
e diverge para +∞ uniformemente no equador.

Demonstração. A Proposição 7.3.5 nos diz que Fn : S2 3 x 7→ (x, fn(x)) ∈
S2 × S2 é uma imersão mínima se munirmos S2 com a métrica induzida a
partir de S2 × S2 por Fn. Pelo Corolário 7.3.7, gn é conforme a métrica
redonda gR de S2. O fator conforme Φn pode ser calculado explicitamente
da mareira seguinte. Considere a projeção estereográfica φ : C→ S2 \ {N},
onde C é o plano que corta a esfera no seu equador. A expressão explícita
para φ é:

φ(x, y) = (0, 0, 1) +
2(x, y,−1)
1 + x2 + x2

.

As derivadas parciais de φ são, então:

∂φ

∂x
=

(1− x2 − y2,−2xy, 2x)
(1 + x2 + y2)2

,
∂φ

∂y
=

(−2xy, 1− x2 − y2, 2y)
(1 + x2 + y2)2

,

e suas normas
∥∥∥∥∂φ∂x

∥∥∥∥ e
∥∥∥∥∂φ∂y

∥∥∥∥ dadas por:

∥∥∥∥∂φ∂x
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∂φ∂y
∥∥∥∥ =

2
1 + x2 + y2

.
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Então, o pull-back φ∗gR de gR é dado pela métrica conforme:

φ∗gR =
4

(1 + |z|2)2
(dx2 + dy2).

Seja ψn : C→ C2 a função:

ψn(z) = (z, zn),

cuja diferencial é:

dψn(z)w = (w, nzn−1w) ∈ T(z,zn)C
2.

Aqui, consideramos C2 munido da métrica produto h = φ∗gR×φ∗gR. Como
sabemos que o pull-back de gR por ψ é conforme a métrica redonda, para
calcularmos o fator conforme precisamos apenas considerar a h-norma do
vetor dψ(z)1:

h(z,zn)

(
dψ(z)1,dψ(z)1

)
= h(z,zn)

(
(1, nzn−1), (1, nzn−1)

)
= (φ∗g)z(1, 1) + n2(φ∗g)zn(zn−1, zn−1) =

4
(1 + |z|2)2

+
4n2|z|2n−2

(1 + |z|2n)2
.

Tal fator é relativo a métrica plana de C; para termos o fator conforme em

relação a gR precisamos dividir por
4

(1 + |z|2)2
, o que nos leva a:

Φn(z) =
4

(1 + |z|2)2
+

4n2|z|2n−2

(1 + |z|2n)2
· (1 + |z|2)2

4
= 1+n2|z|2n−2

(
1 + |z|2

1 + |z|2n

)2

.

(7.12)
Observe agora que lim

n→∞
Φn(z) = 1 se |z| 6= 1, e lim

n→∞
Φn(z) = lim

n→∞
(1+n2) =

+∞ se |z| = 1.

Obtemos, então, de maneira imediata o seguinte:

Teorema 7.4.3. Para todo n ∈ Z, existe uma família Fn,θ : S2 → S2 × S2,
θ ∈ [0, 2π[, de imersões mínimas (não totalmente geodésicas) de (S2, gn) em
(S2 × S2, gR × gR), onde gR é a métrica redonda e gn = Φn · gR, e é Φn o
fator conforme dado por (7.12).

Demonstração. Esse resultado é uma simples aplicação do Corolário 7.1.5
ao caso da imersão mínima Fn : S2 → S2 × S2 descrita em (7.11), obser-
vando o cálculo da segunda forma fundamental de gráficos apresentado na
Subseção 7.3.1.
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Defina, para x ∈ S2, Ex = (dFn)⊥x . Considere em S2 o fibrado vetorial
Ê = TS2 ⊕ E. Seja A : Ê 3 (v, w) 7→ (dFn(v), w) ∈ TS2 × TS2 e defina
F = A−1(TS2×{0}). Se α é a segunda forma fundamental relativa à imersão
Fn, defina α0 = A−1 ◦α. Então (Fn, IdE) é uma solução global do problema
de imersão isométrica riemanniano que imerge ((S2, gn), α0, F ) em S2 × S2

(Teorema 7.2.2).

Como provado na Seção 7.2, para uma variedade de chegada como S2×S2

munida da O(2)×O(2)-estrutura temos homogeneidade infinitesimal e uma
inner torsion que se anula. Assim, definindo P̂ = FRo(Ê;Rn1 ⊕ {0}n2 , F ),
o Corolário 7.1.5 nos dá uma família a 1 parâmetro Fn,θ : S2 → S2 × S2,
θ ∈ [0, 2π[ de imersões mínimas relativas a imersão de ((S2, gn), α0, P̂ ) em
S2 × S2.

Nota 7.4.4. Observe que, como provado na Subseção 7.3.1, temos que:

αFn
x (v, w) = (IdTfn(x)S

2 + (dfn)x ◦ (dfn)∗x)−1
[(
∇(dfn)

)
x
(v, w)

]
,

para todos x ∈ S2 e v, w ∈ TxS
2. Como dfn 6= 0, temos que a família

Fn,θ não é trivial no sentido de que, para θ 6= 0, temos α0,θ 6= α0 e, assim,
(M, g, α0,θ, P̂θ) 6= (M, g, α0, P̂ ).



Apêndice A

Conexões

De modo a relacionarmos conexões principais e conexões lineares intro-
duzimos, inicialmente, os conceitos de produto de fibras e de fibrados asso-
ciados.

A.1 Produto de Fibras

Seja X um conjunto munido de uma G-estrutura P , i.e., seja X0 um
conjunto a que chamamos de espaço modelo, G um subgrupo de Bij(X0) e
P um subconjunto de Bij(X0, X) que é uma G-órbita de algum elemento
de Bij(X0, X). Temos, então, que o conjunto de todas as aplicações que
preservam G-estrutura do espaço modelo X0 em X é um espaço principal
com grupo estrutural G. Desse modo, para cada conjunto X munido de
G-estrutura existe um correspondente espaço principal com grupo estrutural
G. O produto de fibras, a que dedicamos esta seção, mostra uma construção
que caminha no sentido recíproco ao acima exposto.

Antes de definirmos produto de fibras, no entanto, precisamos da seguinte
definição:

Definição A.1.1. Seja G um grupo. Por G-espaço entendemos um con-
junto N munido de uma ação à esquerda de G. O subgrupo Gef de Bij(N)
(conjunto das bijeções de N) dado pela imagem do homomorfismo G 3 g 7→
γg ∈ Bij(N) correspondente à ação de G em N é chamado de grupo efetivo
do G-espaço N .

Sejam G um grupo, P um espaço principal com grupo estrutural G e
N um G-espaço. Temos uma ação à esquerda de G no produto cartesiano

117



APÊNDICE A. CONEXÕES 118

P ×N definida por:
g · (p, n) = (p · g−1, g · n), (A.1)

para todo g ∈ G, p ∈ P e todo n ∈ N . Denote por [p, n] a G-órbita de um
elemento (p, n) de P ×N e por P ×G N o conjunto formado por todas essas
G-órbitas. Chamamos P ×G N de produto de fibras do espaço principal P
com o G-espaço N . Note que para todos p ∈ P , g ∈ G, n ∈ N temos a
seguinte igualdade:

[p · g, n] = [p, g · n]. (A.2)

Usaremos também, no que se segue, a seguinte notação alternativa de pro-
duto de fibras P ×G N :

P ×∼ N
def= P ×G N,

quando não houver interesse em se enfatizar o grupo G. Observe que a
notação abraviada P ×∼ N não causa confusão, já que o grupo estrutural G
está ligado ao espaço principal P .

Mostremos agora que o produto de fibras P×GN é naturalmente munido
de uma Gef -estrutura modelada sobre N . Precisamos do seguinte:

Lema A.1.2. Se P é um espaço principal com grupo estrutural G e N é um
G-espaço, então, para cada p ∈ P a função:

p̂ : N 3 n 7−→ [p, n] ∈ P ×G N (A.3)

é bijetora.

Demonstração. Dados n, n′ ∈ N com [p, n] = [p, n′] existe, então, g ∈ G com
g·(p, n) = (p, n′). Isso significa que p = p·g−1 e n′ = g·n. Uma vez que a ação
de G em P é livre, a igualdade p = p · g−1 implica g = 1 e, portanto, n = n′.
Provemos agora a sobrejetividade de p̂. Um elemento arbitrário de P ×G N
é da forma [q, n], com q ∈ P , n ∈ N . Como a ação de G em P é transitiva,
existe g ∈ G com q = p ·g. E, assim, p̂(g ·n) = [p, g ·n] = [p ·g, n] = [q, n].

Dados p ∈ P , g ∈ G e fazendo q = p · g a igualdade (A.2) nos diz que o
seguinte diagrama comuta:

N
p̂

$$HHH
HHH

P ×G N

N
q̂

::vvvvvv

γg

OO

(A.4)
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Segue, assim, que a função:

H : P 3 p 7−→ p̂ ∈ Bij(N,P ×G N) (A.5)

é um morfismo de espaços principais cujo grupo subjacente é G 3 g 7→ γg ∈
Bij(N). A imagem de (A.5) é o conjunto:

P̂ =
{
p̂ : p ∈ P

}
⊂ Bij(N,P ×G N). (A.6)

Não é difícil ver que P̂ é um subespaço principal de Bij(N,P ×G N) com
grupo estrutural Gef . Assim, P̂ é uma Gef -estrutura no produto de fibras
P ×G N modelado sobre N . De agora em diante, consideraremos sempre o
produto de fibras P ×G N munido da Gef -estrutura P̂ .

Observe que a função (A.5) é injetora se e somente se a ação de G em
N é efetiva; nesse caso, a aplicação P 3 p 7→ p̂ ∈ P̂ é um isomorfismo de
espaços principais. Notamos que, em geral, P̂ é isomorfo a um quociente do
espaço principal P .

A.2 Fibrados Associados

Fibrados associdados são construídos a partir de fibrados principais por
uma aplicação fibra à fibra do conceito de produto de fibras discutido na
Subseção A.1. Começamos definindo uma versão diferenciável da Defini-
ção A.1.1.

Definição A.2.1. Por G-espaço diferenciável entendemos uma variedade
diferenciável N munida de uma ação lisa à esquerda G × N → N de um
grupo de Lie G.

Observe que o grupo efetivo Gef de um G-espaço diferenciável é um sub-
grupo do grupo Diff(N) de todos os difeomorfismos de N . O núcleo do
homomorfismo G 3 g 7→ γg ∈ Diff(N), que corresponde à ação à esquerda
de G em N , é um subgrupo normal fechado de G e Gef é, assim, isomorfo
ao quociente de G por tal núcleo; podemos, portanto, munir Gef de uma
estrutura de grupo de Lie.

Sejam Π : P →M um fibradoG-principal eN umG-espaço diferenciável.
Para cada x ∈ M consideramos o produto de fibras Px ×G N do espaço
principal Px com o G-espaço N e definimos:

P ×G N =
⋃

x∈M

(Px ×G N);
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assim, temos uma aplicação de projeção

Π : P ×G N −→M

que leva Px×GN no ponto x ∈M e uma aplicação quociente q definida por:

q : P ×N 3 (p, n) 7−→ [p, n] ∈ P ×G N.

O seguinte diagrama coutativo ilustra a relação entre as funções Π, Π e q:

P ×N
first projection

��

q

##GGGGGGGG

P

Π
��

P ×G N

Π{{wwwwwwww

M

(A.7)

Chamamos Π : P ×G N → M (ou apenas P ×G N) de fibrado associado ao
fibrado G-principal P e ao G-espaço diferenciável N . O conjunto P ×G N
é também chamado espaço total do fibrado associado. Para cada x ∈ M , o
conjunto

Px ×G N = Π−1(x)

é chamado de fibra de P ×G N sobre x.

Note que cada fibra Px ×G N é naturalmente munida da Gef -estrutura
P̂x =

{
p̂ : p ∈ Px

}
. Como Gef é um subgrupo de Diff(N), tal Gef -estrutura

pode ser enfraquecida à uma Diff(N)-estrutura que corresponde a estrutura
de uma variedade diferenciável difeomorfa C∞ a N na fibra Px ×G N .

Nota A.2.2. Se P é uma G-estrutura num conjunto X e H é um sub-
grupo de G, então uma H-estrutura Q em X contida em P é dita ser um
fortalecimento da G-estrutura P . Por outro lado, dizemos que P é um en-
fraquecimento da H-estrutura Q.

Nosso objetivo, agora, é munir todo o espaço total P ×G N com a estru-
tura de uma variedade diferenciável. Dada uma seção local lisa s : U → P
de P temos, então, uma bijeção associada:

ŝ : U ×N 3 (x, n) 7−→ [s(x), n] = ŝ(x)(n) ∈ Π−1(U) ⊂ P ×G N, (A.8)

a que chamamos de trivialização local do fibrado associado P ×G N corres-
pondente a seção local lisa s. Se s1 : U1 → P , s2 : U2 → P são seções locais
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lisas de P e se g : U1 ∩ U2 → G denota a aplicação de transição de s1 para
s2 então a aplicação de transição ŝ−1

1 ◦ ŝ2 de ŝ1 para ŝ2 é dada por:

ŝ−1
1 ◦ ŝ2 : (U1 ∩ U2)×N 3 (x, n) 7−→

(
x, g(x) · n

)
∈ (U1 ∩ U2)×N

e, portanto, é um difeomorfismo C∞ entre conjuntos abertos. Segue de modo
simples que existe uma única estrutura diferenciável no conjunto P ×G N
tal que para toda seção local lisa s : U → P de P o conjunto Π−1(U) é
aberto em P ×G N e a trivialização local ŝ é um difeomorfismo liso. Aqui,
sempre consideraremos o espaço total P ×GN de um fibrado associado como
munido de tal estrutura diferenciável. O fato das topologias de M e N serem
Hausdorff e satisfazerem ao segundo axioma da enumerabilidade implica que
a topologia de P ×G N é também Hausdorff e satisfaz ao segundo axioma
da enumerabilidade, de modo que P ×G N é uma variedade diferenciável.
Pode-se facilmente checar os seguintes fatos:

• a projeção Π : P ×G N →M é uma submersão lisa;

• a aplicação quociente q : P ×N → P ×G N é uma submersão lisa;

• para todo x ∈M a fibra Px ×G N é uma subvariedade de P ×G N ;

• para todo x ∈ M e todo p ∈ Px, se a fibra Px ×G N é munida da
estrutura diferenciável induzida de P ×G N como uma subvariedade
então a função p̂ : N → Px ×G N é um difeomorfismo C∞.

O último dos itens acima listados implica que a estrutura diferenciável de
Px ×G N obtida pelo enfraquecimento da Gef -estrutura P̂x coincide com a
estrutura diferenciável que Px ×G N herda de P ×G N .

A.2.1 Seções locais de um fibrado associado

Sejam Π : P →M um fibrado G-principal, N um G-espaço diferenciável.
Considere o fibrado associado Π : P ×G N → M e a função quociente q :
P ×N → P ×G N .

Definição A.2.3. Por seção local do fibrado associado P ×GN entendemos
uma aplicação ε : U → P ×G N definida num subconjunto aberto U de M
tal que Π ◦ ε = IdU , i.e., tal que ε(x) ∈ Px ×G N , para todo x ∈ U .

Se ε : U → P ×GN é uma seção local P ×GN e se s : U → P é uma seção
local lisa de P então existe uma única função ε̃ : U → N tal que ε = q◦(s, ε̃),
i.e., tal que:

ε(x) = [s(x), ε̃(x)], (A.9)
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para todo x ∈ U ; de fato, ε̃ é apenas a segunda coordenada da função ŝ−1 ◦ε.
Chamamos ε̃ de representação de ε em relação a s. Obviamente ε é C∞ se e
somente se ε̃ é lisa.

A.2.2 A diferencial da aplicação quociente

Sejam Π : P →M um fibrado G-principal, N um G-espaço diferenciável.
Considere o fibrado associado Π : P ×G N → M e a aplicação quociente q :
P×N → P×GN . Para todo x ∈M , a função q leva Px×N na fibra Px×GN
sobre x e, portanto, para todo p ∈ Px e todo n ∈ N , a diferencial dq(p, n)
leva T(p,n)(Px×N) = Verp(P )⊕TnN no espaço vertical Ver[p,n](P×GN). No
que se segue calculamos a restrição da diferencial dq(p, n) a Verp(P )⊕TnN .
Nessa direção, identificamos Verp(P ) com a álgebra de Lie g via o isomorfismo
canônico

dβp(1) : g −→ Verp(P ) (A.10)

onde, para p ∈ Px, βp é o difeomorfismo C∞ de G em Px tal que βp(g) = p·g;
e identificamos Ver[p,n](P ×G N) com TnN via o isomorfismo

dp̂(n) : TnN −→ Ver[p,n](P ×G N), (A.11)

onde, se p ∈ Px, p̂ é o difeomorfismo C∞ de N na fibra Px ×G N tal que
p̂(n) = [p, n]. Para todoX ∈ g, denotamos porXN o campo vetorial induzido
na variedade diferenciável N , i.e, a função definida por:

XN (n) = dβn(1) ·X ∈ TnN,

para todo n ∈ N , onde βn : G→ N é a aplicação dada pela ação do elemento
n; e por XP o campo vetorial induzido na variedade diferenciável P .

Lema A.2.4. Sejam Π : P → M um fibrado G-principal, N um G-espaço
diferenciável e considere o fibrado associado Π : P ×GN →M e a aplicação
quociente q : P×N → P×GN . Dados p ∈ P , n ∈ N então a seta pontilhada
no diagrama comutativo:

Verp(P )⊕ TnN
dq(p,n) // Ver(p,n)(P ×G N)

g⊕ TnN

dβp(1)⊕Id ∼=

OO

// TnN

dp̂(n)∼=

OO

e dada por:
g⊕ TnN 3 (X,u) 7−→ u+XN (n) ∈ TnN.
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Demonstração. Defina x = Π(p). A função q(p, ·) : N → Px ×G N é a
mesma que p̂ e, portanto, a seta pontilhada no diagrama leva (0, u) em u,
para todo u ∈ TnN . Para concluirmos a demonstração, mostraremos que a
referida seta leva (X, 0) em XN (n), para todo X ∈ g; isso segue do seguinte
diagrama comutativo:

Px
q(·,n) // Px ×G N

G

βp

OO

βn

// N

p̂

OO

por diferenciação.

A.3 Conexão generalizada em fibrados associados

Nessa seção mostramos que uma conexão no fibrado principal P induz
uma conexão generalizada em todos os fibrados associados a P . Antes disso
porém lembramos o seguinte resultado sobre fibrados vetoriais cuja demons-
tração pode ser encontrada em [19, Proposição 1.5.31].

Proposição A.3.1. Sejam E, E′ fibrados vetoriais sobre uma mesma vari-
edade diferenciável M e seja L : E → E′ um morfismo de fibrados vetoriais.
Então:

(a) se L é injetora então sua imagem L(E) é um subfibrado vetorial de E′;

(b) se L é sobrejetor então seu núcleo (kernel) Ker(L) =
⋃

x∈M Ker(Lx) é
um subfibrado vetorial de E.

Agora, estabelecendo mais precisamente o que queremos, temos:

Lema A.3.2. Sejam Π : P →M um fibrado G-principal e N um G-espaço
diferenciável. Considere o fibrado associado P×GN e denote por q : P×N →
P×GN a aplicação quociente. Dada uma conexão Hor(P ) em P então existe
uma única distribuição Hor(P ×G N) em P ×G N tal que:

Hor[p,n](P ×G N) = dq(p,n)

(
Horp(P )⊕ {0}

)
, (A.12)

para todos p ∈ P , n ∈ N . Além disso, a distribuição Hor(P ×G N) é lisa
e horizontal em relação a projeção Π : P ×G N → M , i.e., Hor(P ×G N) é
uma conexão generalizada em P ×G N .
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Demonstração. Dado g ∈ G, denote por γP
g : P → P e por γN

g : N → N os
difeomorfismos dados pela ação de g em P e em N , respectivamente. A ação
de g no produto P ×N é dado por γP

g−1 × γN
g . Temos, assim, um diagrama

comutativo:
P ×N

q

&&MMMMMM

γP
g−1×γN

g

��

P ×G N

P ×N
q

88qqqqqq

(A.13)

Dados p ∈ P , n ∈ N , então a diferencial de γP
g−1 leva Horp(P ) em Horp·g−1(P )

e, assim, a diferencial de γP
g−1×γN

g leva Horp(P )⊕{0} em Horp·g−1(P )⊕{0}.
Diferenciando o diagrama (A.13) obtemos, então:

dq(p,n)

(
Horp(P )⊕ {0}

)
= dq(p·g−1,g·n)

(
Horp·g−1(P )⊕ {0}

)
,

o que prova que Hor(P ×G N) é bem-definida pela igualdade (A.12). A
unicidade da distribuição Hor(P ×G N) satisfazendo (A.12) é óbvia. O fato
da distribuição Hor(P×GN) ser horizontal segue, com um pequeno trabalho,
da comutatividade do diagrama:

TpP ⊕ TnN

dΠp◦pr1 &&LLLLLLLLLL

dq(p,n) // T[p,n](P ×G N)

dΠ[p,n]wwppppppppppp

TxM

(A.14)

Finalmente, provemos que Hor(P×GN) é, de fato, lisa. Considere o morfismo
de fibrados vetoriais:

dq : T (P ×N) −→ q∗T (P ×G N).

Observe que temos que a restrição de dq ao subfibrado vetorial Hor(P )⊕{0}
de T (P ×N) é injetora; assim, pela Proposição A.3.1, dq

(
Hor(P ) ⊕ {0}

)
é

um subfibrado vetorial de q∗T (P ×G N). Seja f : A → P × N uma seção
local lisa da submersão q, onde A é um aberto de P ×GN . Uma vez que q◦f
é a identidade de A, facilmente identificamos T (P ×G N)|A com o pull-back
f∗q∗T (P ×G N). Então:

Hor(P ×G N) ∩ T (P ×G N)|A = f∗dq
(
Hor(P )⊕ {0}

)
e assim Hor(P ×G N) é um subfibrado de T (P ×G N).
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Definição A.3.3. A conexão generalizada Hor(P ×G N) cuja existência
é dada pelo Lema A.3.2 é chamada de conexão generalizada associada a
conexão principal Hor(P ) de P .

Mostremos como a derivada covariante de uma seção local de P ×G N
pode ser calculada usando sua representação com respeito a uma seção local
lisa de P (lembre (A.9)).

Lema A.3.4. Seja Π : P →M um fibrado G-principal com conexão Hor(P );
denote por ω sua forma de conexão. Seja N um G-espaço diferenciável e
P ×G N o correspondente fibrado associado de P munido com a conexão
generalizada associada a Hor(P ). Sejam s : U → P , ε : U → P ×G N seções
locais lisas; denote por ε̃ e ω̄ respectivamente as representações de ε e de ω
com respeito a s. Dados x ∈ U , v ∈ TxM e fazendo p = s(x), n = ε̃(x)
então a derivada covariante ∇vε é dada por (onde para X ∈ g, denotamos
por XN o campo vetorial induzido na variedade N):

∇vε = dp̂n

[
dε̃x(v) +

(
ω̄x(v)

)N (n)
]
∈ Ver[p,n](P ×G N).

Demonstração. Como ε = q ◦ (s, ε̃), temos que:

dεx(v) = dq(p,n)

(
dsx(v),dε̃x(v)

)
;

escrevendo dsx(v) = ζhor + ζver com ζhor ∈ Horp(P ) e ζver ∈ Verp(P ) então:

dεx(v) = dq(p,n)(ζhor, 0) + dq(p,n)

(
ζver,dε̃x(v)

)
, (A.15)

e dq(p,n)(ζhor, 0) ∈ Hor[p,n](P ×G N). O Lema A.2.4 implica, então, que o
segundo termo do lado direito de (A.15) é igual a pver

(
dεx(v)

)
e que:

dq(p,n)

(
ζver,dε̃x(v)

)
= dp̂n

[
dε̃x(v) +XN (n)

]
,

onde X ∈ g satisfaz ζver = dβp(1)·X. Claramente, X = ωp

(
dsx(v)

)
= ω̄x(v).

Assim, segue a tese.

Corolário A.3.5. Seja Π : P → M um fibrado G-principal com conexão
Hor(P ) e denote por ω sua forma de conexão. Sejam E0 um espaço vetorial
real de dimensão finita e ρ : G → GL(E0) uma representação lisa de G
em E0; considere o fibrado associado correspondente P ×G E0, munido da
conexão generalizada associada a Hor(P ). Sejam s : U → P , ε : U → P ×G

E0 seções locais lisas e denote por ε̃ e ω̄ respectivamente as representações
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de ε e de ω com respeito a s. Dados x ∈ U , v ∈ TxM e fazendo p = s(x),
então a derivada covariante ∇vε é dada por:

∇vε = p̂
[
dε̃x(v) + ρ̄

(
ω̄x(v)

)
· ε̃(x)

]
=
[
p,dε̃x(v) + ρ̄

(
ω̄x(v)

)
· ε̃(x)

]
,

onde ρ̄ = dρ(1) : g→ gl(E0). Em particular, se G é um subgrupo de Lie de
GL(E0) e ρ é a inclusão então:

∇vε = p̂
[
dε̃x(v) + ω̄x(v) · ε̃(x)

]
= [p,dε̃x(v) + ω̄x(v) · ε̃(x)]. (A.16)

Demonstração. Segue de modo direto do Lema A.3.4

A.4 Sobre Conexões Generalizadas

De modo a relacionarmos conexões lineares e conexões principais na pró-
xima seção, precisamos de alguns resultados fundamentais a respeito de co-
nexões generalizadas. Assim sendo, começamos com o seguinte:

Lema A.4.1. Sejam Π : E → M , Π′ : E ′ → M submersões lisas e Hor(E),
Hor(E ′) conexões generalizadas em E e E ′ respectivamente. Denote por ∇ e
∇′ respectivamente os operadores de derivada covariante correspondentes a
Hor(E) e Hor(E ′). Dada uma função lisa φ : E → E ′ que preserva fibra então
as seguintes condições se equivalem:

(a) φ preserva conexão;

(b) dφe

(
Hore(E)

)
⊂ Horφ(e)(E ′), para todo e ∈ E;

(c) para qualquer seção local lisa ε : U → E de Π, vale:

∇′v(φ ◦ ε) = dφε(x)(∇vε), (A.17)

para todo x ∈ U e todo v ∈ TxM .

Se Π : E →M tem a propriedade de extensão global então as condições (a),
(b) e (c) são equivalentes a:

(d) para toda seção global lisa ε : M → E de Π, a igualdade (A.17) vale,
para todo x ∈M e todo v ∈ TxM .

Demonstração. Na equivalência entre (a) e (b) é obvio que (a) implica (b).
Para a recíproca, observe o seguinte diagrama comutativo:

TeE
dφe //

dΠe ""EE
EE

EE
EE

E
Tφ(e)E ′

dΠ′
φ(e)zzvvv

vv
vv

vv

TxM

(A.18)
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Como ambas dΠe e dΠ′
φ(e) são sobrejetoras, com TeE = Hore(E) ⊕

Vere(E), segue que é dφe injetora e que Tφ(e)E ′ = dφe

(
Hore(E)

)
⊕Verφ(e)(E ′).

Uma vez que Horφ(e)(E ′) ∩ Verφ(e)(E ′) = {0}, segue que dφe

(
Hore(E)

)
⊂

Horφ(e)(E ′) só e somente se dφe

(
Hore(E)

)
= Horφ(e)(E ′).

Assuma, agora, (a) e provemos (c). Denote por pver e p′ver as projeções
verticais determinadas por Hor(E) e por Hor(E ′), respectivamente. A partir
de (2.5) e de dφe

(
Vere(E)

)
⊂ Verφ(e)(E ′) obtemos:

p′ver

(
dφe(ζ)

)
= dφe

(
pver(ζ)

)
,

para todo e ∈ E e todo ζ ∈ TeE . Assim, dada uma seção local lisa ε : U → E
de Π, temos:

∇′v(φ ◦ ε) = p′ver

[
dφε(x)

(
dεx(v)

)]
= dφε(x)

[
pver

(
dεx(v)

)]
= dφε(x)(∇vε),

para todo x ∈ U e todo v ∈ TxM . Isso prova (c). Reciprocamente, assuma
(c) e provemos (a). Seja e ∈ E fixado e defina Π(e) = x ∈ M . Escolha uma
subvariedade arbitrária S de E com e ∈ S e TeS = Hore(E). Já que:

d(Π|S)e = dΠe|TeS : TeS −→ TxM

é um isomorfismos então, tomando um S possivelmente menor, assumimos
Π|S como sendo um difeomorfismo liso sobre uma vizinhança aberta U de x
em M . Então:

ε = (Π|S)−1 : U −→ E

é uma seção local lisa de Π, ε(x) = e e ε é paralelo em x com respeito a
Hor(E). Agora (A.17) implica que φ ◦ ε é paralelo em x com respeito a
Hor(E ′) e, assim:

dφe

(
Hore(E)

)
= (dφe ◦ dεx)(TxM) = d(φ ◦ ε)x(TxM) = Horφ(e)(E ′),

provando (a). Finalmente, assumindo que Π : E → M tem a propriedade
de extensão global, provemos que (a), (b) e (c) são todos equivalentes a (d).
Obviamente (c) implica (d). Para provarmos que (d) implica (a) repetimos
os mesmos passos da demonstração de que (c) implica (a), tendo em mente
que a seção local lisa ε : U → E de Π construída naquela prova pode ser
substituída por uma seção global lisa ε̄ : M → E .
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Corolário A.4.2. Seja Π : E → M uma submersão lisa munida de cone-
xões generalizadas Hor(E) e Hor′(E); denote por ∇ e ∇′ respectivamente os
operadores derivada covariante correspondentes a Hor(E) e Hor′(E). Se:

∇vε = ∇′vε, (A.19)

para toda seção local lisa ε : U → E de Π e para todo v ∈ TM |U , então
Hor(E) = Hor′(E). Além disso, se Π possui a propriedade de extensão global
e se (A.19) vale para toda seção global lisa ε : M → E de Π e para todo
v ∈ TM então Hor(E) = Hor′(E).

Demonstração. Aplique o Lema A.4.1 com φ sendo a aplicação identidade
de E .

A.5 A relação entre conexões lineares e conexões
principais

Sejam Π : E →M um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciável
M com fibra típica E0 e Hor

(
FRE0(E)

)
uma conexão principal no fibrado de

referenciais FRE0(E). Tal conexão principal induz uma conexão associada
Hor

(
FRE0(E)×∼ E0

)
no fibrado associado FRE0(E)×∼ E0 (veja a Seção A.3).

A função contração CE definida por

CE : FRE0(E)×∼ E0 3 [p, e0] 7−→ p(e0) ∈ E, (A.20)

leva Hor
(
FRE0(E)×∼E0

)
na conexão generalizada Hor(E) em E, i.e., Hor(E)

é a única conexão generalizada em E que faz com que o difeomorfismo liso
CE preserve conexão. Mais explicitamente, Hor(E) é definida por:

Horp(e0)(E) = dCE
[p,e0]

[
Hor[p,e0]

(
FRE0(E)×∼ E0

)]
, (A.21)

para todo [p, e0] ∈ FRE0(E)×∼ E0.

Definição A.5.1. Sejam Π : E → M um fibrado vetorial sobre uma varie-
dade diferenciável M com fibra típica E0 e Hor

(
FRE0(E)

)
uma conexão prin-

cipal no fibrado de referenciais FRE0(E). A conexão generalizada Hor(E)
em E definida por (A.21) é chamada de conexão generalizada induzida por
Hor

(
FRE0(E)

)
.

A conexão generalizada no fibrado vetorial E e no fibrado associado
FRE0(E) ×∼ E0 define os operadores derivada covariante para seções locais
lisas de E e de FRE0(E) ×∼ E0, respectivamente; usemos o símbolo ∇ para
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denotar ambos os operadores. Como CE preserva conexão, pelo Lema A.4.1
temos:

∇vε = dCE
[
∇v

(
(CE)−1 ◦ ε

)]
,

para toda seção local lisa ε : U → E e para todo v ∈ TM |U . Já que
CE é linear nas fibras, sua diferencial restrita ao espaço vertical é apenas a
restrição da função contração CE ; assim:

∇vε = CE
[
∇v

(
(CE)−1 ◦ ε

)]
, (A.22)

para todo v ∈ TM |U e todo ε ∈ Γ(E|U ).

Seja agora s : U → FRE0(E) um E0-referencial local liso do fibrado
vetorial E e seja ε̃ : U → E0 a representação da seção local lisa ε : U → E
de E em relação a s; então:

(CE)−1 ◦ ε = q ◦ (s, ε̃),

onde q : FRE0(E) × E0 → FRE0(E) ×∼ E0 denota a função quociente. A
representação de (CE)−1 ◦ ε em relação a s é, também, igual a ε̃. Usando a
igualdade (A.16) obtemos:

∇v

(
(CE)−1 ◦ ε

)
= [s(x),dε̃x(v) + ω̄x(v) · ε̃(x)], (A.23)

para todo x ∈ U e todo v ∈ TxM , onde ω̄ denota a representação com
respeito a s da forma de conexão ω correspondente a Hor

(
FRE0(E)

)
. A

partir de (A.22) e (A.23) obtemos:

∇vε = s(x)
[
dε̃x(v) + ω̄x(v) · ε̃(x)

]
, (A.24)

para todo ε ∈ Γ(E|U ), todo x ∈ U e todo v ∈ TxM . Se fizermos:

Γx(v) = Is(x)

(
ω̄x(v)

)
= s(x) ◦ ω̄x(v) ◦ s(x)−1 ∈ gl(Ex), (A.25)

para todo x ∈ U , v ∈ TxM , então a fórmula (A.24) torna-se (lembre-se de
(2.9)):

∇vε = ds
vε+ Γx(v) · ε(x).

Segue, então, que ∇ é de fato uma conexão no fibrado vetorial E e que o
tensor de Christoffel Γ de ∇ em relação ao E0-referencial local liso s é dado
por (A.25). Provamos assim:
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Proposição A.5.2. Sejam Π : E → M um fibrado vetorial sobre uma va-
riedade diferenciável M com fibra típica E0 e Hor

(
FRE0(E)

)
uma conexão

principal no fibrado de referenciais FRE0(E); denote por Hor(E) a conexão
generalizada induzida em E. O operador derivada covariante ∇ correspon-
dente a Hor(E) é uma conexão linear no fibrado vetorial E; além disso, se
s : U → FRE0(E) é um E0-referencial local liso de E então o tensor de
Christoffel de ∇ com respeito ao E0-referencial local liso s e a representa-
ção ω̄ = s∗ω da forma de conexão ω de Hor

(
FRE0(E)

)
em relação a s são

relacionados pela igualdade (A.25).

Como recíproca da Proposição A.5.2, mostraremos que toda conexão li-
near∇ em E é induzida por uma única conexão principal no fibrado principal
de referenciais de E.

Nota A.5.3. Se U é um aberto de M e Hor
(
FRE0(E)

)
é uma conexão

em FRE0(E) então temos uma conexão correspondente Hor
(
FRE0(E)|U

)
em

FRE0(E)|U = FRE0(E|U ). Claramente, se ∇ é a conexão em E associada
a Hor

(
FRE0(E)

)
então a conexão em E|U associada a Hor

(
FRE0(E)|U

)
é

apenas ∇U (lembre-se do Lema 1.1.2).

Proposição A.5.4. Seja Π : E →M um fibrado vetorial com fibra típica E0.
Para toda conexão linear ∇ no fibrado vetorial E existe uma única conexão
principal Hor

(
FRE0(E)

)
no fibrado principal de referenciais FRE0(E) tal que

∇ é o operador derivada covariante correspondente a conexão generalizada
induzida Hor(E) em E.

Demonstração. É fácil ver que para provarmos a proposição basta conside-
rarmos o caso onde o fibrado de referenciais FRE0(E) admite uma seção
local lisa globalmente definida s : M → FRE0(E). Para isso basta observar
a Nota A.5.3 e os seguintes dois fatos:

Primeiro: Se Π : P → M é um fibrado G-principal e M =
⋃

i∈I Ui uma
cobertura de abertos de M . Assumindo que, para cada i ∈ I, é dada uma
conexão Hor(P |Ui) no fibrado principal P |Ui , e que para todo i, j ∈ I e todo
x ∈ Ui ∩ Uj temos Horx(P |Ui) = Horx(P |Uj ). Então existe uma única co-
nexão Hor(P ) em P tal que Horx(P ) = Horx(P |Ui), para todo i ∈ I e todo
x ∈ Ui.

Segundo: Sejam Π : E →M um fibrado vetorial e ∇ uma conexão em E.

• Dados abertos U , V de M com V ⊂ U , se consideramos a conexão
∇U induzida por ∇ em E|U e a conexão (∇U )V induzida por ∇U em
(E|U )|V = E|V , então (∇U )V é igual a ∇V .
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• Seja ∇′ uma outra conexão em E. Se todo ponto de M tem uma
vizinhança aberta U em M tal que ∇U = ∇′U , então ∇ = ∇′.

Assim, assumiremos que tal seção s existe. Seja Γ o tensor de Christoffel
de ∇ em relação a s. Dada uma conexão Hor

(
FRE0(E)

)
em FRE0(E) com

forma de conexão ω, denotemos por ω̄ a representação de ω com respeito a
s. Então ∇ é associada a Hor

(
FRE0(E)

)
se e somente se (A.25) vale, para

todo x ∈M . No entanto (A.25) define uma única 1-forma C∞ a valores em
gl(E0) definida em M e, assim, o Lema 2.3.6 nos diz que existe uma única
forma de conexão ω em FRE0(E) com ω̄ = s∗ω, donde segue a tese.

Corolário A.5.5. Seja Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica
E0. Dada uma conexão linear ∇ em E então existe uma única conexão
generalizada Hor(E) em E cujo operador derivada covariante é ∇.

Demonstração. A existência segue da Proposição A.5.4 e a unicidade do Co-
rolário A.4.2, lembrando que a submersão Π tem a propriedade de extensão
global.

Corolário A.5.6. Seja Π : E → M um fibrado vetorial com fibra típica
E0. Se Hor(E) é uma conexão generalizada em E cujo operador derivada
covariante ∇ é uma conexão linear em E então existe uma única conexão
principal Hor

(
FRE0(E)

)
no fibrado principal de referenciais FRE0(E) tal que

Hor(E) é induzida por Hor
(
FRE0(E)

)
.

O resultado das Proposições A.5.2, A.5.4 e dos Corolários A.5.5 e A.5.6
podem ser resumidos da seguinte maneira: o conjunto das conexões lineares
num fibrado vetorial E tem uma correspondência um-a-um com um subcon-
junto do conjunto de todas as conexões generalizadas de E. Tal subconjunto
do conjunto das conexões generalizadas de E é precisamente o conjunto
das conexões generalizadas induzida por conexões principais em FRE0(E).
Além disso, existe uma bijeção entre o conjunto das conexões principais em
FRE0(E) e o conjunto das conexões generalizadas em E cujo operador de-
rivada covariante é uma conexão linear, em especial, há uma bijeção entre
o conjunto das conexões principais de FRE0(E) e o conjunto das conexões
lineares de E.
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Ricci

equação de Ricci, 12

seção
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imersão isométrica local, 39
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sub-Riemann/sub-Riemann, 98

sub-fibrado
principal, 23

sub-torção, 88
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subespaço principal, 22
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tensão, 17
tensor, 2

contravariante, 2
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à esquerda, 6
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