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SIMBOLOS E NOTACOES GERAIS

3 existe

v qualquer que seja ou para todo(s)

= implica

= se, e somente se
portanto

= definigdo (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressdo a direita)

ie. :id est (em portugués, isto é)

O . indica o final de uma demonstragio

AB . reta passando pelos pontos A e B

AB : segmento de reta ligando os pontos A e B

AB . segmento orientado de reta ligando os pontos A e B

AB . vetor determinado pelos pontos A e B

v . vetor v

|AB|| : comprimento do segmento AB

vl . comprimento do vetor v

Hz@ | : comprimento do vetor AB

|A| . determinante da matriz A
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ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO

"Mega o que for mensurdvel, e torne mensurdvel o que nio o for.”
Galileu Galilei

1.1 DEFINICOES ELEMENTARES

Como veremos ao longo desse texto, a utilizacdo da linguagem vetorial permite uma
descricdo elegante e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem
como possibilita uma transi¢do natural da formulac¢do axiomadtica para a descrigdo analitica
(em coordenadas) dessa mesma geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada e apresentaremos o bésico
da linguagem vetorial. Antes porém, no intuito de motivar, comegaremos entendendo
um pouco do papel fundamental que os vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempe-
nham nas ciéncias, comegamos observando que, por
um lado, diversas grandezas fisicas ficam completa-
mente determinadas por um tnico valor (um ntimero
E real), num sistema de unidades. Assim por exemplo

o volume de um corpo fica especificado quando dize-

mos quantos metros ctibicos esse corpo ocupa, bem

Figura 1.1: Todos os trés cami- como a massa, a temperatura, a carga elétrica, a ener-

nhos ligando dois pontos cor- gia, etc. Grandezas que ficam determinadas por um

respondem ao mesmo desloca- unico valor real sdo denominadas grandezas escala-
mento. res.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem
para sua completa determinacdo, além de uma valor numérico o conhecimento de sua
direcdo orientada. Tais grandezas sdo denominadas grandezas vetoriais ou simplesmente
vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo é o deslocamento de um corpo. Se um corpo se
move do ponto A para o ponto B, dizemos que ela sofreu um deslocamento de A para B.
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Para sabermos precisamente o deslocamento de um corpo precisamos conhecer o quanto
o ele se deslocou (a intensidade do deslocamento) mas também em que direcdo ele se
deslocou. Pelas mesmas razdes apresentadas serdo grandezas vetoriais: a velocidade, a
aceleracgdo, a quantidade de movimento, a forga e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas escalares uma parte significativa
da utilidade de medi-las, i.e, associar um ntmero provém da riqueza de estruturas dos
ndmeros: os nimeros podem ser somados, subtraidos, somados, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam tteis (tanto para a ciéncia como
para a propria geometria) temos que construir nos vetores estruturas andlogas. Assim
neste e no préximo capitulo descreveremos e construiremos diversas operagoes vetoriais
e suas interpretacoes.

Como boa parte da construgdo dos vetores e de suas operagdes que faremos neste
texto serd de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o leitor conhce
0s principais conceitos e resultados da geometria Euclideana plana e espacial. Assim
suporemos conhecidos os conceitos de angulos, retas, planos, comprimento desegmentos,
distancia de dois pontos, etc.

De modo a fixar notagao, ao longo destas notas denotaremos por [E® o espago euclide-
ano tridimensional e por E2 o plano euclideano, usaremos letras maitsculas, A, B, etc.
para representar os pontos, letras mintsculas 7, s, etc. para indicar as retas e as letras
gregas minusculas 7, «, etc. para denotar os planos.

Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comegaremos com um
B termo relacionado: os vetores aplicados. Um vetor aplicado ou seg-
mento orientado é um par ordenado de pontos do espago Euclideano,
ou, de modo equivalente, um segmento de reta no qual se escolheu um
dos extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do
segmento serd denominado ponto final e o vetor aplicado com ponto
inicial A e final B serd denotado por AB. Para nossas consideragdes um
ponto A é considerado um segmento que denominaremos segmento
nulo. Esse segmento serd denotado por AA ou por 0.
O comprimento do um segmento AB serd denotado por ‘E| e serd
denominado também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem parcialmente ao propésito de representar grandezas que
possuem intensidade, diregdo e sentido, pois apesar de podemos representar grandezas
com esses atributos como vetores aplicados, essa representacdo nédo é tinica. Ou seja, exis-
tem vdrios vetores aplicados com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem in-
tensidade, dire¢do e sentido iguais. Para eliminarmos esse problema, identificaremos, i.e,

diremos que sdo iguais, todos esses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados
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sdo equivalentes (ou equipolentes) se e somente se, possuem o mesmo comprimento, a
mesma dire¢do e o mesmo sentido ou ainda se ambos sdo nulos.

Uma identificacdo andloga, ocorre com as fragdes: duas fragdes podem ter numerado-
res e denominadores iguais e mesmo assim diremos que elas sdo iguais (ou equivalentes)
pois representam a mesma grandeza.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes ob-
temos vetores livres ou simplesmente vetores.

E fundamental observar que dado um vetor podemos esco-

lher livremente “o ponto onde inicia tal vetor”, ou seja, dado w
um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que
inicia nesse ponto e que possui a mesma intensidade, direcdo u y
e sentido do vetor. Cada vetor aplicado com a mesma diregdo,
sentido e comprimento do vetor, é dita ser um representante
do vetor.
u=v=w

E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por
um lado vetores aplicados ficam bem definidos pela escolha de
direcdo, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores precisam apenas de diregdo,
sentido e comprimento. Isso significa que consideramos equivalentes segmentos orienta-
dos que sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tem 0 mesmo comprimento, mas
consideramos iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nulos, ou seja com pontos ini-
ciais e finais coincidentes serd denominado vetor nulo. O vetor nulo serd denotado por
_>
AA ou por 0.

Denotaremos os vetores utilizando fontes mintsculas em negrito
a, através de uma flecha superior: 7 ou ainda no caso em que tiver-
mos dois pontos A e B, denotaremos por zﬁ o vetor que tem como
representante o vetor aplicado AB. Graficamente vetores sdo repre-
Y sentados como flechas, no qual a ponta da flecha aponta no sentido

do vetor.
/VY Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos que a
direcdo do vetor é a direcdo desse segmento, o sentido vem de ter-

A mos escolhido uma orientagdo no segmento, ou seja de termos es-

colhido um ponto inicial e final e o comprimento de um vetor é o
comprimento do segmento que o representa.

O comprimento de um vetor v = AB serd denotado por ||v|| ou ainda por H@H
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O conjunto de todos os vetores de [E3 serd denotado por V3. De modo andlogo,
denotaremos por V? o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia

de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sdo definidos utilizando seus represen-
tantes. Nesse espirito temos as seguintes defini¢oes:

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem a mesma
direcdo ou quando um desses vetores for o vetor nulo (. O termo vetores paralelos
inclui o caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso em que
coincidem. Como consequéncia da defini¢do anterior temos que o vetor nulo é paralelo

a todo vetor e também que todo vetor é paralelo a si mesmo.
v
/
Figura 1.2: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores sdo coplanares se esses vetores possuem repre-

sentantes contidos no mesmo plano.

— 7

Figura 1.3: Vetores coplanares.

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se ao escolhermos dois represen-
tantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, AB e AC esses segmentos forem

ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses segmentos for um angulo reto.
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Figura 1.4: Vetores ortogonais

1.1.1 Operagbes com Vetores

Por tradicdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas que sdo
representadas por ntimeros reais sdo denominadas grandezas escalares. Seguindo essa
tradi¢do denominamos um namero real A de escalar .

Vamos definir duas operagdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicagdo

por escalares.

Multiplica¢do por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos realizar a

multiplicacdo de A e v obtendo o vetor Av definido do seguinte modo:

e Se o vetor v é nulo ou o escalar A é zero entdo Av = 0

e Se A > 0, o vetor Av é o0 vetor com o mesmo sentido, mesma direcdo e com

comprimento |A| ||v]|.

e Se A < 0 entdo o vetor kv tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v e

comprimento |A| ||v]|.

Figura 1.5: Multiplicacdo de um vetor por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitirio. Dado um vetor v # 0, temos

que o vetor:

1 - v
vl vl

é unitdrio e possui a mesma dire¢do e sentido que v e é chamado versor de v. Veja
exercicio
Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor.

Muito frequentemente estaremos interessados apenas na dire¢do de um vetor e ndo no
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seu tamanho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente
determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante
e podemos multiplica-lo livremente por um escalar.

Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracterizagdo
algébrica para o paralelismo de vetores:

Teorema 1.1 Se dois vetores u, v sio paralelos e v # 0 entdo u = Av para algum A € R.

Demonstracdao: Vamos tratar primeiro o caso em que u e v tém mesmo sentido. Neste

caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

\ Il
v

Com essa escolha, provaremos que u = Av.

u
\'%

Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcdo. E como estamos assu-
mindo que u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela

definicdo de multiplicagdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

[[u]
[Av][ = Allv]l = {=lIvIl = [lu]
M
O que prova que eles tem 0o mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e Av
possuem mesma diregdo, sentido e comprimento eles sdo iguais.
A demonstragdo do caso em que u e Av possuem dire¢do contraria é andloga, porém

nesse caso escolhemos A = — H O

Corolario 1.2 Dois vetores u,v sdo paralelos se e somente se u =Av para algum A € R ou
v =6u para algum 6 € R.

Demonstra¢do: Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u =Av para algum A € R. Caso contrério,
ie., se v=0 entiov =06u para 6 = 0.

A implicagdo contrdria segue da definigdo de multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Se u =Av ou v =0u entdo u e v tém mesma direcdo, ou seja, sdo paralelos. O
E como consequéncia do coroldrio anterior temos:

Teorema 1.3 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se z@ = /\If ou B-(% =
0AB
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B »C

AR
B
A

Demonstra¢do: Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores zﬁ e Eé

sdo paralelos e consequentemente pelo coroldrio acima temos:

1@:/\3? ou 3%291@

Se AB = ABC ou BC = 91@, entdo pelo coroldrio anterior os segmentos AB e BC
sdo paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas AB e BE. Mas como o ponto
B pertence a ambas as retas, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a
mesma reta. |

Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo:
a soma, v+ u, de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A partir
de um segmento orientado AB, representante arbitrdrio de v, tome um segmento
orientado BC que representa u, i.e., tome um representante de u com origem na
extremidade final do representante de v, desta forma o vetor v + u é definido como
o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da
origem do representante de v até a extremidade final do representante de u.

u-+v

Figura 1.6: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para
somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que
comegam num ponto comum O, como na figura[17} Entao, a partir do ponto final de cada
vetor tragamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P.
E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal OB ¢ a soma dos vetores v e u. O
vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o obtido pelo método anterior, pois
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o segmento OP divide o paralelogramo em tridngulos congruentes que representam a
soma dos vetores v e u.

Figura 1.7: Regra do paralelogramo.

Pela defini¢do da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u +v
é diferente da soma dos comprimento dos vetores u v, i.e.,

(w| = [u+v] # [u] +|v].

W=u-+vVv

Figura 1.8: comprimento e direcdo dew =u +v

Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos cossenos
para o tridngulo da figura:
Pela Lei dos Cossenos temos:

|lw| = \/]u]‘Z +|v* =2 |u| |u| cos 6 (1.1)

Como consequéncia da formula anterior temos que |u + v| # |u| + |v| se e somente se
f = 71, ou seja se os vetores tiverem mesma direcdo e sentido.

Enquanto que para determinarmos a direcio de w basta determinarmos o angulo «
entre os vetores w e u. Pela Lei dos Senos temos a seguinte relagdo simétrica entre os
comprimentos dos vetores e seus angulos opostos:

w| _ [u] [v]

= (1.2)

senff sena  senf

As equagdes [T e 2 sdo a formulagdo vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos
respectivamente.

Observamos que, a partir da definigdo de soma vetorial, é facil ver que v+0 = 0+v =
v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adigéo.

Também podemos definir o vetor oposto a um vetor dado, para isso consideremos a

seguinte propriedade, cuja demonstracdo deixamos como exercicio (T-7):
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Para cada vetor a existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo com-

primento e dire¢do de u, mas com sentido oposto.

Figura 1.9: Vetor oposto.

A partir do vetor oposto podemos definir subtragio de vetores: , definimos a subtracado

v — u como a soma do vetor v com o vetor —u.

u

Figura 1.10: Subtragdo de Vetores

De modo equivalente podemos definir o vetor v —u como o o vetor que adicionado
a u dé o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores ve u comec¢ando no
mesmo ponto, o vetor v — u serd o vetor que liga a extremidade final de u a extremidade
final de v (vide figura [10).

Uma observagdo importante é que sempre que os vetores formam um poligono fe-
chado, como a figura abaixo, sua soma é nula: Como um caso especial dessa regra é a

soma de um vetor com seu oposto, i.e., v+ (—v) =0.

Figura 1.11: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v+u+r+s =
0

As seguintes propriedades da soma e multiplicagdo de vetores devem ser evidentes:

Proposicdo 1.4 Sejam u, v, w vetores e A, A1, Ay escalares. As operagdes com vetores possuem as
sequintes propriedades:
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Propriedades da soma:

Propriedade Comutativa: v+u =u+v

Propriedades associativa: (u+v)+w =u+ (v+w)

Elemento Neutro: 0 + u = u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um tnico vetor —u tal que u+ (—u) = 0
Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relagdo aos vetores: A(u+v) = Au+ Av

Multiplicagdo por zero Ou = 0

Associatividade da multiplicagdo por escalares (A1A;)u = A1 (A2u)
Distributiva dos vetores em relagao aos escalares (A1 + Ax)u = Aju+ Ayu

Elemento neutro multiplicativo 1u = u

Demonstra¢do: Esbogaremos a demonstragdo de algumas dessas propriedades:
A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adigdo dos vetores
u e v, veja a figura A diagonal é simultaneamente os vetores u +ve u+v.

Figura 1.12: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo
adicionados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura .13}

,

w

Figura 1.13: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e S4 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Dei-
xamos os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da defini¢ao de
multiplicagdo de vetor por escalar.

10
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Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicagdo por
escalares (A1A2)u = A1(A2u) observamos inicialmente que os vetores (A1A2)u e Aq(Axu)
possuem a mesma dire¢do e sentido independentemente do sinal de A; e A, (terdo o
mesmo sentido de u se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A1 e Ay
tiverem sinais contrérios).

Além disso, os comprimentos de (A1A2)u e A1(A2u) sdo os mesmos pois:

[A1(A2u) || = [Aq] - [A2ul] = |Aq] - (JA2] [[ul]) = [A1A2] - [[u] = [[(A1A2)ul].
A propriedade My, i.e, a distributiva dos vetores em relagdo aos escalares

(M + A2)u = Aqu + Ay,

segue da observagdo de que a diregdo e o sentido dos vetores (A] + Az)ue Aqu+Auéa
mesma. Esse fato é claro se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, ou se A; + A, = 0, no outros
casos o sentido é determinado pelo escalar de maior médulo |Aq] e [A2] .

Se o sinal de A; e A; forem o mesmo, teremos que

(A1 +Az)ull = [(Ar + A2) [ [[ul] = ([As] + [A2) [u]] = [[Aru]| + [[A2ul].

Pela defini¢do de adi¢do de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de mesmo
sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do

comprimento dos vetores somados. Dai temos:

[Aru]] + [[A2u]| = [[A1u + Apul.

Por outro lado, caso os sinais de A1 e A, sejam contrdrios, teremos:

1A+ A2)ull = [(Ar+ A2)[[[u]] = [ [Aa] = [A2] [[lull = [[IAra] = [[A2ul].

Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

[IAvul| = [[A2ul| = [[Aru + Azull.

O

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades
acima. Essas propriedades sdo andlogas as propriedades dos ntimeros reais e grande
parte da dlgebra desenvolvida para ntiimeros reais se estende para as operacdes vetoriais.

11
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De modo mais geral podemos definir um espago vetorial como um conjunto com uma

operagdo + e uma operagdo de multiplicagdo por escalares satisfazendo os nove axiomas

acima. Os espacos vetoriais sdo uma das estruturas matemadticas de maior importancia.
Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.5 v+ v = 2v

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v+ v = 1v 4 1v e pela propriedade
M4 temos quelv + 1v = (14 1)v = 2v e logo v + v =2v. O

Exemplo 1.6 v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

Demonstragdo: Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela propri-
edade M4 temos que 1v + (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos
diz que Ov =0

Como o vetor oposto é tinico temos que o vetor oposto a v é —1v. 4

Exemplo 1.7 u+ v = w se, e somente se, u = W — V.

Demonstra¢do: Vamos provar a primeira implicacdo. Se u +v = wentdo,u =w —v
Vamos comegar calculando (u +v) —v

(u+v)—v=u+(v—v) por 52 (1.3)
u+ (v—v) = upor M4 e M5 (1.4)

por outro lado, como w = u +v:
(u+v)-v=w-—-v=u (1.5)
e consequentemente por[T.4] e temos:
Uu=u+v)-v=w-—v

A implicagdo contrdria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.
O
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O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico utilizando

a linguagem vetorial.

Exemplo 1.8 Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo

ao terceiro lado.

M; M,

C B

Solugdo: Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e M o ponto
médio do lado AC. O vetor AM; ¢ igual a metade do vetor R pois ambos possuem

— B
mesma direcdo e sentido e o comprimento de BM; é metade do comprimento de AM;.

—
Analogamente, temos que AM; é metade do vetor R ie.,

AM; = —ﬁ (1.6)

—M> —R (1.7)
e consequentemente:

AB = 2AM, (1.8)

CA = 2MaA (1.9)

Entdo como:
@ = C—zZX + ﬁ (1.10)

substituindo [1.8] e [T-9| em I-10] temos:

CB = 2Ma A + 2AM, (1.11)
CB = 2(MaA + AM;) = 2Mo M, (1.12)

13
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e consequentemente:

MM, = %6%

E assim o segmento MyM; é paralelo ao segmento CB e seu comprimento é metade

do ultimo.
O

Exemplo 1.9 Dado um tridingulo de vértices A, B,C. Dado P o ponto de encontro da bissetriz
do angulo C com o lado AB Entio o vetor CP ¢ paralelo ao vetor ‘E—A‘ + ‘%—, ou seja,

H
=_ (. CA CB

+
el ]

Solucao:

Observe que os vetores u = H%—‘ ev = %—‘ sdo unitarios. Considere agora o parale-

logramo determinado por esses vetores, conforme a figura abaixo:

A

Como os vetores u e v possuem 0 mesmo comprimento, pois sdo unitdrios o paralelo-
gramo determinado por estes é um losango. E assim a diagonal que liga o vértice C ao
vértice F é também a bissetriz do angulo C. E consequentemente o vetor CP é paralelo

ao vetor u+v, i.e,

c5_ [ CA  CB

+
e

14



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Exercicios.

Ex. 1.1 — Sendo ABE_I?EF GH o paralelogramo abaixo, expresse os seguintes vetores em
funcgédo de @,R e AF:

a)
b)
<)
d)
e)
f)
g
h)

BE
ACG
AF
BG
AC
AB+FG
AD + HG

2AD - FG — BH + GH

Ex. 1.2 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como na figura abaixo. Expresse os

seguintes vetores em fung¢do dos vetores [ﬁ, D

DF
DA
DB
DO
EC
EB
OB

15
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Ex. 1.3 — Sendo ABCDEF um hexagono regular, como no exercicio anterior. Expresse
0s seguintes vetores em funcdo dos vetores O?, O

a) OA+OB+0OC+0D +OF +OF
b) AB+ BC+CD + DEEF + FA

¢) AB+BC+CD+ DE +EF

d) OA+OB+0D +OF

e) &)?4—2?4—1?

Ex. 1.4 — Se o vetor a tem tamanho 3 e o vetor b tem tamanho 2 qual é o maior e o

menos valor para o comprimento de a+b?

Ex. 1.5 — Dados os vetores fy, ... fs5 os vetores que ligam um vértice de um hexdgono
regular aos outros vértices como mostra a figura abaixo. Determine a soma desses vetores

em funcdo dos vetores f; e f3.

Ex. 1.6 — Dado um tridngulo AABC, sejam M, N, P oiion’co_s> médios dos segmentos
AB, BC e CA respectivamente. Exprima os vetores Iﬁ, AN e CM em funcgédo dos vetores
AB e AC.

Ex. 1.7 — Prove que para cada vetor u existe um tnico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

Ex. 1.8 — Dado um tridngulo AABC, seja M um ponto do segmento AB. Suponha que
— b —
o vetor AM é igual a A vezes o vetor MB. Exprima o vetor CM em funcdo dos vetores

AC e BC.

Ex. 1.9 — Dado um quadrildtero ABCD, tal que zﬁ = bu, B? = 3u e tal que 1@ =V.
—
a) determine o lado CD e as diagonais BD e CA em fungdo deuev
b) prove que ABCD é um trapézio.
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Ex. 1.10 — Mostre que a soma de vetores cujos representantes formam um poligono

fechado é nula.

Ex. 1.11 — Dado v um vetor ndo nulo. Prove que ﬁ é um vetor unitdrio com a mesma

direcdo e sentido que v.

Ex. 1.12 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares

resolva a equagdo nas incognitas x e y, i.e., escreva os vetores x e y em fungdo de u e v:

a)

Xx+3y=u

3x -5y =u+v
b)

X+2y=u
3x —2y =u+2v

Ex. 1.13 — Dados os vetores u, v, w e z tais que w = u + v e u é paralelo a z. Prove que

w é paralelo a z se, e somente se, v é paralelo a z.

Ex. 1.14 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares

prove que:
a) (—a)v=—(av)
b) a(—v)=—(av)
) —a(—v)=av
Ex. 1.15 — Prove que av = 0 entdooua =0ouv =10

Ex. 1.16 — Prove que se av =fv e v # 0 entdo a = B.

Ex. 1.17 — Dado um pentdgono regular e O o seu centro. Mostre que a soma dos vetores

ligando o centro do pentdgono a seus vértices é o vetor nulo.
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Ex. 1.18 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entdo se
AMu+A,v=0
entio A = A, =0

Ex. 1.19 — Se AEFG é um tridngulo qualquer e P, Q e R sdo os pontos médios dos lados
EF FG e GE respectivamente, demostrar que EPQR é um paralelogramo

1.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR DE VETORES

Apesar de sabermos que tanto no plano como no espago existem infinitas dire¢des de
movimento nossa intui¢do nos diz “no espago existem essencialmente trés dire¢des de
movimento”, enquanto que “no plano existem essencialmente duas dire¢des de movi-
mento”. O que realmente queremos dizer ao afirmarmos “essencialmente apenas trés
dire¢des de movimento”?

O objetivo dessa segdo é responder matematicamente a essa questdo. Para isso intro-
duziremos os conceitos de combinagao linear e dependéncia e independéncia linear.

Como vimos na se¢do anterior, a adi¢do de vetores e a multiplicacdo de um vetor por
um escalar nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores
dados. Os vetores assim obtidos sdo ditos combinagdo linear dos vetores iniciais.

Figura 1.14: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.
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Figura 1.15: w = 2u + 3v

Ja os conceitos de dependéncia e independéncia linear estdo intuitivamente associados
a capacidade ou ndo de se escrever um vetor de um conjunto em func¢do de outros.
Assim por exemplo, ainda de maneira intuitiva, um conjunto de vetores serd linearmente
dependente, se as dire¢des desses vetores sdo dependentes nos sentido de ndo podermos
obter uma dessas dire¢des a partir (como combinagao) das outras.

Geometricamente, veremos ainda que o conceito de dependéncia linear estara associ-
ado como o fato que as dire¢des desses vetores estarem em uma posi¢do especial restrita,
como ocorre por exemplo quando dois vetores sdo colineares ou quando trés vetores sdao
coplanares.

De posse desses conceitos a afirmacédo inicial poderd ser reescrita de modo preciso
como “no espago existem apenas trés dire¢des de movimento linearmente independen-
tes”. Para tanto, passemos a uma descri¢do mais cuidadosa de todos esses conceitos.

Diremos que um vetor w é dito combinagdo linear dos vetores {v;};, ; , se existem
escalares {A;}; ; , tal que

n
W = Z /\ivi-
i=1
Nesse caso diremos também que o vetor w é dependente dos vetores v; com i =

1,...,n, ou ainda, que o vetor w pode ser representado em fungdo dos vetoresv; com

i=1,...,n

Exemplo 1.10 O vetor w ilustrado na figura [{.15|é combinagdo de u, v. Pois

w =2u + 3v.
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fa

fs f2

1

Figura 1.16: O vetor f; é combinacdo linear dos vetores f», f3, {4, fs.

Exemplo 1.11 Na figura temos que vetor £y é combinagdo linear de 5, f3, f4, f5.
Como os vetores f1, 1, f3, £4, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0

fi+fh+f+f+f=0
e assim:

fi=—fH —f3 —f4—f£s.

Exemplo 1.12 Escreva o vetor zﬁ como combinagdo linear de zﬁ e R

Solugao: Queremos encontrar A; e A; tais que:
AD = M AB + A, AC. (1.13)

Primeiramente vamos escolher dois vetores i, j ortogonais e de norma 1 e vamos escre-
ver todos os demais vetores em funcdo desses (Figura [ZT)).

Facilmente observamos que AB = 3i.

Observando a Figura [1.18 concluimos que zﬁ = 1@ + I@ E por trigonometria do

tridngulo retangulo temos:
H
AK = 4(cos30°)i e KD = 4(sen30°)j.

Dessa forma temos que AD = 2/3i +2j.
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D
; .
B A
M K /\ [ ]
A f ' ; i

Figura 1.17: Vetores
ij Figura 1.18: Vetor AD Figura 1.19: Vetor AC

De modo andlogo, observando o tridngulo da Figura [T-19) concluimos que R = ﬁ +
PC. Mas, novamente por trigonometria, temos que AD = 2(cos45°)i e PC = 2(sen45°)j.

Logo R =2i+ \/E]
Voltando a equacdo (T-13) obtemos entao:
2/3i +2j = A1(3i) + Aa2(V2i + V2j).
Isolando i e j obtemos finalmente:
(2v/3 = 3A1 — V2A)i+ (2 —V2A,)j =0
Como os vetores i, j sdo LI, segue que:

2v3 =3\ —v2X, =0
2—2A, =0

2(v3-1)

E assim podemos concluir que A1 = 52— e A, = V2.

Finalmente:

ﬁ:@ﬁ%ﬂ@ﬁ.

Defini¢dao 1.13 Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = 0. Os vetores
Vi,...,Vy (n > 2) sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe um i € {1,2,...,n}
tal que o vetor v; seja combinacdo linear dos demais vetores, ou seja:
Vi = Z/\jv]-,
j#i
onde A, Ay, ..., A, € R
Dizemos que os vetores vy, ..., Vv, sdo linearmente independentes (LI) se eles ndo sdo

linearmente dependentes.
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A partir dessa definicdo temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.14 Os vetores vy,...,V, sido linearmente dependentes se e somente se existem
A, A2, ..., Ay € RNAO todos nulos tal que

n
Z /\1V1 == 0
i=1

Demonstragdo: Para n = 1 temos que se v é linearmente dependente entdo v = (
dai para A = 1, por exemplo temos Av = (. Reciprocamente, se Av = ( para algum
A # 0 pela definicdo de multiplicagdo por escalar segue que v = 0, logo v ¢é linearmente
dependente.

Para n > 2, suponha que os vetores v, . .., v, sdo linearmente dependentes. Sem perda
de generalidade suponha que

n
vi=) Ay,
i=2

para Ay, Az,..., Ay € R,
Somando (—1)vq a ambos os lados da igualdade chegamos a:

(—1)V1 + i/\ivi =0.
i=2

Logo Yilq Ajvy = 0 com A, Ay, ..., A, ndo todos nulos (pois A; = —1).
Reciprocamente, considere que existem A, Ay, ..., A, ndo todos nulos tal que

Zn; /\1V1 = 0
i=1

Suponha, sem perda de generalidade que A; # 0. Multiplicando ambos os lados da
igualdade por Ail e isolando v1 chegamos a:

n /\
1
V1 — Z _/\_Vl
i=2 1
Ou seja, o vetor vy é combinagao linear dos demais. O

A negativa légica de tal proposi¢do nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.15 Os vetores v1,..., Vv, sdo linearmente independentes se e somente se

<Zn;/\ivi:0> :><)L1:"':)\n:0)
i=1
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Ou seja, a tinica relagdo linear entre os vetores é a trivial, ou ainda, o vetor 0 pode ser
escrito de modo tinico como combinagéo dos vetores v; com i € {1,2,...,n}.

Desse teorema ¢é imediata a unicidade da representacdo de um vetor como combinagao
linear de vetores LI

Proposicdo 1.16 Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagdo linear do conjunto de

vetores linearmente independente {v;},_, ,

entdo essa representagdo é tinica.

Demonstragao: Dadas duas representacdes de u, i.e, suporemos que u possa ser escrito
como combinagéo linear de {v;},_; , de duas maneiras distintas:

n

n

mostraremos que essas representacdes sdo iguais, isto é que A; = lambda.
Subtraindo a equacdo [T.15)da equagao [T.15) obtemos:

i/\ivi - i/\fvi == 0
i=1 i=1

e logo

n

Z(/\l‘ — /\;)Vl‘ = 0

i=1

sdo linearmente independentes, temos que

Finalmente, como os vetores {v;};, _; ,

para cada i, (A; — A}) =0, e assim A; = lambda’. Dessa forma, temos que a representacdo
¢ unica. 4

A partir do Teorema [115| e da Proposicdo [I.17, estudar a dependéncia linear dos

vetores vy, ..., Vv, é uma tarefa simples. Basta estudar a equacgao:

n
Z /\l‘Vi = 0,
i=1

com incégnitas A; (i € {1,2,...,n}). Se tal equagdo admitir apenas a solugdo A; = 0
paratodoi € {1,2,...,n}, entdo os vetores v, ..., v, sdo LI Caso contrario, sdo LD.
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Exemplo 1.17 Suponha que os vetores u,v,w sido LI. Mostre que os vetores u+v,u—v e
u -+ v + w também sio LI

Solugdo: Para demonstrar que os vetores u + v,u — v e u + v + w sdo LI, vamos estudar
a equacgao:

au+v+bu—v+cut+v+w=0
Expandindo e agrupando temos:
(a+b+c)u+(a—b+c)v+cw=0

Como u, v, w sdo LI temos que:

a+b+c=0
a—b+c=0
c=20

Resolvendo o sistema anterior temos que a = b = ¢ = 0. Consequentemente temos que
au+v+bu—v+cu+v+w=0=a=b=c=0

e logo os vetoresu +v,u—veu-+v+wsado LL O

Exercicios.

—
Ex. 2.1 — Dados os vetores a = OA, b = O?, c = O? entdo se zﬁ = %Ic e ﬁ = ga.
Escreva o vetor [ﬁ em fungdo de a, b, c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a,b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como

combinacdo de a e b.
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Ex. 2.3 — Dados os vetores a,b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como

combinacdo de a e b.

135°

120 3

—
Ex. 2.4 — Em um tridngulo ABC o ponto M é tal que 3BM = 7MC. Escreva o vetor AM
em funcéo de zﬁ e R

Ex. 2.5 — Se AB + BC = 0, prove que os vetores O—IZLO? e OC sdo LD para qualquer
ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI. Mostre que os vetoresu +v, —u — v+ w
e u+ v+ w também sio LI

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI e seja
t =au+bv+cw.

Mostre que os vetores u +t,u +v e w + t sdo LI se e somentese a +b + ¢ # —1.

Ex. 2.8 — Mostre que:
a) Se os vetores u, v sdo LD entdo os vetores u, v, w sdo LD.

b) Se os vetores u, v, w sdo LI entdo os vetores u, v sdo LI

—
Ex. 2.9 — Dados a,b vetores LI, sejam OA = a + 2b,0? =3a+2be (f = ba + xb.
Determine x de modo que os vetores AC e BC sejam LD.

—
Ex. 2.10 — Dado o tetraedro OABC, se denotarmos a = OA, b = O? ec—= (f, M o
ponto médio de AB, N o ponto médio de BC e Q o ponto médio de AC e P o ponto tal
$ 2% _
que OP + 50c. Calcule em fungdo de a, b, vetorc:
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1.2.1 Caracterizacio Geométrica de LD e LI

A dependéncia e independéncia linear de vetores de V2 e V® pode, também, ser caracte-

rizada geometricamente:

Teorema 1.18 (Caracterizacdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para

vetores em V2 e V3 temos:
1. Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.
2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sio paralelos.
3. Trés vetores u, v, w sio linearmente dependentes se e somente se u, v e W sdo coplanares.
4. Quatro ou mais vetores sio sempre linearmente dependentes.

A demonstragdo dessa teorema serd feito na préxima secdo apés introduzirmos o con-
ceito de base. Antes disso, porém, ilustraremos como utilizar essa caracterizagdo para

resolver problemas geométricos.

Exemplo 1.19 Sejam My, My, M3 os pontos médios dos lados AB, BC e CA do tridngulo ABC.
Prove que as trés medianas tém um tinico ponto comum, que divide AM;, BMy e CM3 na razdo
2 para 1. Esse ponto é conhecido como baricentro do tridngulo.

A

M, M3

Solucdo:
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Dividiremos a resolucdo em duas etapas:

1% Etapa: Mostrar que as medianas AM; e BM; se intersectam num ponto G que divide AM;

e BM» na razdo 2 para 1, ou seja, que:

ngm Eéng—Mz.

2% Etapa: Mostrar que C, G e M3 sdo colineares e que G divide CMj3 na razdo 2 para 1, i.e.,

cﬁ:gc—m

Resolvidas as etapas seguird de modo natural que o baricentro divide as medianas
na razdo 2 para 1. De modo a tornar a notagdo da resolu¢do mais limpa, chamemos os
vetores zﬁ e R de a e b, respectivamente. Observe que, como os vetores a, b ndo sao
paralelos pelo eles sdo LI. E expressaremos todos os demais vetores da figura em
fungdo desses vetores. Fixada a notagdo, passemos a cada uma das etapas:

1% Etapa: Agora para estudarmos a interseccdo G das medianas AM; e BM,, expressaremos
% _
os vetores AM; e BM; em funcgéo de a, b.

Observamos inicialmente que pela definicdo de subtragdo que Eﬁ =a—b. E assim:

s
AM;

1 1 1

— — 1 1
BMzzBA—kER:—a—FEb

Como os pontos A, G e M; sdo colineares temos:
— A
AG = AAM,; = Z(a+b).

Analogamente:

3l

=uaBM; =« <—a+%b>.

Observamos que, nesse estdgio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos
AM; e BM; na mesma proporcdo. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e «)
para os escalares das equagdes acima.

E fécil ver que uma equagao envolvendo os vetores AG e BG &

BG = BA + AC.
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Donde temos:

1 A
oc(—a+§b> ——a+§(a+b).

Isolando os vetores a, b temos entéo:

A x A
at1-2)4p(E-2) =0
a(-a+1-3)+0(5-3)
Como a, b sdo LI segue entdo que:
{ —a+1-— % =0
A
2-2=0
Desse sistema obtemos entéo:
2
= /\ = —.
‘ 3
Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BM; na razdo 2 para

1.

2% Etapa: Para mostrar que C, G e M3 sdo colineares, mostremos que a equagdo
——
CG = BCM,

com incognita em S admite solucdo real.

o
Inicialmente escrevamos C% e CM3 em funcéo de a, b:
1 2
C?:R—R: ga—gb,

CMS:AMg—R:%a—b.

Temos assim a seguinte equacédo:

(- 3)-e (i)

Isolando a, b temos:
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Tal sistema admite uma solugéo:
2
p=3

Dessa forma temos que os pontos C, G e M3 sdo colineares e que G divide CM3 na

razdo 2 para 1.

Exemplo 1.20 Dado as retas r e s e um ponto O ndo pertencente as retas. Dadas duas retas t;
e rp, que interceptam r e s nos pontos A, B, C, D conforme a figura abaixo. Mostre os segmentos

AB e CD silo paralelos se e somente se

loA] _ o]
lacl - |BD]]

"

Solucao:
Como os pontos O, A, B ndo sdo colineares, os vetores u = OZ ev — (ﬁ nao sio

paralelos e assim sdo LI. Como os segmentos AB, CD sao paralelos temos que
AB = ACD
Como OC & paralelo a OA temos que
OC = xu
De modo andlogo temos que
OD = yv

E assim

B - OB - 5C - v —xu
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Consequentemente
zﬁ:v—u:)\(yv—xu)
e logo
1-Ax)u+(Ay—1)v=0
Como os vetores u, v sdo LI, temos que
{1—Ax=0
Ay—1=0
elogox =y =1.
E finalmente temos que

loA] _ [|oB]
lac] |[BD]

Faremos agora a reciproca. Se

|OA]| _ [|OB|
lAcl - [IBD]|
entao
lac| _ |BD]
loAll [|OB|
e assim
|OA[| +[|AC] _ [OB]| + |[BD]
oAl loB| -
_oc_op
OA OB
e assim igualando a k, temos que ”8—515‘\ = “g—g” =k

Como os segmentos OC e OA sdo paralelos temos que OC = kOA. De modo similar
temos que OD = kOB

E assim

AB=0A— 0B
CD = OD — OC = k(OA — OB)

Consequentemente os vetores 1@ e @ sdo paralelos.
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Exemplo 1.21 Dado um paralelogramo ABCD. Seja | uma linha reta que mtercepta AB, AC
e AD nos pontos By, Cy e Dy respectivamente. Prove que se 1@1 = Alzﬁ ADq = Azzﬁ e
AC1 Agzﬁ entdo:

NTm A

Solugao: Assuma que 1@ =a, zﬁ =be R = a+b. Entédo 1@1 = Ma, zﬁl =Abe
ACy = A3(a+Db)
Como os trés pontos Ay, By e C; estdo na mesma reta entdo:

B1C1 = kBlDl (1.16)

—
Mas B1C; = AC1 — AB1 = (A3 — A1) a+ Asb
e
e BiD1 = AD; — AB1 = —Aja+ Ayb
Substituindo as expressdes acima em obtemos:

(Ag, - Al) a+ Asb = —kAja+ kAb
Isolando a, b:
a(/\3 — M —l—k}\l) —l—b(}\g, —k}\z) =0

Elogo Az — A1 +kAy =0e A3 —kAy =0.
Da segunda equagdo obtemos k = j\\—; Substituindo k na primeira equagéao e dividindo
a mesma por AAz segue

1 1 1

As M Ay

Exercicios.
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Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo AMNO e e C um ponto na
diagonal OM tais que

OB = —ON

e (Y —OM Prove que os pontos A, B e C estdo na mesma reta.

Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo MNPQ, seja A o ponto de intersec¢do das diagonais
e sejam B e C os pontos médios dos lados opostos MN e PQ. Prove que se os pontos A, B
e C estdo sobre a mesma reta entdo MNPQ é um trapézio (um trapézio é um quadrildtero
com dois lados paralelos).

Ex. 2.13 — Os pontos P e Q dividem os lados CA e CB de um tridngulo AABC nas
razoes

X ¥
1—-x"1—y

respectivamente. Prove que se 1@ = }\1@ entdo x =y = A.

Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrildtero ABCD se interceptam no ponto
P, que divide o segmento AC na razdo m : n e o segmento BD na razdo m’ : n’. Dado
Q o ponto de interseccdo das retas contendo os segmentos AC e BD. Encontre a razdo

AQ:DQe BQ: CQ.

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um segmento ligando dois vértices
ndo pertencentes a uma mesma face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo
dividem-se mutuamente ao meio.
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Ex. 2.16 — Dado um tridngulo AOAB, sejam C e D pontos sobre o lado AB dividindo
esse segmento em trés partes congruentes. Por B tragamos a reta paralela a OA, e sejam
X e Y a intersec¢do dessa reta com as retas ligando OC e OD respectivamente.

— =
a) Expresse os vetores OX e OY em funcédo de O—/i e 5% .
b) Determine as razdes nas quais X divide BY, C divide a OX e D divide a OY.

Ex. 2.17 — Num quadrilatero ABCD, o Q o ponto de intersecgdo das diagonais AC e BD
se interceptam dividem as diagonais nas razdes % e % respectivamente. Em qual razdo

divide o ponto P determinado pelas intersec¢do os lados AB e CD a estes segmentos.

Ex. 2.18 — Dado o ponto médio da mediana AE do triangulo AABC se a reta BD corta

o lado AC no ponto F, determine a razdo que F divide AC
C

Ex. 2.19 — Dado um tridngulo AABC e I um ponto interior ao tridngulo. Passando por
I, tracamos os segmentos @, K,ﬁ paralelos respectivamente a ﬁ, BCeCA respecti-
vamente. (Com os pontos P, S em AC, T, Qem BC e U, R em AB. Demonstre que

POl [IRS|| _[ITull _

=2
lAB|  IBC]| ~ [[cA]
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1.3 BASES

revisar bases

Dizemos que um conjunto de vetores {v;},_; , gera o espaco (um dado plano) se
qualquer vetor w do espago (do plano) puder ser escrito como combinagdo linear dos

vetores {v; }izl,.,.,n

W = i /\ivi
i=1

Defini¢do 1.22 Uma base para o espago (um dado plano) é um conjunto ordenado de
vetores {v;} linearmente independentes e que geram o espaco (o plano).

Intimamente relacionado ao conceito de base estd o conceito de dimensdo de um
plano/espaco. A dimensdo serd definida como o ntiimero de vetores numa base, ou seja,
o namero de vetores independentes a partir do qual podemos obter todos os outros.

Teorema 1.23 [da base para planos]Qualquer vetor £ pode ser escrito de maneira tinica como
combinagdo linear de dois vetores ndo nulos e nio paralelos e; e ey, isto é:

f = mey +nep

com m e n € R iinicos. Ou seja, dois vetores ndo nulos e ndo paralelos formam uma base para V2.

Demonstra¢dao: Considere um ponto arbitrdrio O do espago. Primeiramente observe que
f é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e termina em P, i.e., seja
f = OP. Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que
passa por O. Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E f4cil ver, entdo, que
f = OK + KP.
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O e nep

Figura 1.20: Teorema da Base para Planos

Como I@ é paralelo a u, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, I@ = Aqu. De maneira
andloga OK = Agv. Desta forma temos:

f= /\111 + /\2V.
A unicidade é imediata a partir da Proposigdo O

Corolario 1.24 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Ou seja, o plano tem di-
mensio 2.

Teorema 1.25 [Base para o Espago]No espago tridimensional, sejam eq, ey, e3 trés vetores nio
nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor £ no espago
pode ser escrito como combinagdo linear tinica de ey, ey, e3, isto é:

f=les +mey + nej

com I,m,n € R. Ou seja, trés vetores ndo nulos, nio paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo
plano formam uma base para V>

P
f nes
e
e leq
? .......
€ . Fme
Ok-.. |/ "%
Yk

Figura 1.21: Teorema da Base para o Espaco

Demonstracdo: A demonstragdo é andloga a demonstracdo anterior. Comegamos esco-
lhendo representantes dos vetores f,u, v, w que comecam no ponto O (veja a figura ??).
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Seja entdo a reta paralela a w passando por P. Essa reta intercepta o plano determinado
por u, v no ponto K.

O vetor O? estando no mesmo plano que u,v, pode ser escrito como combinagdo
linear desses vetores:

& = Mu-+ Ay

O vetor ﬁ é paralelo a w, i.e, ﬁ = Agw. Finalmente como OTg = O? + ﬁ temos
que:

f= AMu~+ Av + Azw.
O

Corolario 1.26 Toda base para o espago tem exatamente trés vetores. Ou seja, o espago tem
dimensio 3.

Uma vez provados esses resultados demonstremos o teorema de caracterizagdo geométrica

da dependéncia e independéncia linear, que apresentamos na se¢do anterior:

Teorema 1.27 (Caracterizacdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para
vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.
2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.
3. Trés vetores u, v, w sio linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

4. Quatro ou mais vetores sio sempre linearmente dependentes.

Demonstragio: 1. Se v = (. Dai temos que Av = 0 para A = 1 # 0. Dai pela
Proposigdo [[-14] segue que v é LD. Reciprocamente, se v é LD entdo Av = 0 para
A # 0 e consequentemente v = ().

2. Se u é paralelo a v. Pelo Coroldrio 2, ou u = Avou v = fu (A, 0 € R). Logo, como

um dos vetores é necessariamente combinagdo linear do outro, segue que u,V sao
LD.

Por outro lado, se u, v sdo LD entdo um dos vetores é combinacao linear do outro,
i.e., temos que u = Avouv = fu (A, 0 € R). E assim, pelo Corolario @2} temos que

u, v sdo paralelos.
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3. Se trés vetores u,v,w sdo coplanares temos dois casos a considerar ou u,v sdo

paralelos, ou u, v ndo sdo paralelos.

Se u, v sdo paralelos, pela argumentagdo acima, um dos vetores é combinagao linear

do outro. Suponha, sem perda de generalidade, que u = Av. Temos entdo que:
u = Av + Ow.

Logo u é combinagdo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo LD.

Se u, v, w sdo coplanares e u, v ndo sao paralelos, pelo Teorema [T.23] temos que
W= Au+ Ay,

para Ay, A € R. Assim, os vetores u, v, w sdo LD.

Reciprocamente, suponha que u,v,w sdo LD. Temos entdo que um dos vetores
é combinagdo linear dos demais. Suponha, sem perda de generalidade, que u =
Av + 0w. Segue que o vetor u é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e
pelos vetores v e w (Por qué?). Logo os vetores u, v, w sdo coplanares.

4. Considere n vetores vq,vy,...,Vy, com n > 4. Duas coisas podem ocorrer: ou os

V1, V2, V3 sdo coplanares ou ndo o sdo.

Se vq, vy, V3 sdo coplanares, pela argumentagao acima, um dos vetores é combinacao

linear dos demais. Suponha v; = Avy + 6vs. Segue que:

n
vi = Avy + Ovs + ZOVI‘.
i=4

Logo vy,Vy,..., vy sdo LD.

Caso V1, V3, V3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema
vy = Ay + Avp + Agvs,

para Ay, Az, A3z € R. Dai temos:

n
vy = AV + Apvo + Agvy + Z Ov;.
i=5

Logo, v, Vv2,..., vy sdo LD.

Exercicios.
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Ex. 3.1 — Mostre que os vetores u,v,w sdo coplanares se, e somente se, um deles é

combinacdo linear dos outros dois.

Ex. 3.2 — Prove que se o conjunto de vetores {u,v} é uma base para o plano, entdo o
conjunto {u + v,u — v} também é uma base para o plano.

Ex. 3.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} formam uma base para o espago,
entdo o conjunto {u + v,u — v,w — 2u} também formam uma base para o espago.

Ex. 3.4 — Dado um tetraedro ABCD explique por que os vetores zﬁ, R,zﬁ formam
uma base para o espago.

Ex. 3.5 — Descreva uma base para os planos xy, yz e xz.

Ex. 3.6 — Descreva uma base diferente da anterior para os planos xy, yz e xz.

1.4 SOMA DE PONTO COM VETOR

Dado um ponto P e um vetor Ed podemos definir a soma de
ponto com vetor do seguinte modo.

Seja um representante de v que comeca em P e seja Q o ponto Q
final desse representante. Definimos entao: v

P+v:=Q

Ou seja, a soma do ponto com o vetor v nos retorna a translagao
do ponto P ao ser transportado pela direcdo, sentido e compri-
mento de v.

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos
que P+ v = Q se e somente se Iﬁ =vV.

Se escolhermos um ponto fixo no espago O que chamaremos de origem, cada ponto P

do espaco (ou plano) pode ser escrito como

P=0+0P
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Nesse caso o vetor (ﬁ é dito vetor posicao de P.

Proposicdo 1.28 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:
1. P+O0 =P
2. P+u=P+vseesomenteseu =v
3. (P+u)+v=P+ (u+v)
4. (P+u)—u="P

5. P+PO=0Q

Demonstra¢do: Faremos a demonstragdo dos trés primeiras propriedades e deixaremos
as outras como exercicio ao leitor.

1. E imediata pois PP =0

2.5¢e P+u=P+v,sejaQ =P+ u,entiou = @:veassimu = v. A reciproca é
imediata.

3. Seja Q1 =P+u, Q = Q1+veQ3 =P+ (u+v). Para demonstrar que (P + u) +
v = P+ (u + v) basta mostrarmos que Q> = Qs.

Por definigdo Q; = P + u implica que u = PQ;. De modo andlogo, Q> = Q +v,
implica que v = Q1Q2 e Q3 = P+ (u + v) implica que (u+v) = PQs.

Logo
PQ; = (u+v) = PQ| + 010 (1.17)
- PQ; = PQ, (1.18)
= B=0Q0 (1.19)

Exemplo 1.29 Dado AABC um tridngulo e P um ponto sobre BC. Se Q = P + AD + PB + 1%
demonstre que ABQC é um paralelogramo e assim Q ndo depende da escolha de P.
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A g
Solugdo: Como Q = P+ AP + PB + PC entao
PQ = AP + PE + PC
e logo
AQ — AD = AP+ AB — AD + AC — AD
e logo
AQ = AB + AC

E assim Cﬁ = @ — AC = AB. De modo analogo podemos provar que B@ — ACe
assim ABQC é um paralelogramo.
O

Exemplo 1.30 Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer. Entdo o baricentro G do
triangulo AABC é dado por:

—>
G:O+OA+(?+O—C>

pe—

Solucdo:
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Seja

P=0+

OA + 0B + 0C
- .

ComoO?:(T‘l—kﬁeO?:O—zzl—FR,temosque:

OA+OA+ AB+OA+ AC
3

P=0+
que simplificando fica:

p:o+62+@%g@

E como A = O + OA, a expressdo anterior é equivalente a:

P=A

No exercicio ja provamos que AG = M ou na forma de soma de ponto com

vetor que:

G=A+

AB+ AC
3

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

H
Gzo+0A+2ﬁﬂf

Exercicios.

Ex. 4.1 — Prove que:
a) (P+u)—u="~P
b) P+ u=Q+v entio u =PQ+v
0 P+PO=0Q

Ex. 4.2 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao

meio.
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Ex. 4.3 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que zﬁ + ];}4 =0

Ex. 4.4 — Dados A, B dois pontos distintos e A um ntmero real, Determine vetorial-

mente o ponto M no segmento AB tal que || AM|| = AMB.

Ex. 4.5 — Seja ABCD um quadrilétero. Se E é o ponto médio do lado AB e F é o ponto
médio do lado oposto DC, prove que Ef = : (zﬁ + B?)

Ex. 4.6 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do tridngulo
—
ABC. Prove que GA + Gh + GC =0.

Ex. 4.7 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de
um trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 4.8 — Prove que existe um tinico ponto comum as bissetrizes internas de um tridngulo

e que esse ponto, conhecido como incentro do tridngulo € interior a ele.

inserir res-
postas dos
exercicios

Ex. 4.9 — Dado ABCD um tetraedro, seja M o ponto de encontro das medianas do
A
tridangulo ABC. Exprima o vetor DM em fungdo dos vetores Iﬁl, ﬁ e Iﬁ

Ex. 4.10 — Prove que se os pontos A,B,C formam um triangulo equildtero entdo os
pontos A + v, B+ v,C + v formam um tridangulo equildtero para qualquer v.

Ex. 4.11 — Dado ABCD um quadrildtero, e O um ponto qualquer e seja P o ponto médio

do segmento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que

P:OJ&(O_/HO?JFO?JFO?)

Ex. 4.12 — Demostre que o baricentro de um tridngulo, é também o baricentro do tridngulo

cujos vértices sdo pontos que dividem os lados do primeiro na mesma razdo.
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—
Ex. 4.13 — Mostre que dados os vetores mOA e n5§, sua soma é igual a (n + m)@,
sendo P o ponto de intersec¢do do segmento AB com a reta OR, onde R = O + mOA +

nOB.

R

Ex. 4.14 — Dado O o circuncentro e H o ortocentro de um tridngulo AABC, mostre que:

a) OTZX—FO?—FO?:O—I){
b) HA+ HB + HC = 2HO

1.5 EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Exercicios.

Ex. 5.1 — O objetivo desse exercicio é definir formalmente quando dois segmentos ori-
entados possuem o mesmo sentido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos
AB e CD. Dizemos que esses segmentos possuem o mesmo sentido se os segmentos AC
e BD ndo se intersectam. Segmentos que ndo possuem o mesmo sentido sdo ditos de
sentidos opostos
a) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem o mesmo sentido e CD e EF
possuem o mesmo sentido entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.
b) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem sentido opostos e CD e EF pos-
suem sentidos opostos entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.

— —  —
Ex. 5.2 — Prove que se lﬁ = P’'Q’ entdao PP’ = QQ'.

Ex. 5.3 — Dado um tridngulo ABC e sejam D, E e F os pontos médios dos lados BC,CA

e AB respectivamente. Mostre que

ﬁ+ﬁ+5ﬁ:0
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Ex. 5.4 — Mostre que zﬁ + 6% + 2134> e %R sdo colineares;

Ex. 5.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K, L os pontos médios dos lados BC
e CD. Escreva o vetor BC como combinagdo dea = AKeb = A

C L D

Ex. 5.6 — Mostre que as alturas de um tridngulo AABC de angulos &, B, 7y se interceptam
num dnico ponto, denominado ortocentro cujo vetor posicao é:

tgaa + tg Bb + tgyc
tga +tgB+tgy

Ex. 5.7 — Mostre que a bissetriz de um tridngulo AABC se interceptam num tnico
ponto, denominado circuncentro cujo vetor posigdo é:

sen2xa + sen2pBb + sen2yc
sen2x + sen2p + sen2y

Ex. 5.8 — Num plano sdo dados dois tridangulos AABC e ACDE. Sejam G, H, I os pontos
médios dos segmentos AC, BD e CE respectivamente. Mostre que os baricentros dos
tridngulos AABC ADEF e AGHI sdo colineares.

S
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Ex. 5.9 — Mostre que para vetores ndo colineares a e b a igualdade:

mia+ n1b = mpa + npb
equivale ao sistema de igualdades

my = myp ny =np

Ex. 5.10 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam E e F pontos nos lados BC e CD de

modo que

IBF| _, IDE| _

IEC]] IEC]|
sendo y, A nmeros reais positivos. Os segmentos FD e AE se intersectam no ponto O.
Determine %.

Colocar

Aplicagoes

a Fisica:

Estética,etc

45



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

VETORES EM COORDENADAS

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico.
Apesar de tteis as defini¢des geométricas acabam perdendo um pouco de seu poder
quando nos deparamos com problemas mais complexos. Por isso é necessdrio que te-
nhamos em maos uma representagdo algébrica, ndo apenas de vetores, mas de todo o
espago Euclidiano. E essa representagdo que nos permitird fazer calculos mais finos e
assim facilitar o estudo de resultados mais complexos.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representagdes ja foram dados no
capitulo anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continui-
dade a estas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até
agora para encontrar representa¢des algébricas ndo apenas para vetores, mas também
para os pontos do espago Euclidiano. Tais representa¢des serdao chamadas de sistemas de
coordenadas, e serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, definimos sistema de coordenadas como uma identificagdo continua
do plano (espago) euclideano com uma regizo de R? (IR%) que nos permita localizar pon-
tos através de pares (triplas) de nimeros reais.

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e pontos no espaco de modo
a obter um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (ey, ez, e3) uma base de V?, pelo

teorema da base para o espago, temos que qualquer vetor P
v pode ser representado como:
v Azes
e
v = Aje1 + Azey + Azes, e1 Aey
? .......
onde os coeficientes A1, Ay, A3 sdo tGnicos. €2 5? Ases
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijegdo *V K

entre V3 e R3:

h:V:— RS

VvV —— (/\1,)\2, )L3)

Lembramos ao leitor que bije¢ao é uma funcdo que identifica univocamente os elemen-

tos do dominio com os do contra-dominio. Mais precisamente uma fungédo bijetora é uma
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aplicagdo simultaneamente injetora, isto é, que leva elementos distintos do dominio em
elementos distintos da imagem, e sobrejetora, ou seja, tal que todo elemento do contra
dominio é imagem de algum elemento do dominio.

Devido existéncia da bijecao descrita acima, definimos a seguinte notagao:

V. <A1,/\2, /\3)3.

Chamamos (A1, A2, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

Considere agora o espaco Euclidiano (IE3). O primeiro passo necessério para encontrar-
mos um sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espago. Observe que para
isso ndo basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente, vetores nao
sdo localizados no espago. Assim torna-se necessaria a escolha de um ponto qualquer
para nos servir de referéncia. Fixemos entdo um ponto O € E® a que chamaremos de
origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as posi¢des de todos os pontos
de [E? serdao determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em [E® pode ser escrito como P = O + OT%

Tal igualdade nos permite identificar univocamente pontos de [E> com vetores de V3:

1B — V°
P+— (ﬁ
Chamamos assim (7’ de vetor posicdo de P.

Tomando a composta ¢ := i1 o 1 obtemos uma bijecio entre os pontos de E® e os

elementos de R%: a cada ponto P podemos associar a tripla (A1, A2, A3).

2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS

Motivado pelo exposto acima, definimos um sistema vetorial de coordenadas no espago
Y. como o conjunto formado por uma base de vetores B = (ej, ez, e3) e um ponto O,
chamado de origem do sistema de coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas

por
X =(BO).

A bijegio entre E® e R3 dada por : devido a ¥ nos permite definir a seguinte notagao:
P: (A‘llAZI AS)Z/

onde (A1, A2, A3) sdo as coordenadas do vetor posi¢do O? na base 5. Chamamos, nesse
caso, (A1, A2, A3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas X.
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Observacao 2.1 Fixado um sistema de coordenadas X, é usual representar as coordenadas de um
vetor v na base BB associada a ¥. também por (A1, Az, A2)x.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas X e a base B_e)stdo claros pelo contexto é comum,
também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor posi¢io OP indistintamente por suas coorde-
nadas: (A1, Az, A3) (sem indicar os sub-indices . ou 3). Nesse caso cabe ao leitor entender pelo

contexto a quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, verifique que podemos de forma totalmente andloga a descrita acima iden-
tificar pontos do plano euclideano [E? com vetores de V2 e com elementos de IR?. Para
isso tudo que precisamos é de um sistema de coordenadas ~ = (B,0) onde B é uma
base de V2, ou seja, um conjunto formado por dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para V3, deixando implicita sua
validade em V2.

Se i, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais dois a dois e de norma
1, entdo o sistema de coordenadas ¥ = (B,0) onde B = (i, j, k) é chamado de sistema
cartesiano de coordenadas. Daqui em diante as letras i, j e k sempre denotardo vetores
ortonormais.

Um sistema de coordenadas cujos vetores ndo sdo ortogonais é dito sistema de coor-

denadas obliquo.

€3
@) e
€2
Figura 2.1: Sistema
de Coordenadas Orto- Figura 2.2: Sistema de
normais Coordenadas Obliquo

Exemplo 2.2 Dado um retdngulo ABCD conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coorde-
nadas dos pontos A, B, C, D e dos vetores ﬁ e R nos seguintes sistemas de coordenadas:

1. Z] = (Bl, A) onde B] = (el, ez).

2. Xp = (By,B) onde By = (e3, %e1).
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Solugdo: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B,C, D no sistema X;. Para
isso devemos escrever os vetores AA, z@, AC e AD como combinacgio linear de e e e;.
Por definicdo

1@ =€ e zﬁ = €.
Temos também que

R:el—kez

-— . . .
e que AA, sendo o vetor nulo, é igual a Oe; + Oey. Assim as coordenadas sdo

A:(0,0)g, pois AA = Oe; + Oep
B:(1,0)y pois AB=1le, +0e;
C:(1,1)5, pois AC = 1le;+1le;
D:(0,1)y, pois AD = Oe; + leo.

Para encontrar as coordenadas dos vetores BD e AC basta observar que
ﬁ):—eﬁ—ez e R:elﬂLez,
e portanto temos
BD: (~1,1)y,
AC: (1,1)y,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B, C, D no sistema X = (A, es, %el) .
—
Para tanto devemos escrever os vetores BA, ﬁ, B% e ﬁ como combinacgao de f; e f;,
sendo f;i = ez ef, = %el.
Observe que

1
B—1>4 = —€1 — —2 <§e1> = —2f2,

ﬁ = 0f; + 0f, (vetor nulo),
B_&: e = —e3+e; = —1f; +2f,
ﬁ:e3—2e1 :f1 —4f2.

50



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

E assim as coordenadas dos pontos sao

O 0 = >
|
S
g

Calculando as coordenadas dos vetores ﬁ) e R, usando que e; = e3 — e; obtemos
que

ﬁ:—E1+E2:eg—261:f1—4f2

R:e:'?:fl/

e portanto vale
BD: (1, —4)y,
AC: (1,0)y,.

Exercicios.

Ex. 1.1 — Dado o hexdgono regular ABCDEF de centro O, conforme a figura abaixo:
D

A B

Determine as coordenadas dos pontos O, A, B,C, D, E e F nos seguintes sistemas de co-
ordenadas:

a) (0;0C,0D)
b) (0;0C,0F)
o) (B;BC,BO)
d) (B;BC, BE)
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Ex. 1.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos sistemas de coordenadas
do exercicio anterior:

a)@
b) BD
C)R
d) BE

Ex. 1.3 — Dado o paralelogramo retangulo ABCDEFGH abaixo. Sejam e; = zﬁ, e =
R, es = AF, e4 = AE.

Determine as coordenadas dos pontos A, B,C,D,E,F,G e H nos seguintes sistemas de
coordenadas:

a) (A;eq;epe3)
b) (A;ezeq;e3)
c) (A;eseq;e3)
d) (H;eq; e e3)
e) (G;— e3,2e1,3e3)
) (A;les;ler;tes)

—
Ex. 1.4 — Determine as coordenadas dos vetores zﬁ, R, ;@, zﬁ, ﬁ, I-Té,EH nos se-
guintes sistemas de coordenadas:

a) (A;e1;ee3)

) (A;ep el e3)
c) (H;eq; ez e3)
d) (H;ep e e3)
e) (G;—es; 3eq;3e3)

2.1.1 Operacgdes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos

saber como operar com estas representagdes. A proposigdo abaixo nos diz como as
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operagdes com pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a

representagdo que acabamos de apresentar.

Proposigdo 2.3 Seu: (a1,a2,a3)y, V: (b1, b2, b3)5 e P: (p1, p2, p3)y entdo:
1. u+v:(ay+ by, a2 + by, a3 + b3)y
2. Au: (Aay, Aay, Aaz)y,
3. P+u: (a1 +p1, a2+ p2,a3 + p3)y

Demonstragao:

1. Dado um sistema de coordenadas ¥ = (B,0), onde B = (e, ez,€3), como u :

(a1,a2,a3)5 e v : (by, by, b3)y, por defini¢do temos que:

u = aje;+azex +ases
v = bie; + brey + bses
E logo
u+v = ey +aer+ases+ bie; + brer + bzes

= =(a1+Db1)e;+ (a2 +by)ey + (a3 + bz)es
E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas X sdo
u+v:(a;+by,a;+by,as+ bs)
2. Como u : (a1,4az,a3)y, por defini¢do temos que:

u = aje; +axex +ases

Desta forma temos que

Au = A(aje; +axer + azes) (2.1)

= Aaje; + Aarep 4+ Aases (2.2)

E consequentemente:
Au: (/\Lll,}\az, /\LZ3)

3. Fica como exercicio para o leitor.
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0

Considere fixado um sistema de coordenadas ¥ = (B,0). Observadas as operagdes
com pontos e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida é: dados

os pontos A : (ay,az,a3) e B : (b1, by, b3), como podemos encontrar as coordenadas do
vetor AB?

—
Observe que, pela defini¢do de subtragdo de vetores, vale que zﬁ = @ — OA. Entdo,
como O—fi = aje1 + are; +azes e 5% = bie1 + bye, + bses, temos:

AB = (by —ay)er + (b —az)ep + (b3 —az)es
AB = (b1 —ay,by — ap, b3 — az)

Tal igualdade dé origem a notacdo de Grassmann que diz:

AL =B - A.

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma notacdo ja que em nenhum

momento foi definida soma ou subtragdo de pontos.

Exemplo 2.4 Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C: (1,1,0) determine as coordenadas
1. dos vetores 1@, B%
2. do vetor z@ + %B%
3. do ponto C + %1@
Solucio:
AB:(1-1,1-3,1-2)=(0,—2,—1)
BC:(1-1,1-1,0-1) = (0,0,-1)
AB + %ﬁ = (0,-2,-1) +2(0,0,~1) = (0,2, ~1— %) = (0,~2,—

3

ctlab=10+ 0 2-1=00-)
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Exemplo 2.5 Achar o ponto médio M = (my, mp, m3) de um segmento com ponto inicial A =
(a1,a2,a3) e B = (b1, by, b3), num sistema de coordenadas . = (B,0), onde B = (e1, ez, e3).

—
Solucgdo: Primeiro vemos que zﬁ = 2AM j& que possuem o mesmo sentido e Hzﬁ” é

——
duas VezesHAMH.

Assim
(bl — a1)e1 + (bz — a2)32 + (bg — 63)E3 = 2(7111 — a1)e1 + 2(7112 — az)ez —|—2(H13 — a3)e3
o que implica que
bi —a;j = 2(m; — a;),
para todo i € {1,2,3}. Logo

bi—ai
= —I

n; >

para todo i, e

(bi+ay by+ax bz+az
M.( b bt bt
O

De posse da representagdo dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios

para a dependéncia e a independéncia linear de vetores:

Teorema 2.6 Os vetores u : (ay,az,a3), v : (b1, by, b3) e w: (c1,c2,¢3) sio LI se e somente se

ap dp 4as
by by by | #£0
ci1 C2 (3

Demonstra¢do: Os vetores u, v, w sdo LI se o sistema:
xu+yv+zw =0 (2.3)

Tiver somente a solugdo trivial x =y =z =0
Em coordenadas podemos expressar a equagao 2.4 como:

x (a1,az,a3) +y (b1, b2,b3) +2z(c1,62,¢3) =0 (2.4)

E logo teremos o sistema:
ax+by+cz=0
axx + by +cz =0
a3x + b3y +c3z =0
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Pela regra de Cramer (ver Apéndice[C|pdg.[C.3]) o sistema anterior tem solugao tinica
se e somente se

a a as
by b, bz | #0
1 C (3

Exemplo 2.7 Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam LD, onde:

v=(01m+1m+2) w=(1,0,m) k=(0,223)

Solugdo: Para que os vetores sejam LD, pelo teorema [2.6] 0 seguinte determinante deve
se anular:

1 14+4m 2+m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

1 1+4m 2+m
1 0 m =1-3m
0 2 3

E assim queremos determinar os valores de m para os quas 1 — 3m = 0 e assim m = %
O

Exercicios.

Ex. 1.5 — Os pontos médios dos lados de um tridngulo sdo (2,5),(4,2) e (1,1). Deter-
mine as coordenadas dos trés vértices.

Ex. 1.6 — Dados dois pontos P : (x1,y1,21) € Q : (x2,Y2,22), encontre a coordenada do
ponto R, que se encontra sobre o segmento ligando os pontos P e Q e tal d(R,Q) =
Ad(R, P).
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Ex. 1.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta que une os pontos médios
das laterais de um trapézio é paralelo as bases e sua medida é a média aritmética das

medidas das bases.

Ex. 1.8 — Prove que se u : (a1,a2,a3)y, € P : (p1, p2, p3)y, entdo:

P+wu: (a1 +p1,a2 + p2,as + p3)y

Ex. 1.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sdo L.L
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,1)}
b) {(1,-1,1),(-1,21),(-1,2,2)}
o {(1,01),(0,0,1),(2,0,5)}

Ex. 1.10 — Exprima o vetor w : (1,1) como combinagdo lineardeu: (2,—1)ev: (1,—1).

Ex. 1.11 — Sejamu = (2,1) e B = (1,3). Mostre que todo vetor (c3, c2) pode ser expresso

como combinacédo linear de u, v

Ex. 1.12 — Sejamu = (1,1,1), v=(0,1,1) e w = (1,1,0) vetores no espago.
a) encontre as componentes de um vetor z = (a,b, c) na base formada por u, v, w.

b) Mostre que se z = 0 entdo as componentes de z na base formada por u, v, w sdo
todas iguais a zero.

¢) encontre as componentes de um vetor z = (1,2,3) na base formada por u,v, e w.

Ex. 1.13 — Mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1,a3,a3) e v : (b1, by, b3) sdao LD se e
somente se existe A tal que:

(a1,82,a3) = (Ab1, Aba, Ab3)
Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sdo LI ou LD:
a) u=(1,23) v=(4,56)

b) u=(1,0,3) v=(-20-6)
) u=(125 v= (31}
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Ex. 1.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1,az,a3)

e v : (b1, by, b3) sdo LI se e somente se ao menos um dos determinantes

ay az
by by

az 4as
by b3

ay as
by b3

7

é ndo nulo.

Ex. 1.15 — Determine m, n de modo que os vetores u, v sejam LD, onde:
a) v=(1,mn+1)w = (m,n,2)
b) v=(1,m—1,m)w = (m,n,4)

Ex. 1.16 — Sejam u : (m,—1,m?>+1) e v : (m> +1,m,0) e w : (m,1,1). Mostre que os
vetores u, v e w formam uma base para o espaco independentemente do valor de m.

Ex. 1.17 — Dado (e, e, e3) uma base. Determine condi¢des necessérias e suficientes
sobre a,b de modo que os vetores (u, v, w) sejam LI, com u, v, w dados por:

a) u=e; —e,v=e;t+e+e3w=ae; +be+ e;3

b) u=e; —ey+e3v=e;+er+3e3,w=ae +be,+ (b>+2a)e;

Ex. 1.18 — Dado um tetraedro ABCD, Determine a coordenadas dos pontos médios dos
lados AB,CD, BD, BC no sistema de coordenadas determinado pelo ponto A e pela base
{zﬁ, R, zﬁ} (compare com o exemplo[3-4]

2.2 BASES ORTONORMAIS E COORDENADAS CARTESIANAS

Vamos agora explorar algumas das vantagens de se trabalhar

com as chamadas bases ortonormais ou, mais geralmente, com eixo y

sistemas de coordenadas cartesianas. P:(xy)
Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetoressio =~

unitdrios (possuem norma 1) e perpendiculares dois a dois. i

Um sistema de coordenadas formado por uma base ortonor-

mal é chamado de sistemas de coordenadas cartesianas. A par- = ~
xi eixo x
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tir deste ponto vamos fixar notagéo e utilizar (i,j) para denotar
uma base ortonormal para o plano, e (i, j, k) para o espaco.

Seja B = (i,j) uma base ortonormal para V2, O um ponto
no plano e £ = (B, 0) o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado
agora um ponto P no plano considere o vetor r = O? e sua representagdo no sistema X
dada por r: (x,y), ou seja:

r = xi+yj.

Como a base considerada é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitdgoras
que
2 .12 .12
el =l + flyill
12 12
= "+ [l
X+ yz.

Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r temos que

r=/x%+y2

A mesma ideia pode ser levada para o espago, onde
obtemos que se r = xi + yj + zk, entao

r= Il =2y

Voltemos por momento para o caso planar e denote por

o angulo entre o eixo OX e o vetor r. Neste caso, ndo é

dificil ver que *,'f

x = rcos(0),

y = rsen(0).

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos também que a distdncia entre os pontos
P:(a1,az) e Q: (by,by) é dada por:

d(P,Q) = /(b1 — 1) + (b — az)?

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P : (a1,a2,a3) e Q : (b1,by,b3) €
dada por:

d(P,Q) = \/(bl —a1)? + (b — a2)? + (b3 — a3)?
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Q: (x2,y2)

(2 —y1)i

P: (X],yl) (XZ—Xl)i

Figura 2.3: Distancia entre dois pontos no plano.

Observagio 2.8 F importante observar que para realizarmos os cdlculos acima foi absolutamente
necessdrio que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular as mesmas
quantidades utilizando outros sistemas, mas as expressoes ficam diferentes e muito mais complica-
das.

Exemplo 2.9 Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distincia dos
pontos A : (1,0,2) e B: (3,2,1).

Solugdo: Temos que d(A,B) = Hz@H Como AB=B— A = (2,2,—1), segue que:

d(A,B) = /22 +22 + (-1 =3.

Exercicios. Nos préximos exercicios, as coordenadas sdo expressas num sistema carte-
siano.

Ex. 2.1 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes

dos vetores a,b,cedea-+ b+ ¢
A

Y

120° 45°

A N 30°

\
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Vetores a, b, ¢ respectivamente

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes
dos vetores a,b,cedea-+ b+ ¢

135°

Ex. 2.3 — Dados A : (—3,2), B: (3,5) e C: (0,3) desenhe o tridngulo ABC e ache:
a) A distancia entre os pontos A e B;
b) A distancia entre os pontos B e C;
¢) O vetor Iﬁi e o vetor R;
d) O vetor Iﬁ + R
e) O ponto médio do segmento AC

f) O ponto na reta AB que dista trés vezes mais de A do que de B. (Duas respostas)

Ex. 2.4 — Dados A : (4,8,11), B: (—3,1,4) e C : (2,3, —3) desenhe o triangulo ABC e
ache:

a) O comprimento dos trés lados do tridngulo;

b) Os pontos médios dos trés lados do tridngulo;

¢) Os vetores zﬁ, Eé e (jzl;

d) A soma zﬁ + IQ + C—fi Porque essa soma deve ser zero?;
e) Os angulos entre zﬁ e IQ Dica: use a lei dos cossenos;

f) A drea do tridangulo;

g) O ponto D tal que ABCD é um paralelogramo (Trés respostas)

Ex. 2.5 — Qual o ponto do eixo x é equidistante dos pontos A = (1, —3) e B = (3, —1)?
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Ex. 2.6 — O triangulo ABC, com A = (—a;0) B = (4;0) C = (0;y) ¢ equildtero. Quais
sdo os possiveis valores de y?

Ex. 2.7 — Trés vértices de um retangulo sio (2, —1), (7, —1) e (7;3) : Determinar o quarto

vértice e a area.

2.3 PRODUTO ESCALAR: ANGULO ENTRE DOIS VETORES

Em toda geometria é de fundamental importancia a medi¢do e manipulagdo de dngulos.
Veremos que, além de diversas outras aplica¢des, angulos entre vetores (ou entre vetores
e retas) podem ser usados na defini¢do de uma nova forma de representar pontos do
espaco Euclidiano (coordenadas polares). Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar
os sistemas de coordenadas para determinar o dngulo entre dois vetores u e v?

Antes de mais nada observamos que entendemos por angulo
entre dois vetores u e v 0 angulo 6, com 0 < 6 < 7, formado

por representantes de u e v.com mesma origem.

O primeiro passo é escolher um sistema de coordenadas car-

tesiano X = (B,0) com B = (i,j, k) e escrever os vetores neste

sistema, ou seja:

u = a1i +azj + ask Figura 2.4: Angulo en-
v = bii + byj + b3k treuev

Observe agora que pela lei dos cossenos

v —ul® = [[u]]®> + [|v]* — 2[Ju]|[|v[| cos(6),
e portanto
(a1 —b1)*+ (a2 — bp)* + (a3 — b3)* =
2 2 2 2 3 2
ay + a5 + a3 + by + by + b5 — 2 ||u| ||v|| cos(6).

Assim
cos(6) = a1by + azby + azbz
[[ul[ v
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Ao termo a;by 4 axby 4 azbz daremos o nome de produto es-

».
“V~ U calar (ou de produto interno ) de u por v e denotaremos por
7 > u-v.
Vﬁ /
O Resumindo:

Se X = (B,0) com B = (i, j, k) é um sistema de coordenadas
cartesiano, u = (ay,4az,a3)x e v = (by, by, b3)y, entdo definimos
o produto escalar de u e v como:

u-v:=mby +arby + azbs

e assim o angulo 6 entre esses vetores satisfaz:

u-v

)= ——
<0s(®) = TallTvI

Um fato de suma importancia é que através do produto escalar temos uma condigdo
extremamente simples para decidir se dois vetores sdo perpendiculares: segue direta-
mente que dois vetores ndo-nulos u e v sdo perpendiculares se e somente se u-v = 0
(por qué?).

Exemplo 2.10 Achar o dnguloentreu =i+j+kev=1i+j

Solucdo:
u-v
[ull Iv]
12

V3v2

= 0=cos ! \/g ~ 35.26°

cosf =

Exemplo 2.11 Os vetores 3i + 4j + k e 2i — 3j + 6k sdo perpendiculares pois o produto escalar
entre eles é zero:

(3,4,1)-(2,-3,6) =3-2+4-(-3)+1-6=6—-124+6=0
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Outro fato extremamente relevante é que podemos calcular o comprimento de um

vetor utilizando o produto escalar:
[ull = Vu-u
Esse fato ¢ imediato da definicdo de produto escalar |[ul|* = a? + 43 + 4} = u-u

Proposicao 2.12 O produto escalar possui as sequintes propriedades:

4. u-u = 0seesomenteseu =10
5. u- (Av) = Au-v

Demonstragdo: Se u : (a1,a,a3) e v: (b1, by, b3) e w: (c1,c2,¢3)

1.
u-v =a1by +axb, +azbs = bya; + bra, +bzaz =v-u
2.
u (v+w) = (ay,a,a3) (b1 +c1,bo+co, b3+ c3)

= al(bl + Cl) + az(bz + Cz) + a3(b3 + C3)

= (a1b1 + arby + a3b3) + (a1c1 + axcr + a3C3)

= u-v+u-w
3.

u-u=a}+a;+a3>0
4. Se u-u = 0 entdo a%—ka% —l—a% = 0 e consequentemente a1 = a, = a3z = 0.

5. A demonstragdo desse item é deixada como exercicio ao leitor.
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Exemplo 2.13 No quadrado ABCD tem se A = (3, —4) e B = (5,6) . Quais sdo as coordenadas
dos vetores C e D?

Solugédo: Denotando as coordenadas de C e D por C = (c1,¢2) e D = (dq,d2), temos que
—
Kﬁ = (2,10), ﬁ = (Cl —5,¢cp — 6), CB :%dl —c1,dp — cp eDA = <d1 —3,d> —|—4)
O vetor BC ¢ perpendicular ao vetor AB logo o produto escalar entre eles é nulo, ou

seja,

BC . AB = 0.

Isto implica que 2(c; — 5) + 10(c2 — 6) = 0, que simplificando resulta em

2c1 +10c, =70 (2.5)
Temos ainda que ]1@\ = ]]ﬁ\ = /104, logo

(c1 —5)%+ (c2 — 6)* = 104 (2.6)

Substituindo (Z5) em (2.6) teremos que (c — 6)2 =4 elogo c; = 8ouc, = 4
Quando c; = 8 por ([@5) c1 = —5 e quando c; = 4 entdo ¢; = 15.
O célculo de D é andlogo. O

Exemplo 2.14 Mostre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes em tinico ponto.

A C B

Solugdo: Dado um tridngulo AABC, entdo as alturas BB’ e CC’ se interceptam num ponto
—
O. Sejam entdo os vetores: a = OA,b = O? ec= (f
Como as retas OB e CA sdo perpendiculares:

O?-C—zzl:0:>b-(a—c)20:>b-a:b-c

De modo andlogo, como as retas OC e AB sdo perpendiculares:
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(?~1ﬁ=02>c~(b—a):O:>c~b:c-a
Elogob-a=c-a,ouseja,
a-(c—b):0:>O—z>4-l¥:O

Desta forma a reta OA é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa ao
vértice A. Essa reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés retas se
interceptam num tnico ponto, que é denominado ortocentro do tridngulo AABC.

O

2.3.1 Projecdo Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u,
com u ndo nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores
P, q tais que p é paralelo a u e q é perpendicular a u, ou seja,
queremos encontrar p, q tais que

v=p+q p=Au paraalgumA c€Re q-u=0.

Reescrevendo as condigdes acima temos que —
Proj, v
—p)-u=0
(v—p)-u Figura 2.5: Projecdo de
e logo v sobre u
(v—Au)-u=0

v-ou—Alul*=0

Desta forma

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é tnico. Tal vetor é
chamado de projegdo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj, v.
Demostramos assim o seguinte resultado.
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Proposicdo 2.15 Dado u um vetor ndo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a projegio ortogonal
Proj, v de v em u existe e é tinica:

v-u
>u
[l

Observacgao 2.16 Veja que um modo ficil de lembrar da projecdo é observar a Figura 2.5 e ver

Proj, v =

que esta é um vetor de comprimento (||v|| cos 0) na diregio de u. Dai:

Proj, v = HchosG( e > = HvHHuHcosGuZ V',
" [[ull [[ul? [al®

Exemplo 2.17 Sejam A = (a1,a2), B = (b1,b2),C = (c1,¢2) pontos no plano. Entdo a drea do
AABC é dada por

a az 1
S=4-|b b 1
cg ¢ 1

_>
Demonstra¢do: Temos que BA = (a3 — by, ap — by) e IQ = (c1 — by, ¢ — by). Além disso,
é claro que v = (by — ¢3,¢1 — by) é um vetor ortogonal a BC.
A area do AABC é dada por:

5 =2 1IBCIn,
DA = LBAv -
onde h = |ProjyBA| = T €2 altura do AABC relativa ao lado BC.
Como ||v|| = ||BC||, temos que S = %|I;>4v]
Temos que:
BA-v| = |(a1—b1)(b2—c2) + (a2 = ba) (e — )|
= |a1(b2 — c2) +az2(c1 — by) + bica — bocy |
a1 apy 1
= |d€t b] bz 1 | ’
c1 C2 1
concluindo a demonstragao. O

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés pontos no plano sejam

colineares.
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Proposigdo 2.18 Sejam A = (a1,a2), B = (b1, b2),C = (¢1, c2) pontos no plano. Entdo eles sio
colineares se a drea do tridngulo formado por eles for zero, ou seja se:

a ap 1
by bp 1 |=0
cq o 1

Projecao
como ponto

Ex. 3.1 — Pela férmula do cos ache os trés angulos do tridngulo cujos vértices sdo
a) (2,-1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)
b) (4,7,11),(-3,1,4) e (2,3,-3)

Ex. 32— Se u = (2,1,—1) e v = (1,—1,2), encontre um vetor ndo nulo w tal que

uw=v-w=0.

Ex. 33— Seu = (2,—1,2) ev = (1,2, —2), encontre escalares a,b tais que w = au + bw

ew-v=0.

Ex. 3.4 — Prove que os vetores u = 7i — 3j + 6k, v =3i + 3j — 2k e w =6i — 16j — 15k
sdo dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Ache os trés dngulos de um tridangulo cujos vértices sdo (3,1),(5,—2) e (6,3).
Ache também a area do tridngulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a,b e c taisque a+b + ¢ =0 com ||al| =3, ||b|| =5e ||| =7.
Calcule o angulo entre a e b.

Ex. 3.7 — Prove que v-w = (HV-}—WHZ —|lv— WHZ)

Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entdo

ele é um losango.

Ex. 3.9 — Decomponha o vetor u = —i — 3j + 2k como a soma de dois vetores v; e vy,
com vy paralelo ao vetor j 4 3k e v, ortogonal a este tltimo.
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Ex. 3.10 — Suponha que zﬁ seja o didmetro de um circulo e seja C outro ponto qualquer

desse circulo. Mostre que os vetores (jzl e Eﬁ sdo ortogonais.
Ex. 3.11 — Prove que:

a) Proj, Av = AProj, v

b) Proj,(v+ w) = Proj, v + Proj, w

c) Proj, (Proju v) = Proj, v

d) v-Proj,w = Proj,v-w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do dngulo formado por duas diagonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que |u-v| < [[u|| ||v| e que |u - v| = ||u]| ||v| se e somente se um vetor

é multiplo do outro (Desigualdade de Schwarz).

Ex. 3.14 — Prove que |ju+ v|| < ||lu|| + ||v| (Desigualdade Triangular).
Ex. 3.15 — Mostre que |[u + v|| = |ju — v|| se e somente se u-v = 0.
Ex. 3.16 — Prove que se u- v = 0 para todo vetor v entdo u = 0.

Ex. 3.17 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica
das proje¢des ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo
um sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do
angulo reto sobre o eixo OY.

Ex. 3.18 — Mostre que o angulo entre as proje¢des Proj,, u e Proj,, v é igual ao angulo

entre os vetores u e v.
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2.4 PRODUTO VETORIAL: VETOR PERPENDICULAR A DOIS
VETORES DADOS

Voltemos nossa aten¢do agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos
u e v como podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados?
Note que, ao contrdrio do que ocorre com a projegdo, este problema ndo possui uma
Unica solugdo. De fato, se encontrarmos um vetor w satisfazendo as condigdes acima,
qualquer vetor Aw também satisfara.

Passemos a solucdo. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (i, j, k) e
fagamos u = aji + a3j + azk e v = byi + byj + bsk. Vamos denotar por w = xi + yj + zk
o vetor que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos
vetores u e v, precisamos entio que w-u =0evsew-v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1x +ay +asz =0
bix +by+bz=0

ou ainda

mx+axy = —azz
bix + by = —bzz

Como u e v, pelo exercicio [I.14}, podemos supor sem perda de generalidade que:

ap ap
# 0,
by by
e, usando a regra de Cramer, concluimos que
—aszz dap as ap ay 4as
—b3Z bz b3 bz bz b3
X=——> =—z =z
ap ap ap ap a ap
by by by by by by
e
a1 —dasz ar das as a1
bl —bgz bl b3 b3 b]
y = ——n: = —Z = Z
ap az ap az a ap
by by by by by by
Escolhendo
ay ap
zZ =
by by
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temos que
az 4as
by b3

a3 a
by b

ay a2
by by

Chamaremos o w de produto vetorial de u e v, e denotaremos por

i+ k

j+

W=uxyv

Um modo fécil de recordar da expressdo do produto vetorial é através do seguinte
determinante formal:

i j k
uxv=\|a a a3 |,
b1 by b3

onde u = a1i + a2j + ask e v = bii + byj + bsk.
Antes de continuar listemos as propriedades do produto vetorial.

Teorema 2.19 Dados os vetores u = (ay,az,a3), v = (b1, by, b3) e w = (c1,¢2,¢3) 0 produto
vetorial possui as sequintes propriedades:

1. Linearidade com relagdo ao primeiro termo: (W + V) X W =u X W+ V X W

2. Antisimetria u X w = —wW X u
a a4z as
3. Produto mistou- (vx w) = (uxv)-w=| by by by
€1 2 €3
2 2 112 2
4. Jlwx ][ = [luf|* [[v]]" = |u-v|
5. [lux v|| = [[ull ||v| sen (0), onde 6 é o angulo entre os vetores u e v.

Demonstracdo: A demonstracdo dos trés primeiros itens é direta e é deixada como
exercicios:

Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
2 (1112 2
" [[v]” = u-v|" =

= (a3 + a3 +a3) (b2 + b3 +B3) — (a1by + axby + azbs)’

= (a3b] + aibj + aib3 + a3bi + a3bs + a3b3 + a3bg + a3b3 + a3b3)

—a%b‘% — 2a1a,b1b, — 2a1a3b1b3 — a%b% — 2ara3bybz — a%b%

= a2b3 + a3b% — 2a1a:b1by — 2aqa3b1b3 + a5b? + a3b3 — 2aya3b0b3 + a3+

a%bg (ﬂ2b3 — a3b2)2 -+ (Ellbg, — ﬂ3b1)2 + a1by — arbq
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= fuxv?.

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que
u-v[* = [[ul |v]* - cos? ()
e portanto

s v = [lafl® v = fu- v]?
2 2 2 2
= [[ul*Iv]™ = [[u]l” [[v]* - cos® (8)
2 2
= [Jul* [v]]* (1 cos? (8)) =

2 2
= [[u]l* [[v]]* sen® (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.

Area de um Paralelogramo e de um Tridngulo Primeiro considere o paralelogramo

determinado por dois vetores ndo paralelos u e v, como na figura abaixo

|lv]| sen 6

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(6) e portanto, da propriedade 5 do pro-
duto vetorial, concluimos facilmente que sua érea é dada por ||ul| |v]| sen (6) = [[u x v||.
Em resumo, mostramos que a drea do paralelogramo de lados u e v é igual ao compri-

mento do produto vetorial destes vetores.
A= [uxv|

A partir da expressdo anterior podemos encontrar uma ex-
pressdo para a drea de um tridngulo AABC. Para isso considere
o paralelogramo determinado pelos vetores AB e BC, como na
tigura abaixo. A diagonal BC desse paralelogramo divide este

em dois tridngulos de areas iguais. Logo a drea do tridngulo
serd metade da drea do paralelogramo:

A= 42
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Volume de um Paralelepipedo A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo,
em fungéo dos vetores u = zﬁ, vV = zﬁ ew = zﬁ

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V = A,h da drea A, da
base pela altura 1. Como ja vimos a drea da base pode ser calculada por A, = [ju x v||.
Ja a altura é dada pela norma da projecdo do vetor w sobre o vetor u x v. Como

, (uxv) w
Proj,,  w = ——"——(uxv),
[ux v
segue que
. [(uxv)- w|
IProjy., | = 7 x|
[u v
_ [(uxv) - w|
[[u v
Segue portanto que
V= agh = [lux vl XYW v) Wl
[ux v

Exercicios.

Ex. 4.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i—3j+6kebi—15j — 13k
b) 6i —16j — 15k e 3i + 3j — 2k
c) 3i+3jebi+dj

Ex. 4.2 — Se u = (3,41), v=(2,3,2) e w = (4,2,3) encontre
a) 2u+3v—7w
b) u-w
C) V-wW,
d u-v,
e) uxyv,
f) vxu

g) w-(vxu)
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Ex. 4.3 — Dados os vetores u = (1,2, —1) e v = (2,1,0). Expresse o vetor a = (2,2,3)

como combinacdo de u,v,u X v;

Ex. 44— Dado b =1,2,1, determine a tal que a é ortogonal ao eixo z e

axb=(1,-11)

Ex. 4.5 — Determine v = (x,y,z) tal que
(x,y,z) x (1,2,-1) = (1,1,3)

(x,y,z)-(3,1,1) =3

Ex. 4.6 — Sejam os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e R = (3,1,2) pontos médios dos
lados de um tridangulo AABC. Calcule a area do tridngulo AABC.

Ex. 47— Provequeu X v= —v xu

Ex. 4.8 — Prove queu-v=v-u

Ex. 49 — Prove que u- (v4+w)=u-v+u-w

Ex. 410 — Prove que ux (V+wW)=uXv+uxw

Ex. 4.11 — Prove que u X v pode ser escrito como o determinante formal

i j k
uxv=|a ay as
by by bz

Ex. 4.12 — Prove que u- (u x v) = v- (u x v) = 0 de dois modos: primeiro calculando
diretamente e segundo utilizando as propriedades de u x v.

Ex. 4.13 — Mostre que dois vetores u e v sdo paralelos se, e somente se, u X v = 0
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Ex. 4.14 — Prove que em geral u- (v x w) pode ser escrito como o determinante da ma-

triz que tem como componentes

ay ay as
by by b3
1 C €3

Ex. 4.15 — Dado um tridangulo AABC como na figura a seguir.Usando o produto vetorial
demonstre a lei dos senos:

Ex. 4.16 — Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer, mostre que a drea A do
tridngulo AABC é:

1
A:§||a><b+b><c+c><a||

sendoa:O—fi,b:(ﬁec:&

2.5 ESCOLHA DO SISTEMA DE COORDENADAS

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer
ponto O como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral
resultados geométricos ndo dependem de como escolhemos nosso sistema de coordena-
das, mas fazendo a escolha correta podemos simplificar significativamente o resolugao

de um problema. E possivel, por exemplo, fazer com que as coordenadas dos vértices
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de certas figuras geométricas fiquem mais simples, aumentando a quantidade zeros em
suas coordenadas, simplificando assim a manipulagdo algébrica.

Considere, por exemplo, um tridngulo AABC. Vamos descrever esse tridngulo através
de coordenadas A : (x1,y1),B: (x2,42) e C: (x3,y3) em um sistema de coordenadas X.

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta AB, e
como eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coorde-
nadas colocando a origem no ponto O dado pela intersec¢do dos dois eixos, e escolhendo
uma base ortonormal (i, j) formada por vetores unitdrios paralelos a estes eixos. Neste
sistema o vértice A tem entdo coordenadas do tipo (a,0) e o ponto B coordenadas do
tipo (b,0), j& que ambos estdo sobre o eixo x. Ja o ponto C, que estd posicionado sobre o
eixo y, tem coordenadas do tipo (0, c).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o
numero de varidveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas ade-
quado facilita a demonstragdo de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar
estas propriedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 2.20 Se um tridngulo ¢ isésceles, as medianas dos dois lados de mesmo comprimento
possuem o mesmo tamanho.

Solugio: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema
temos A : (a,0), B: (b,0) e C: (0,c¢).
Supondo que segmentos CA e CB possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 +c? = |CA| = [CB| = Vb? + 2

e logo a? = b?. Segue que a = b ou a = —b. Se a = b ndo temos um triangulo ja que dois
vértices coincidem, de onde segue que a = —b.
Seja M; o ponto médio de AC. Pelo exemplo 5| temos que as coordenadas de M; =
(%, %) = <_75, %) . Analogamente, o ponto médio M, de BC tem coordenadas (%, %) .
Como a mediana de CA é dada pelo segmento BM; e a de CB é dada pelo segmento
AM,, segue que

Bl = |55 - w0 =+ 5
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bc 9bh?2
(33~ “’H —+Z

e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho. 4

| =

Exemplo 2.21 Num tridngulo retdngulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés
vértices.

Solugdo: Para um tridngulo retdngulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coorde-
nadas adequado é o que toma como origem o vértice C = O e como eixos as retas que
ligam Ca Ae CaB.

Neste Sistema de coordenadas temos que A :
(a,0),B:(0,b) e C:(0,0).0O comprimento da hipo-

tenusa é
|AB| = Va2 + b?

Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coordenadas M : <%, %) e logo o comprimento
da mediana é

2
ICM| = ”—+— \/7~+b7~ yABy

4
Logo temos que a distancia do vértice C a M é metade da distancia entre os vértices A

e B, e logo M estd equidistante dos trés vértices. 0

Exercicios.

Ex. 5.1 — Mostrar que (—5,0),(0,2) e (0, —2) sdo os vértices de um tridangulo isdsceles

e achar sua é&rea.

Ex.5.2 — Sejam A = (4,0) e B = (0,a), com a # 0. Ache x de modo que o ponto
C = (x,x) seja o terceiro vértice do tridngulo equildtero ABC.

Ex. 5.3 — Dado um paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas ade-
quado e mostre que AB +BC +CD + DA =AC +BD (ou seja, a soma dos quadra-
dos dos lados de um paralelogramo ¢é igual a soma dos quadrados das suas diagonais).
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Ex. 5.4 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica
das projegdes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo
um sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do
angulo reto sobre o eixo OY.

Ex. 5.5 — Se no tridngulo ABC as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais,
prove que os lados AC e BC sao iguais, logo o tridngulo é isdsceles.

Ex. 5.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pitdgoras.
Ex. 5.7 — Se as diagonais de um paralelogramo sdo iguais entdo ele é um retangulo.

Ex. 5.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimentos) das medianas do tridngulo
AABC, sabendo que os lados do {ABC medem 4, b e c.

2.6 O PROBLEMA DO LUGAR GEOMETRICO

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espago euclidiano, e como
podemos usar tais representagdes na resolugdo de alguns problemas geométricos. Nesta
secdo vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas fun-
damentais da geometria analitica: o problema do lugar geométrico. Em poucas pala-
vras, dada uma figura ou condi¢do geométrica queremos determinar uma equagdo ou
condicdes algébrica que a represente. Ou ainda, de modo contrério, dada uma equacao

ou condicdo algébrica determinar sua representagdo geométrica.

O lugar geométrico de uma equacdo Dada uma equagdo (por simplicidade, em duas
X,y ou trés varidveis x, y, z)

flry) =0 ou glxyz) =0 (2.7)
cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equagdo acima é dito solugdo da
equagdo e o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equacdo (7) acima é
chamado de lugar geométrico da equacéo.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sis-
tema de coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condicado
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geométrica pode ser descrita algebricamente de vérias formas distintas, dependendo,
dentre outros fatores, do sistema de coordenadas escolhido. Por esta razdo, buscare-
mos dentre as possiveis representagdes aquela que proporcione a maior simplicidade
algébrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos substituir uma certa equacdo por
outra que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina 0 mesmo lugar geométrico.
Neste sentido, duas equacdes algébricas sdo ditas equivalentes se definem o mesmo

lugar geométrico.

Exemplo 2.22 Analisemos a equagio
(x—2)+ (y —3)* =25.

Observe que tomando C = (2,3) a distdncia r de um ponto qualquer (x,y) no plano euclidiano

até C é dada por

r=y/(x=272+ (-3,

ou de modo equivalente

rP=(x—-22+(y-3)7%

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equagdo acima se, e somente se, sua
distdncia para o ponto C : (2,3) for igual a 5.
Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geométrico da
equagao
(x—a)+(y—b*=7r

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a,b).

Exemplo 2.23 Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C e raio r é definido como
o conjunto dos pontos cuja distidncia ao centro é igual a r. Esta é a condigdo geométrica que
descreve o circulo. Busquemos agora uma representacdo algébrica. Se escolhermos um sistema de
coordenadas cartesiano no qual C : (a,b), entdo todo ponto P : (x,y) no circulo deve satisfazer

|CP| =7,

ou seja,

Vx—a?+y-b=r,
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ou ainda a equagdo algébrica equivalente

(x —a)* + (y—b)* =1~

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista 7 do
centro) se e somente se satisfizer a equacao (x — a4+ (y—b)?* =r2

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relagdo entre uma curva e uma equacao
diremos que esta é a equagio da curva.

Defini¢do 2.24 Diremos que uma equacido f (x,y) = 0 é a equagdo de um dado lugar
geométrico se todo ponto que satisfaz a equagdo pertence ao lugar geométrico e todo
ponto que pertence ao lugar geométrico satisfaz a equagéo.

Exemplo 2.25 Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido descrito
pelo eixo x é formado por todos os pontos cuja sequnda coordenada (y) é zero, ou seja, a equagio
do eixo x é y = 0.

Exemplo 2.26 Como vimos (x —a)* + (y — b)> = r2 é a equacio do circulo de raio r e centro
em P: (a,b).

Exemplo 2.27 Determinar a equagio do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja a
distancia a um ponto fixoF é igual a distdncia a uma reta fixa d.

Solugdo: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e
um ponto fixo F chamado foco, a pardbola é o con-
junto dos pontos P equidistantes do foco e da diretriz, ou seja, o ponto P tal que

[PB] = |[P#

onde D é o ponto de d mais préximo de P.

7

A reta passando por F perpendicular a d é chamada eixo da pardbola. O ponto de
interseccdo entre o eixo da parabola e a pardbola é chamado vértice da parabola. Observe
que o vértice estd localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da pardbola
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e a reta passando pelo vértice da pardbola, perpen-
dicular ao eixo. Essa tltima reta é paralela a diretriz da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d. No sistema de coordenadas que adotamos
F tem coordenadas (m,0) e a equagdo da diretriz é x = —m. Como P satisfaz HPTﬁSH =

HP—ﬁH temos que
\/(x—m)2+y2 =x+m.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que

(x = m)* +y* = (x+m)°
m? —2mx + x* + y* = (m* +2mx + x*)

2 = 4mx

é a equagcdo satisfeita pelos pontos da pardbola neste sistema de coordenadas. 4

Interseccao Dadas duas equagdes

2

0s pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de
pontos de intersecgdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as
equagoes.

A interseccdo de duas equagdes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares

geométrico ndo se interceptam.

Exemplo 2.28 Determinar analitica e graficamente os pontos de intersecgdo de

x—12=0
y2—3x:O

Solucdo: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equagdo de uma reta paralela ao
eixo y, enquanto y*> —3x = 0 é a equagdo de uma pardbola com vértice na origem e
diretriz paralela ao eixo y. Assim o conjunto dos pontos de intersec¢do dos dois lugares
geométricos é formado de no maximo dois pontos.

81



Colocar

Aplicagoes

a Fisica:
Estética,etc

Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Analiticamente, concluimos da primeira equagdo que todo ponto de intersecgdo (x, )
deve ter x = 12. Substituindo na equacdo da pardbola encontramos que

y? = 36,
e portanto

Yy = =%6.
De modo que os pontos de intersecgdo sdo (12,6) e (12, —6). O
Exercicios.

Ex. 6.1 — Escrever a equagdo do lugar geométrico dos pontos no plano que satisfazem

a condigao:

a) O conjunto dos pontos P tal que P estd sempre duas unidades a esquerda do eixo
Y

b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas unidades do eixo X
¢) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P é igual ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P estd a distancia igual do eixo x e do eixo y.

Ex. 6.2 — Determine a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0) e F':(—c, O) é constante igual
a2a.

Ex. 6.3 — Determinar a equagdo do lugar geométrico de um ponto no espago que se
move de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (¢,0,0) e F':(—¢,0,0) é
constante igual a 2a.

Ex. 6.4 — Dados dois pontos dois pontos F : (¢,0,0) e F':(—c,0,0) , determinar a equagdo
do lugar geométrico de um ponto P que se move no espago de modo que

|IIPF|| — ||PF||| = 2a

Ex. 6.5 — Determinar a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
que a distancia ao ponto (1,0,0) é sempre igual a distancia ao plano YZ.
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3 RETAS E PLANOS

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométricos e suas equacdes, va-
mos nos concentrar agora no estudo de dois dos mais bdsicos e importantes elementos
geométricos da geometria: retas e planos.

Para isto, durante todo este capitulo utilizaremos um sistema de coordenadas cartesi-
ano (i,j,k, O).

3.1 EQUACOES DA RETA

Um dos postulados da geometria Euclidi-

ana nos diz que, dados dois pontos no

espago existe uma tnica reta contendo estes pontos. Isso nos leva ao seguinte problema:

dados dois pontos A e B, determinar a equagdo da reta r qugassa por estes dois pontos.

Para isto, observe que dado um ponto _X> em 7, o vetor AX é paralelo ao vetor 1@, e
portanto existe um escalar t € R tal que AX = tzﬁ. Assim, temos que

X=A+AX = A+1tAB,

e considerando A : (a,b,c) e v = AB = 011 + v2j + v3k, vemos que um ponto X : (x,y,z)
pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A+vt (3.1)

Expandindo obtemos

(41
= b |+ | v |t (3.2)
z c U3
ou de forma mais simplificada:
= a+ vt
riqy = b+uwt (3.3)
z = c+oust
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A equacao[3.1)é conhecida como equagdo vetorial da reta 7, e nestas condi¢des o ponto
A é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta reta r. As equagdes em
[3-3]sdo chamadas as equa¢es paramétricas da reta 7.

Heuristicamente, pensando no pardmetro t como tempo, podemos entender esta equagao
como a trajetéria de um ponto que se move no espago tendo o ponto A como o ponto
inicial e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢ obtemos um ponto no
espago.

Outra forma de representar a reta » pode ser obtida ao isolarmos o paradmetro ¢ nas
equagdes paramétricas. Assim, se em tivermos v; # 0,02 # 0 e v3 # 0, podemos
eliminar o pardmetro t e obter

x—a y—-b z-c

7

U1 02 U3

chamadas de equacdes da reta r na forma simétrica.

E importante observar que a equagio de uma reta, em qualquer uma de suas formas,
ndo é unica. De fato, as equagdes dependem fundamentalmente da escolha do ponto
inicial e do vetor diretor, gerando assim uma infinidade de equagdes para representar
um mesma reta. Para entender esta afirmativa, consideremos uma retav : X = A + vt.
Escolhendo um ponto B em r, podemos trocar o ponto inicial por B e assim representar
r por r : X = B+ vt. Do mesmo modo, trocando o vetor diretor v por outro vetor v’

paralelo, obtemos que X = A + v't é também uma equagdo vetorial para r (veja exercicio
??).

Exemplo 3.1 Encontre as equagdes da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B: (1,3,0).

Soluc¢do: Escolhendo v = zﬁ : (1,2,—1) como vetor diretor e A como ponto inicial
obtemos a equagao vetorial

r:X=A+vt

z 1 -1
As equagOes paramétricas ficamentdo x =t,y =1+2t,z=1—t¢.
As equag0es simétricas para essa reta sdo obtidas isolando o pardmetro f nas equagdes
anteriores, ou seja,

y—1 z-1

X = > _1
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Exemplo 3.2 Dada a reta r de equagio paramétricas v : X = (1,3,2) 4+ (1,1, 2)t.

1.

Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o ponto inicial seja
distinto.

. Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o vetor diretor seja

distinto

Solucao:

1. Claramente o ponto (1,3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos desta

reta bastam que escolhamos valores distintos para o parametro t. Assim, se t = 1
temos que (1,3,2) 4+ (1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando f = —2 temos que
(1,3,2) —2(1,1,2) = (—1,1, —2) pertence a reta.

Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos equacdes
com as propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obte-

mos a equagdo vetorial

riX=(-1,1,-2)+(1,1,2)t

Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos equagdes
com as propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por

% encontramos a equagdo vetorial

X = (—1,1,-2) + (%,%,m.

Exemplo 3.3 Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B : (0,0,0) pertencem a reta v : (1,1,2) +
(1,0,1)t.
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Solugdo: Para que o ponto A pertenga a reta r é necessdrio que exista t € IR tal que:
(4,1,5) =(1,1,2) + (1,0, 1)t

Ou seja, deve existir t tal que o sistema de equagdes

4 =1+t
1=1+0t
5=2+t

tenha solucao.

O sistema acima possui solugdo, t = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.

De modo andlogo, para que o ponto B pertenga a reta r é necessario que exista t € R
tal que

(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0,1)t,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagdes

0=1+t
0=1+0¢t
0=2+t

tenha solucao.
Como sistema acima nao possui solugdo, o ponto B ndo pertence a reta r.

Exemplo 3.4 Identifique o lugar geométrico dado pelas equagdes

2—3x 2y—2 5z—1
7 3 2

Solugado: Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fragdo pelo coeficiente

das varidveis, obtemos

Esta sdo as equagOes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar geométrico é

uma reta passando pelo ponto (%, 1, %) com vetor diretor (g, %, %) O
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Exemplo 3.5 Verifique se as retas v : X = (1,1,1) + (1,0,1)tes : X = (0,4,3) + (—1,1,0)¢
se interceptam.

Solucdo: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem existir

nameros reais t; e tp tais que

P=(1,1,1)+(1,01) e P=(043) +(-1,1,0).
De onde encontramos que

(1,1,1) + (1,0, 1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)t»

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,f, = —3. Como o sistema possui
solucdo, concluimos que as retas r e s se interceptam.

Para determinar o ponto de intersec¢do substituimos t — f; na equagdo P = (1,1,1) +
(1,0,1)t; e obtemos

P:((3,1,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos parametros
distintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a ambas
as retas, é descrito em cada conjunto de equagdes por um valor distinto de . 4

Exercicios.

Ex. 1.1 — Dados v e v/ vetores ndo nulos paralelos, ou seja, v = Av'. Mostre que r : X =
A+vtes: X = A+ V't sdo equagdes vetoriais para a mesma reta, isto é mostre que se
P € r (P = A+ vty para algum ty € R) entdo P € s (existe f, € R tal que P = A + V't().

Ex. 1.2 — Determine as equag¢des na forma paramétrica e na forma simétricas das se-
guintes retas:

a) A reta que passa pelos pontos A : (1,4,—2) e B: (0,1,1)
b) A reta que passa pelos pontos A : (1,0,—2) e B: (3,1,1)
c) As retas que determinam os eixos x,Y, z

d) A reta paralela ao eixo z que passa pelo ponto (1,2,1)
e) A reta paralela ao eixo x que passa pelo ponto (1,2,1)

f) A reta paralela a reta 1*32" == % que passa pelo ponto (2,1,0)
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g) A reta paralela a reta

x=1-3t
y=>5t
z=—-1—-t

que passa pelo ponto (2,1,0)

3.1.1 EquacgGes da reta no plano

No caso bidimensional, as equag¢des que descrevem as li-

1 B nhas retas podem ser descritas de modo mais simplificado.
Vv Comecamos observando que, de modo andlogo ao caso tridi-
mensional, escolhidos um ponto inicial A e um vetor diretor v,

esta reta pode ser descrita vetorialmente como:

pd

\J

r:X=A+vt (3-4)

Nesse caso a expressdo em coordenadas fica:

()-(0) (%)

Se v1,v; # 0 podemos escrever a forma simétrica das equagdes da reta no plano

x—a y-—b>b
01 B vy
ou ainda,
_
y—b—vl(x a).

O nuimero real m = z—f é denominado coeficiente angular da reta 7, e admite uma
interpretacdo geométrica muito simples: o coeficiente angular é a tangente do angulo
angulo entre a reta e o eixo x. Com essa definicdo é ficil ver que, para as retas nao
paralelas ao eixo y, podemos escolher o vetor diretor como i + mj, e assim obter equagdo

canOnica da reta bidimensional
y—b=m(x—a).

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou v, = 0) sdo especiais. Para as
retas paralelas ao eixo y, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular ndo esta
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1

definido ja que m = Z—i— Para obter uma equagdo para este tipo de reta, basta observar
que todos os pontos possuem a primeira coordenada (coordenada x) iguais. Ou seja, se
a reta passa pelo ponto A : (a,b) entdo todo ponto (x,y) em r é do tipo (a,y), e portanto
sua equacao serd dada por x = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo x e passa por um ponto A : (a,b), entdo
sua equagdo é dada por y = b.

A
A

1A y=constante
X=constante

b
>

\]

Figura 3.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

Observacio 3.6 [ ficil ver que a equagio de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
ax+by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma é conhecida como forma canodnica da equagdo da reta no
plano.

A equagdo na forma candnica é tinica a menos de uma constante multiplicativa, isto é ax + by +
c =0edx+by+c = 0 representam uma mesma reta se e somente se existe A € R tal que
a=Aa',b=Abec = Ac" (Por qué?).

Exemplo 3.7 Encontre a equagio da reta que passa pelo ponto (1,1) e que faz dngulo de 60° com

0 eixo X.

resolver
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Exemplo 3.8 Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (x2,y2). Mostre que o coeficiente
angular da reta r é:

/\:yz_yl
X2 — X1

Solugdo: O vetor diretor dessa reta é:

(x2 —x1)i+ (y2 —y1)j

Y2—Wn 0O

E consequentemente m = .
X2 — X1

Exemplo 3.9 Mostre que a equagdo da reta passando pelos pontos A = (x1,y1),B = (x2,12),
pode ser escrita como:

x vy 1
X1 N 1 =0
X2 Y2 1

Solugdo: Seja P : (x,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determinada pelos
pontos A e B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da
proposicao O

Exercicios.

Ex. 1.3 — Desenhe a reta que passa por (—1,3) e (3,0). Ache sua equagdo e onde ela

intercepta os eixos.

Ex. 1.4 — Ache as equagbes paramétricas e na forma candnica das retas que passam

pelos pontos A e B.
a) A=(3,5)eB=(-23)
b) A=(0,1)eB=(1,0)

Ex. 1.5 — Ache as equagdes paramétricas e na forma simétrica (se existirem) das retas
que passam pelos pontos A e B.

a) A=(3,51)eB=(-23.2)
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b) A=(0,1,0)e B = (1,0,0)
o A=(0,1,1)e B =(0,0,0)
d) A=(3,21)eB=(61,4)

Ex. 1.6 — Escreva as equagdes do movimento do ponto P : (x,y,z) que comega em
(3,—1, —5) e que se move retilineamente e uniformemente na dire¢do do vetor (—2,6,3)

com velocidade v = 14.

Ex. 1.7 — Escreva as equagdes do movimento do ponto P : (x,y,z) que se move retili-
neamente e uniformemente e percorreu a distdncia distancia entre os pontos (—7,12,5 e

(9,—4,—3) no intervalo de tempo t; =1 e t, = 4.

Ex. 1.8 — Duas particulas P; e P> se movem retilineamente e uniformemente. A primeira
particula inicia seu movimento em A : (—5,4, —5) e se move com velocidade v = 14 na
dire¢do do vetor (3, —6,3), a segunda particula comega no ponto B : (—5,16, —6) e se
move com velocidade v = 13 na dire¢do oposta ao vetor (—4,12, —3).

a) Escreva as equagdes de movimento para cada particula.
b) Mostre que suas trajetérias se interceptam e ache o ponto P de interseccao.
c) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir de B até P.

Ex. 1.9 — Dados A = (1,2,3) e B = (4,5,6) determine a equagdo paramétrica da reta
que passa por A e B. Determine também os pontos onde essa reta corta os planos coor-
denados XY, XZ e YZ.

Ex. 1.10 — Os lados de um tridngulo estdo sobre as retas y = 2x+1, y = 3x —2 e
y =1 — x. Ache os vértices desse tridangulo.

Ex. 1.11 — Dado A : (1,2). Ache o ponto B tal que o tridngulo OAB seja equildtero.

Ex. 1.12 — Ache a equagdo das trés medianas de um tridangulo com vértices (4,0), (b,0), (0, ¢).
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Ex. 1.13 — Os pontos A = (2,5) e B = (14,1) sdo simétricos em relagdo a uma reta.

Determine a equacdo padrado e paramétrica dessa reta.

Ex. 1.14 — Chama -se baricentro de um tridngulo o ponto de encontro das trés medianas.
Determine as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC nos seguintes casos.

a) A=(1,5),B=(3,2)C=(24)
b) A= (x1,11),B = (x2,42) e C= (x3,3)

Ex. 1.15 — Ache as coordenadas do ponto de trisseccdo de uma mediana (o ponto que
estd a % do caminho do vértice ao ponto médio do lado oposto) e prove que ndo somente
ele satisfaz a equacdo das outras duas medianas, mas que também ele é o ponto de
trissecgdo das outras duas medianas. Conclua que as trés medianas sdo concorrentes, i.e,
elas passam pelo mesmo ponto.

[Dica: Para tridngulo genérico as coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices sejam
(0,0),(0,a) e(bc) ]

Ex. 1.16 — O ponto em que duas retas ndo paralelas se encontram deve satisfazer ambas
equagoes. Ache o ponto de interseccdo de 3x — 4y = 1 e 4x + 6y = 14.

Ex. 1.17 — Ache a inclinagdo, o ponto de intersec¢do com o eixo y e desenhe. Quando a
inclinagdo ou o ponto de intersec¢do nao existir, diga.

a) 3x—4y==6
b) 2x+3y =6
c) 7y+9=0
d £+7=1

e) y=mx+b
f) bx+ay=0
g) 4x>=9

h) xy(2x —3y+4) =0
i) xcos(a)+ ysen(a) = h (indique h e « em sua figura).
j) x=3+2t,y=-1-3t
Nos préximos exercicios ache a equacgdo da reta e desenhe uma figura de cada.
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Ex. 1.18 — A linha que passa por (—5,7) perpendicular a 4x — 5y = 10.
Ex. 1.19 — Duas retas por (—2,3), uma paralela e outra perpendicular a 3x +2y+5 =0
Ex. 1.20 — A reta que passa por (4,0) perpendiculara £ + ¥ =1

Ex. 1.21 — No tridngulos de vértice (a,0), (b,0), (0, c):
a) ache as equagdes das trés alturas;
b) ache as equagdes das trés medianas;
c) prove que as trés alturas se encontram num ponto H chamado ortocentro do
triangulo.
d) prove que as trés medianas se encontram num ponto O’, chamado circuncentro

do triangulo.

Ex. 1.22 — Ache duas linhas retas de inclinagdo % que fazem com os eixos coordenados

um tridngulo de 4rea 3

Ex. 1.23 — Mostre que para quaisquer valores de s e t as retas (25 + 3t) x + (3s — 2t) y =
5s + 4t passam pelo mesmo ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta
que passa por esse ponto é representada por uma equacdo da forma acima para uma

escolha conveniente de s e t.

Ex. 1.24 — Determine a e b de modo que as equagdes x = at +1 e y = bt + 5 sejam uma

representagdo paramétrica da reta y = 2x + 3.

Ex. 1.25 — Identifique a linha cujas equacgdes sdo 2x — 1 = 4y + 8 = 3z — 5. Ache o vetor

diretor e trés pontos que pertencam a essa reta.
Ex. 1.26 — Faca o mesmo para a reta 2x =3 e 4y = 5.

Ex. 1.27 — Ache a equagdo padrdo da reta 3x — 2y +5z = 6, 2x +y — 3z = 0. Escreva a

equagdo da reta na forma paramétrica.
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Ex. 1.28 — Ache a equacgdo da reta perpendicular ao plano que passa pelos pontos
(3,4,2),(—1,5,3),(2,1,4) e que passe pela origem.

Ex. 1.29 — Sejam P = (1,0,1) e Q = (0,1,1). Em cada um dos casos a seguir ache um
ponto C da reta PQ tal que a drea do tridngulo ABC seja 3

a) A=(1,2,1),B=(1,23).
b) A=(1,3,2),B=(222).
o A=(30,2),B=(21,2).
d) A=(3,-2,1),B=(0,0,1).

Ex. 1.30 — A reta que intercepta o eixo x no ponto (a,0) e o eixo y no ponto (0, b) sendo
ambos os pontos distintos da origem. Mostre que a equagdo dessa reta pode ser escrita

como:

Ex. 1.31 —  a) Considere uma reta r contida no plano de equagdo ax + by +c = 0.
Mostre que o vetor n = (a,b) é normal a todo vetor diretor de r.

b) Mostre que toda reta r contida no plano normal ao vetor n = (a,b) tem uma
equacgdo na forma ax + by + ¢ = 0 para algum c € R.

Ex. 1.32 — Ache a equagdo da reta que passa a uma distancia /& da origem e cujo seg-

N

mento de tamanho / forma um angulo a como o eixo x (veja ??)
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3.2 EQUACOES DO PLANO

3.2.1 Equacgbes Paramétricas e Vetoriais do Plano

Passemos agora a um novo problema: determinar

uma equagdo (ou conjunto de equagdes) que repre-
p sentem um dado plano no espago euclidiano. Pri-
meiro, lembremos que dados trés pontos Py, P; e P»

P, ~ . . ..
g ndo colineares existe um tnico plano 7 passando

por esses pontos.

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no
caso da reta, para determinar as equagdes de 7t utilizaremos um ponto inicial (por exem-
plo Py) em conjunto com vetores u = PyP;, determinados pelos pontos escolhidos. Tome
agora um ponto P qualquer deste plano, e observe que o vetor lﬁ é paralelo ao plano
7, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pontos Py, P; e P, sdo ndo colineares,
concluimos que os vetores u e v sdo linearmente independentes, e assim, pelo Teorema
da Base, podemos escrever o vetor lﬁ’ como combinacdo linear de u e v, isto €, existem

escalares s,t € IR tais que
Iﬁ’ = us + vt,
e portanto
P = Py+ us + vt. (3.6)

Assim como no caso das retas, a equagdo (3.6) é chamada de equagdo vetorial do
plano.
Escrevendo P : (x,y,z), Po: (x0,Y0,20), w: (u1,u,u3) e v: (v1,02,03) obtemos

X = x9 + u1s + oqt
Y = Yo+ uxs + vt

Z = zg + u3s + vst,

encontrando assim equagdes paramétricas do plano. Vale comentar que, assim como no
caso das retas, as equacdes apresentadas acima ndo sdo tinicas pois dependem do ponto

e dos vetores considerados.

Exemplo 3.10 Encontre as equagdes vetorial e paramétricas do plano 7t determinado pelos pontos
Py:(1,0,1), P;: (—-1,2,3) e P,: (3,1,0).
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— —
Solugdo: Definindo u = PyP; : (—2,2,2) e u = PyP> : (2,1, —1), a equagdo vetorial de 7

fica
m:P=(1,01)+(-2,22)s+ (2,1, -1)t

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou seja,

x=1-—2s+2¢
y=2s+t
z=142s—t.

3.2.2 Equacao Geral de um Plano

Na segdo anterior vimos como encontrar a equagao

de um plano a partir das coordenadas de trés pon- t

tos ndo colineares neste plano. Mas a geometria Eu-
clidiana nos d4 uma outra forma de encontrarmos
a equagdo de um plano. Para isso vamos primeiro P

lembrar que, dada uma reta e um ponto P; pode-

mos encontrar um tnico plano 71 que contenha o
ponto P; e que seja ortogonal a reta dada. Observe
que, neste resultado, a reta serve apenas para determinar uma direcdo. Isso nos permite
portanto substituir esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sentido, dado um plano
7t, dizemos que um vetor n ndo nulo é normal a 7T se n é ortogonal a todos os vetores
paralelos a 7t. E fundamental notar que todo plano possui uma infinidade de vetores
normais (veja o exercicio [2-3).

Sejam dois pontos P; = (x1,41,z1) € P = (x,y,z) no plano 7r. Como o vetor lﬁ é
perpendicular a n : (a,b, c), calculando o produto interno, obtemos que

a(x —x1)+b(y—y1)+c(z—2z1) =0
e assim
ax + by + cz = axy + by +cz;

e assim, definindo d = ax; + by; + cz1, encontramos que ax + by 4 cz = d para qualquer
ponto P : (x,y,z) pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto
P = (x,y,z) pertence ao plano 7, entdo suas coordenadas satisfazem ax + by + cz = d.
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Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x,y,z) satisfazem a relagdo ax +
by + cz = d tomando P; = (x1,y1,z1) teremos, pela defini¢do de d, que d = ax; + by; +cz;
e subtraindo obtemos que

a(x —x1)+b(y—y1)+c(z—z1)=0.

Ou seja o vetor lﬁ’ é ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.

Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (a,b,¢) deve ser
ndo nulo, ou seja, é necessario que a? 4+ b>4c* £0.

A equagdo ax + by 4 cz = d é chamada de equagao geral do plano, e dada esta equagao
é facil recuperarmos um vetor normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (4, b, ¢).

Exemplo 3.11 Encontre a equagio geral do plano passando pelos pontos A : (2,1,0),B : (3,3,2)
eC:(1,2,4).

Solug¢do: Como zﬁ e R sdo paralelos ao plano que queremos, um possivel vetor normal
a esse plano é dado por n = zﬁ x AC.
Calculando obtemos

i
ABxAC=| 1 2
1

-1

=~ N =

e logo
n=AB x AC = (6,—6,3).

Segue daf que a equacgdo geral do plano é da forma 6x — 6y + 3z = d. Para determinar
d basta notar que o ponto A : (2,1,0) pertence ao plano, e logo deve satisfazer esta
equagdo. Assim obtemos

6:2—-6-1+3-0=d

e logo a equagdo geral do plano é 6x — 6y + 3z = 6. 4

Exemplo 3.12 Encontre a equagio geral do plano com equagdo vetorial

P=1(0,1,2) + (3,1,2)t + (1,2, 1)s.
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Solugdo: O vetor normal ao plano nesse caso é
n=(312)%x(1,21) =(-3,-1,5)

e logo a equacdo do plano é da forma —3x —y + 5z = d. Como (0,1,2) pertence a esse
plano, temos que

—3.0-1+5-2=d

e a equacdo geral do plano fica —3x —y +5z =9 O

Exemplo 3.13 Encontre equagdes paramétricas para o plano cuja equagio geral é 2x + 3y +z =
1.

Solucdo: Apresentaremos duas solugdes possiveis para este problema.

Solugado 1: O primeiro modo é encontrar trés pontos ndo colineares do plano. Podemos,
por exemplo, fazer x = 0 e y = 0. Substituindo na equagdo geral encontramos z = 1, e
portanto o ponto A = (0,0,1) pertence ao plano. De modo anélogo, fazendo x = 0
ey = 1edepois x =2ey = —1, encontramos que B = (0,1,-2) e C = (2,-1,0)
pertencem ao plano.

Como zﬁ =(0,1,-3) e R = (2,—1,—1) sdo LI, os pontos A, B, C ndo sdo colineares

e assim um conjunto possivel de equagdes paramétricas para 7t é

x=042s
y=0+t—s
z=1—-3t—s

Solugdo 2: Outro modo, mais eficiente, é o que chamamos de “isolar os parametros”.
Para isso fazemos x = t e y = s, e substituindo em 2x + 3y 4+ z = 1, obtemos que
z =1 —3s — 2t. Assim outro conjunto possivel de equagdes paramétricas para este plano
é dada por (x,y,z) = (t,5,1 —3s — 2t). O

Exercicios.

Ex. 2.1 — Determine as equagdes paramétricas do plano:
a) passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)
b) pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta

z—1 y—-2 z-4
2 3 5
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¢) passando pelos pontos (4,0,0), (0,,0) e (0,0,c).

Ex. 2.2 — Mostre que os pontos (—1,2,3),(—3,1,2),(—5,4,6) e (9, —1,—2) sdo colinea-
res.

Ex. 2.3 — Seja 7 passando pelos pontos A, B, C ndo colineares.
a) Mostre que para qualquer escalar A o vetor AAB x AC é um vetor normal a 77

b) Mostre que todos os vetores normais a 7t sdo da forma )uﬁ X R

Ex. 2.4 — Mostre que a equagdo r-n +d = 0 representa um plano perpendicular ao
vetor n.

Ex. 2.5 — Ache a equacgao geral do plano:
a) passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)
b) passando pelo ponto (1,0,1) e de vetor normal (3,4,5);
c) passando pelos pontos A : (4,0,1), B: (3,2,0) e C: (—1,2,3);
d) pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta
z—1 y-—-2 z-4
2 3 5 °

e) passando pelos pontos (4,0,0), (0,5,0) e (0,0,c¢).
f) por (1,1,5) e contendo a reta:

Ix+3y+2z=2
—2x—y+z=4

g) de equagdo paramétrica: X = (1,2,1) 4+ (1,0,1)t + (3,4,2)s
h) de equagdo paramétrica: X = (—1,3,2) + (2,—-2,1)t + (5,—1,2)s

Ex. 2.6 — Dado um plano ax + by + cz = d. Mostre que
a) a # 0, entdo uma equagdo paramétrica do plano é:

(x,y,z) = —gt—fs—kﬂ t,s
/]/; - a a a//
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b) b # 0, entdo uma equacdo paramétrica do plano é:

a c d
(x,y,z) = (t,—gt - Es + E’S>

c) ¢ # 0, entdo uma equacdo paramétrica do plano é:

a b d
(x/y,Z) = (t,S,—Et — ES+ E)

3.3 POSICOES RELATIVAS

Nosso objetivo nesta se¢do é entender como usar as equagdes de retas e planos vistas
até agora para determinar o posicionamento destes elementos no espaco. Como defi-
nir, por exemplo, se duas retas dadas sdo ou ndo paralelas? De modo geral, estaremos

interessados em comparar a posigdo relativa entre dois elementos dados.

3.3.1 Posicao Relativas entre Retas

Posicdo Relativas entre Retas no Plano

Comecemos com o estudo da posi¢do relativa de duas retas. Comegando pelo mais sim-

ples, lembremos primeiro que duas retas em um mesmo plano podem ser:
e coincidentes, i.e., sd0 a mesma reta;
e paralelas;
e concorrentes, ou seja, se interceptam em um tnico ponto.

Tomemos entdo duas retas v : A+ vtes: B+ ut.

Como a direcdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, é facil ver que r e s sdo
paralelas se seus vetores diretores v e u sdo paralelos, ou seja, se um é multiplo do outro.

Duas retas coincidentes sdo, no fundo, a mesma reta. Mais formalmente, r e s sdo
coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico. Um primeiro requisito para coin-
cidéncia é, claramente, paralelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que

localizemos um ponto comum as duas retas. Podemos, por exemplo, verificar se o ponto
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inicial de r (ponto A) pertence a reta s. Caso as retas ndo possuam pontos em comum,
entdo elas serdo paralelas ndo coincidentes.
Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que ndo sejam paralelas elas
claramente s6 podem possuir um ponto em comum.
Resumindo, duas retas em um mesmo plano séo:
» Paralelas se e somente se seus vetores diretores sio multiplos um do outro.

Neste caso elas podem ser:

- Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste casos as
retas sdo paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas
paralelas sdo coincidentes é suficiente verificar se elas possuem um ponto em

comum. Por exemplo se o ponto B pertence a reta r.

- Paralelas ndo coincidentes, se ndo possuem pontos em comum.

e Concorrentes, ou seja, se interceptam em um tnico ponto. Neste caso os vetores

diretores ndo sdo paralelos.

Exemplo 3.14 Ache a posigdo relativa entre as retas:
1. r:(1,2)+ (3, —tes: (4,1)+ (3, -t
2.r:(1,2)+ (3, —Dtes: (2,2)+ (1, 1)t

3. 7:(1,2)+ (3, —1)tes: (2,2) + (0,1)¢

Solucdo:

1. Coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o

ponto (4,1) pertence a r.

2. Paralelas nédo coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do

outro e o ponto (2,2) pertence a r.
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3. Concorrente, pois os vetores diretores ndo sdo paralelos.

O

As condic¢Oes acima valem apenas para equagdes vetoriais, e consequentemente para
equagOes paramétricas. Mas no caso bi-dimensional as equagdes ficam mais simples e
podemos representar uma reta através de uma tnica equagdo linear. Seria interessante
entdo que tivéssemos uma maneira de comparar equagdes nesta forma.

Tome entdo duas retas r: ax + by +c=0es:a'x 4+ b'y + ¢’ = 0. Vamos supor por um
instante que b # 0 e b’ # 0 (r e s ndo sdo paralelas ao eixo y). Ndo ¢é dificil se convencer
que r e s sdo paralelas se, e sO se, seus coeficientes angulares forem os mesmos. Ou seja,
precisamos que ; = Z—; Mas isto é equivalente a dizer que @’ = Aa e b’ = Ab para algum
A € R. Observe que se ambas forem paralelas ao eixo y, entdo b = b’ = 0 e a mesma
condigao vale.

Se r e s forem coincidentes entdo, pela condigdo dada acima, temos que

O0=dx+by+c =ANax+by)+c =Alax+by+c)—Ac+c =—Ac+ 7,

e portanto ¢’ = Ac.
Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.15 Dadas duas retas na formar:ax+by+c=0es:ax+by+c =0, entdo:
1. Se o vetor (a,b,c) é multiplo de (a',V’,c") as retas sdo coincidentes.

2. Se o vetor (a,b) é miiltiplo de (a’,V'), ou equivalentemente os coeficientes angulares sio

iguais entdo as retas sdo paralelas.

3. Se o vetor (a,b) ndo é miiltiplo de (a',b"), ou equivalentemente os coeficientes angulares

sdo distintos entdo as retas sdo paralelas.

Posicdo Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para uma andlise espacial. Quando tomamos duas retas no espago pre-
cisamos primeiro verificar se elas estio em um mesmo plano (retas coplanares). Observe
que se duas retas sdo paralelas elas sdo necessariamente coplanares. Por esta razdo, retas
ndo coplanares recebem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espago podem

ser

e Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.
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A

o

Figura 3.2: Retas Reversas

o Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste caso,

valem as classificagdes vistas até agora, e as retas podem ser:
— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou ndo
coplanares. Tome entdo duas retas v : A+ vt es : B+ us, com A # B. Se r e s forem
coplanares, entdo necessariamente o vetor AB deve ser coplanar aos vetores u e v, ou
seja, os vetores 1@, u e v sdo linearmente independentes. Do mesmo modo, se 1@, uev
forem coplanares entdo a reta s estd contida no mesmo plano determinado pela reta r e
pelo ponto B. Isso nos dé o seguinte resultado.

Teorema 3.16 Duas retas r : A+ vt e s : B+ us sio coplanares se e somente se os vetores
zﬁ, u, v forem linearmente dependentes, ou seja se:

‘(uxv)-ﬁ‘:o.
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Exemplo 3.17 Determine a posigio relativa entre as sequintes retas:

a) r:(1,2,0)+£(2,2,2) es: (1,3,3) +£(2,2,3)
b) r:(1,0,0) +4(2,2,2) es:(2,3,0)+t(1,—-1,2)
c) r:(1,0,0)+¢(1,1,1) es:(2,3,0)+£(1,1,1)
d) r:(1,0,0) +¢(1,1,1) es: (2,1,1) +£(1,1,1)
Solucao:
a) Para determinar se r e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia linear

dos vetores (2,2,2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante
formado pelas coordenadas destes vetores vale

= -2#0,

S NN

2
2
1

W W PN

concluimos que as retas ndo sdo coplanares, sendo portanto reversas.

Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2), (1,—1,2) e
(1,3,0)
2 2
1 -1 2|=0
3 0

as retas sdo coplanares. Como os vetores diretores ndo sdo multiplos, as retas sdo

concorrentes.

As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sdo copla-
nares e paralelas. Como o ponto (1,0,0) ndo pertence a s, as retas sdo paralelas e
nao coincidentes.

Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o ponto
(1,0,0) pertence a reta s (basta fazer t = —1 na equacdo de s) obtemos que r e s sdo
de fato coincidentes.

O

Exercicios.
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Ex. 3.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por x = at+bey =ct+des
a reta cuja equagao é ax + fy = c.
a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de intersecgdo entre as duas retas:

Ex. 3.2 — Verifique se as retas r e s sdo concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de

interseccao.

a) r:X=1(1,1,0)4+A(1,2,3);s: X =1(2,3,3) + u(3,2,1).
x=142A x=-14+4A

b) r:{ y=A ;818 y=-1+42A
z=143A z=—-2+6A
x=2-—4A

Q) r: y:4+5}\,s:§:y_—_21:z.
z=11

Q) riiPatog s p oy o5

Ex. 3.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do tridngulo ABC estdo contidas,
respectivamente, em 7 : X = (—6,0,3) + A(3,2,0) e s : X = (0,0,3) + p(3,—2,0). Sendo
C = (4,—-1,3), determine A e B.

Ex. 3.4 — Mostre que duas retas

r:{ X=mz+ay=nz==>

s:{ x=m'z+dy=n'z=0

se interceptam se e somente se (a —a’)(n —n') = (b—b")(m —m’)

Ex. 3.5 — Estude a posicao relativa das retas r e s.
a) r:(1,4,4)+(1,2,3)tes:(2,51)+(2,4,6)t
b) r:(1,4,4)+(1,2,3)tes:(2,51)+ (1,4, 1)t
o) r:*l=4==2Hes:X=(000)+A(120).
d) r:X=1(819)+A(2,-1,3)es: X =(3,—4,4) +A(1,-2,2);
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Ex. 3.6 — Sejam r : X = (1,0,2) + A(2,1,3) es : X = (0,1, —1) + A(1,m,2m). Estude,
segundo os valores de m, a posigdo relativa de r e s.

Ex. 3.7 — Dadas asretas 7 : X = (0,1,0) + A(1,0,0) e s : X = (—1,2,—-7) + A(2,1,-3),
obtenha uma equagao vetorial da reta t, concorrente com r e s e paralelaa ii = (1, -5, —1).

Ex. 3.8 — Determine o ponto de intersec¢do entre a reta que passa pelos pontos (1,2,3)

e (3,2,1) e a reta que passa pelos pontos (2,1,1) e (1,2,1).
Ex. 3.9 — Determine a,b de modo que as retas sejam paralelas:

.. ax+3y—7z—1=0
| 5x+6y—bz=0

. ax +by=>5
| 2x -3y =38

3.3.2 Posicao relativas entre retas e planos

Passemos agora para o estudo da posi¢do de uma reta e um plano. Dado um plano 7t e

uma reta r temos trés possibilidades:

e ainterseccdo de r e 7 é vazia. Nesse caso a reta r é dita paralela a 7.

¢ a intersec¢do de 7t e ¥ € um tnico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r € trans-

versal a 7T

e a interseccdo de 7t e r tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos os
pontos da reta r pertencem ao plano 7t e dizemos que a reta r estd contida em 7.

Ndo é dificil ver que uma reta r é transversal a 7T se, e somente se, o vetor diretor dessa
reta ndo é paralelo ao plano 77. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é

ortogonal ao vetor normal ao plano.
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Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7t de equagédo geral ax + by +cz = d

e a reta r de equagdo paramétrica
(x,y,2) = (x0,50 + 20) + (v1, 02, 03)t
sdo transversais se, e somente se,
(a,b,c) - (v1,v2,03 #0),
ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
av1 + buvy 4 cvs # 0.

Reescrevendo esta condic¢do utilizando o vetor normal ao plano n = (a,b,c) e o vetor
diretor v = (v1,v,, v3) obtemos o seguinte critério.

A retar: X = P+ vt é transversal ao plano 7t de vetor normal n se, e somente se,

v-n # 0.

Caso r ndo seja transversal a 77, nos restam duas opgdes: ou r é paralela ou estd contida
em 7. Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta e
verificarmos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta estd contida no plano, caso
contrdrio a reta é paralela.

Exemplo 3.18 Determine a posigio relativa entre o plano
m:X=(1,21)+(1,-1,1)t; + (0,1,2)t
e a reta

r:X=1(1,3,4)+(1,1,1)s.

Solugao: O vetor normal ao plano é dado por:
(1,-1,1) x (0,1,2) = (—3,-2,1)

E como (—3,-2,1)-(1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal ao plano.
O ponto de intersec¢do ocorre quando:

(1,2,1) +(1,-1,1)t + (0,1,2)t, = (1,3,4) + (1,1,1)s
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cuja solugdo é s = %,tl = %,tz = %
1

Substituindo s = § na equacdo da reta obtemos o ponto (3,2, 17), que ¢ portanto o

ponto de intersec¢do de r com 7. O

Exercicios.

Ex. 3.10 — Mostre que a reta
x=3t-2,y=—-4t+1,z=4t-5

é paralelo ao plano4x — 3y — 6z —5=10

Ex. 3.11 — Determine a equagdo do plano contendo a reta

2x+3y—z=2>5
2x -5y +2z=26

o=

e paralela a reta x = —

NN

Ex. 3.12 — Mostre que a reta

%(x—7):—(y—i—3):z—4

intersecciona os planos 71y : 6x +4y — 5z = 4 e M : x — 5y + 2z = 12 no mesmo ponto.

Conclua que essa reta é coplanar com a reta determinada pela interseccdo desses planos.

Ex. 3.13 — Encontre o ponto de intersec¢do da reta dada com o plano dado:
a) %z{—?z%, 2x+3y+z—-1=0
by ¥ —V2_zl x4 z-15=0
+

o MZ_Yd_z3 iy 42,46=0

(e8]

N
N

Ex. 3.14 — Escreva as equacdes do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas:

x—=1 y+1 z-7 x+5 y—2 z+43
2 -3 37 3 -2 -1

108



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Ex. 3.15 — Mostre que as equagdes do plano que passa pelo ponto (xo, o, zo) e € paralelo

as retas:

x—ay _ y—-b  z—q x—a y—b2 z—c

7

ll 12 13 nmq ny ns
pode ser escrita como:
X—X0 Y—Yo 2Z2—20

I I I3 =0.
mq oy ms

Ex. 3.16 — Mostre que a equagdo do plano que passa pelos pontos (xo, vo, z0) € (x1,¥1,21)

e é paralelo a reta:

x—ap _ y—-b  z—q
h L I

pode ser escrita como:

X — X ¥—Yo zZ—2p
X1—X0 Yy1—Yo z1—20 | =0.

I ) I3

Ex. 3.17 — Prove que as retas:

x—1 y+2 z-5
2 -3 4

e (x,y,z)=Bt—724+2,-2t+1)

sdo coplanares e determine a equagdo desse plano.

3.3.3 Posicao relativas entre planos

Queremos agora estudar a posigdo de dois planos no espago. Para comegar analisemos
quais as possiveis posi¢oes relativas, para depois determinar condi¢oes algébricas que as
determinem. Dados entdo dois planos 711 e 71, temos trés possibilidades:

¢ aintersecgdo de 71 e 7, € vazia. Nesse caso, os planos sdo ditos paralelos distintos.

» ainterseccdo de 711 e 712 é ndo vazia, e dois sub-casos sdo possiveis:
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- aintersecgdo de 711 e 71, é uma reta, e os planos sao ditos transversais.
— a interseccdo de 711 e 71p sdo coincidentes.
Assim como no caso retaxplano, para estudar a posicdo relativa entre dois planos
utilizaremos intensamente os vetores normais a estes planos. Para dois planos serem

paralelos, por exemplo, precisamos que seus vetores normais sejam paralelos entre si.

A seguinte proposicdo caracteriza a posigdo relativa de dois planos. Sua demonstracao
é simples e fica como exercicio para o leitor.

Proposicdo 3.19 Sejam 711 e 1o dois planos de equagdes ajx + biy +c1 = di e axx + by +
C2z = dy respectivamente. entdo:

o Os planos 711 e 712 sdo paralelos se os seus vetores normais forem paralelos, isto é, se

(a1,b1,¢1) = Alay, by, c1).
Nesse caso se:

- (a1,b1,c1,dq) for proporcional a (a, by, cp, dy), entdo os planos sio coincidentes

- (ay1,b1,¢1,d1) ndo for proporcional a (az, by, c2,d2), entdo os planos sio paralelos dis-
tintos.

o Os planos 111 e 112 sdo transversais se 0s seus vetores normais nio forem paralelos, isto é, se
(a1,b1,c1) e (a1, by, c1) ndo sio proporcionais.

E interessante observar que se 711 € T forem transversais, entdo a reta r determi-
nada pela intersecdo dos dois planos deve ser perpendicular aos vetores normais n; =
(a1,b1,¢1) e np = (aa,by,¢2), e podemos tomar o vetor n; X ny como vetor diretor de 7.
Assim, escolhendo um ponto P qualquer na interse¢do de 711 e 715, obtemos

r:X =P+ (n; x ny)t.

Exemplos 3.20

e Os planos 71 : 2x + 3y +4x = 5 e mp : 6x + 2y + 2x = 3 sdo transversais. E assim a
sua intersec¢do, ou seja, o sistema

2x+3y +4x =5
6x+2y+2x =3

determina uma reta.
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e Os planos 711 : 2x + 3y +4x = 5 e 7, : 4x 4 6y 4 8x = 2 sdo paralelos e ndo coinci-

dentes. E assim a sua interseccdo é o conjunto vazio.Ou seja, o sistema

2x+3y+4x =5
6x +2y+2x =3
nao possui solugdes.

e Os planos 71 : 2x + 3y +4x = 5 e 7 : 4x + 6y + 8x = 10 sdo coincidentes. E assim a
sua intersecgdo € o plano 711 = 7. Ou seja, o sistema

2x +3y +4x =5
4x + 6y +8x =10

tem como soluc¢do um plano.

Exemplo 3.21 A reta r é dada como intersecgio de dois planos

(3.7)

x+y+2z2=0
x—z=1 '

Escreva as equagdes paramétricas para essa reta.

Soluc¢ao: Um modo de escrever as equagdes paramétricas é escolher uma das varidveis é
taze-la igual ao pardmetro t. Assim por exemplo, fazendo z = t. A equagdo x —z = 1, nos
diz que x = 1+ t. Substituindo esse valores na equagdo x +y +2z = 0, temos y = —1 —¢.
E assim as equagdes paramétricas sdo:

x=1+1t
y=-1-3t .
z =1t

Outro modo de escrever a equagdo vetorial é encontrando dois pontos que satisfazem
a equagdo. Assim por exemplo tomando z = 0, o sistema de equagdes[3.7 fica

x+y=0
x=1
Cuja solugdo é o ponto (1,—1,0), que pertence a reta determinada pela intersecgdo dos
dois planos. Similarmente tomando z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.
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De posse dos pontos podemos escrever a equagdo vetorial dos planos:

x=1+1
y=-1-3t .
z=1t

Exercicios.

Ex. 3.18 — Mostre que os planos bx —ay = n, cy — bz = 1 e az — cx = m se interceptam

numa reta se e somente se al + bm + cn = 0.

Ex. 3.19 — Mostre que a reta:

5x =3y +2z—-5=0
2x—y—z—1=0

estd contida no plano 4x 43y + 7z — 7.

Ex. 3.20 — Determine os valores de a e b de modo que os planos x +2y +z = b e
3x —5y +3z =1e2x +7y +az = 8 se interceptem:

a) um ponto
b) uma reta

c) trés retas distintas e paralelas

3.4 ANGULOS

Na secdo passada nos concentramos no estudo da posigdo relativa entre dois objetos no
espago. Tal estudo nos ensinou a determinar apenas se dois objetos sdo ou ndo paralelos,
mas sem a necessidade de verificar algum tipo de medida angular entre eles. Nesta se¢do
vamos aprofundar um pouco mais o estudo de posicgdo relativa, definindo e estudando
o que chamaremos de dngulo entre dois objetos no espaco.
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3.4.1 Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é definido como o dngulo entre seus vetores diretores. Assim

ser: A+ vtes: B+ utentdo o angulo 0 entre r e s serd tal que
u-v

cosf = ——, (3.8)
[[ul [[v]]

e consequentemente

u-v
6 = arccos <7>
[l vl

Lembramos que a fun¢do arccos(x), retorna um angulo x tal que 0 < x < 7. Como
cos(x) = cos(—x), o &ngulo que obtemos acima é ndo orientado, ou seja obtemos apenas
o valor absoluto do dngulo. Em outras palavras, nesta defini¢do, o angulo entre a reta r
e a reta s ¢ 0o mesmo que o dngulo entre a reta s e a reta r.

Observamos também que entre duas retas ndo paralelas sempre existem dois angulos
possiveis, e o dngulo que encontramos ndo é necessariamente o menor deles, ou seja, o
angulo agudo. Em algumas situac¢des é desejavel conhecermos o angulo agudo entre as

retas r e a reta s. Para isto, observe que se u-v > 0 entdo m > 0. Portanto

u-v T
arccos T < —
[l vl — 27

e o objetivo foi alcangado.
Caso contrério, se u - v < 0, temos que
u-v

7T
— < arccos ——— < 7T
2 fal vl ~

e estamos interessados portanto no dngulo suplementar 77 — 6.

Mas note que cos(7r — 6) = — cos(0), e portanto, substituindo em (3.8) obtemos que se
u-v <0, entdo

)= = : :
cos( = 6) = ~ 1Tl = TullTo G9)

Desta forma se, denotarmos por « o dngulo agudo entre as retas r e s temos que

cosoc:M com0<a <.

[ul[ v

-2
Exemplo 3.22 Encontre o dngulo entre as reta v : X = (1,2,1) 4+ (1,1,0)t e s : xl/;_ =
y+3 z+47
2 1va'
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Solugio: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor direto (1/2,1/2,1/v/2).
E assim

(1,1,00(1/2,1/2,1/v3) 1
11, 1,0)[1(2/2,/2,/v2) | — V2

elogo 6 = 7. g

cosf =

V2
2

E importante observar que para medir o angulo entre duas retas ndo é necessario que
estas se cruzem. Do modo que definimos, podemos medir angulo entre retas reversas, e
o angulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou ndo) é sempre 0.

Também neste sentido, duas retas sdo ditas ortogonais se seus vetores diretores sdo
perpendiculares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam e sdo
ortogonais.

Figura 3.3: As retas AB e FG sdo ortogonais mas ndo perpendiculares.

Exemplo 3.23 Verifique se as retas v : (1,2,1) + (1,1,0)t e s : (1,3,4) + (1, —1,3)t sio orto-
gonais efou se sdo perpendiculares.

Solugdo: Como (1,1,0) - (1, —1,3) = 0 elas sdo ortogonais.
Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sistema linear:

(1,2,1)+(1,1,0)0h = (1,3,4) + (1,-1,3)t,

Como o sistema acima, ndo possui solugdes, as retas ndo se interceptam e assim elas nao
sdo perpendiculares.
O

No caso bidimensional, lancando mdo da representacdo por equagdes lineares, pode-
mos redefinir as férmulas para o dngulo entre duas retas, e coloci-las em fung¢do da
inclinagao das retas estudadas.

Tome entdo duas retas r : y = myx +d e s : y = myx +d e lembre-se que podemos
expressar seus vetores diretores respectivamente por v = i + m;j e u = i + myj. Assim
obtemos que

u-v 1+ mymy

[l ] \/1 n m%\/l ml

cosf =
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A expressdo acima, assim como no caso tridimensional, nos permite calcular o angulo 0
ndo orientado entre as retas. Esse angulo esta entre 0 e 7/2 se 1 4- mymy é positivo, e entre
n/2 e pi se 1 4+ mymy é negativo. Se 1+ mymy = 0 o dngulo é igual a 77/2 e assim as retas
sdo perpendiculares.

De modo andlogo, podemos encontrar

[ma — my|

1+ 1+

senf =

ou equivalentemente

my —m
6 = arcsen 2 ! .
2 2
\/1—|—m1\/1—|—m2
Neste caso, como 0 < _ mazm] <1, temos que 0 < 0 < 7/2.

\/ 1+m{w / 1+m§

Outro modo de determinar o dngulo entre duas retas no plano é lembrando que o
coeficiente angular é a tangente do dngulo orientado (no sentido anti-horario) entre a reta
é a parte positiva do eixo x. Assim dadas duas retas de coeficiente angulares m; = tg ¢,
e my = tg¢,. Pela figura 3.4/ temos que 6 = ¢, — ¢ e logo:

_ B _tgpr—tgpr  mp—m
tg0 = tg(p2 — 1) = 1+tgprtgds 1+ myms

¢2 n

/

Figura 3.4
Uma vantagem da expressao

myp — My

0= arctg m

é que o angulo determinado por esta é o dngulo orientado entre as retas r1 e 7.
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Dadas duas retas de coeficientes angulares 1, m,, entdo o angulo entre elas é dado
por:

1+mymyp

cosb = i

|1my—my |

send = A i

tgf = 21

1+mymy

Exemplo 3.24 Ache o dngulo entre as retas 2x —y = 3 e x + 3y = 4.

Solucgdo: Neste caso temos que:

_%_2
tgf= —2——— = —
ST (-2

E assim 6 = arctg(—7) ~ —81.8699°.

A
~
1

1/2 3

Exemplo 3.25 Ache duas retas que passe pelo ponto (2,2) e que faca um angulo de 45°com a
reta 2x — 3y = 4

Solucdo: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para isso, ob-

servamos que:

2

o 3z—m
tgd5° =1= 5
E dessa forma 14 2m = 2 —m e logo 3m = —3 e assim m = —1. Logo a equagdo da reta

éy—2=—-1(x-2)
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No caso
i
tg4d” =1= 5
E dessa forma m = 5. Logo a equagdo daretaé y —2 = 5(x — 2) 4
Exercicios.

Ex. 4.1 — Ache o dngulo agudo entre as retas 3x —4y +2=0e 2x +3y =7
Ex. 4.2 — Qual o dngulo entre o eixo x e 5x 412 = 3?

Ex. 4.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um angulo de 45° com 3x — 4y =
7.

Ex. 4.4 — Ache os trés angulos de um tridngulo cujos vértices sdo (2,1),(—1,2),(3,—2).
Veja se eles somam 180°

Ex. 4.5 — Seja « um dos dngulos formados pelas retas ax + by = ce y = px + 4. Dé uma

expressao para |cos | .

Ex. 4.6 — Escreva a equacdo da reta que passa pela origem e faz um angulo de 45° com
areta 5 + yT\/é =1

Ex. 4.7 — Mostrar que os quatro pontos (2,2), (5,6), (9,9) e (6,5) sdo os vértices de um
losango e que suas diagonais se cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a

outra.

Ex. 4.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de
qualquer quadrildtero e o segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais

do quadrildtero cortam se mutualmente ao meio.

Ex. 4.9 — Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto (1, —2,1) e
é perpendicular as retas r : (1,—3,0) + (1,2,1)tes: (—2,1,0) + (1, -1, 1)t
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Ex. 4.10 — Determine as equagdes paramétricas da reta perpendicular as retas:

x=3t-7, y=-2t+4, z=3t+4

x=t+1, y=2t-9, z=-t-12

3.4.2 Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 6 entre uma reta r e um plano 77 é definido como o dngulo complementar ao
angulo agudo entre o vetor diretor a essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura [3:5).
Se v é um vetor diretor da reta r e n é um vetor normal ao plano 7t entdo

sen(f) = sen <E - 0c> = cos(a)

2
e logo
v nl
) = ————
5en(®) = vl Tial

Figura 3.5: Angulo 6 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano 7T com vetor normal n e uma reta r com vetor diretor v, sdo
ortogonais se o angulo entre eles é 7, ou equivalentemente se os vetores v e n sdo

paralelos.

Exemplo 3.26 Determine o dngulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)t e o plano de equagio
vetorial X = (8,—4,2) + (—1,0,2)t + (1,—2,0)s.
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Solugdo: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:
n=(-1,0,2) x(1,-2,0) = (4,2,2)
Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:

(1,1,0)- (4,2,2) V3

sen(f) = =

V224 2

e assim 0 = 3 O

Exemplo 3.27 Determine a equacdo geral do plano que passa pelo ponto (1,2,1) e que é perpen-
dicular a reta X = (1,0,0) + (1,3, —1)t

Solugdo: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1 e assim a equagdo
geral desse plano é: x 4+ 3y — z = d. Como o ponto (1,2,1) pertence ao plano, ele satisfaz
a equacdo do plano, ie, 1+3-2—~1 = d. Logo d = 6 e a equacdo geral do plano ¢
x+3y—z==6. O

3.4.3 Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 711 e 7, é definido como o angulo agudo entre os vetores

normais ni e np

|n1-n2]
COS 9 =
©) = Tl Tmal

Dois planos 711 e 712 com vetores normais nj e n; respectivamente, sdo ditos ortogonais
se o angulo entre eles é 7, o que implica que seus vetores diretores sdo perpendiculares,

i.e,

1‘11-1‘12:0

Exemplo 3.28 Determine a equagio do plano que contém o ponto (1,0,1) e que é perpendicular
aos planos 2x +y+z=2e —x+z =7.
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Figura 3.6

Solugdo: O vetor n normal ao plano, serd ortogonal aos vetores (2,1,1) e (—1,0,1). E

assim
n=(211)x(-10,1) = (1,-3,1)

Logo a equagdo geral do plano é da forma x — 3y 4z = d. Como o ponto (1,0, 1) pertence

ao plano:

d=1+3-0+1=2
E a equagdo geral é x — 3y +z = 2. U
Exercicios.

Ex. 4.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3x—y+z=2ex—y==~6
b) x+2y—3z=8e2x+4y—62+31=0
c) x=0ey=0
d x=1lex+y=1

Ex. 4.12 — Escreva a equagdo vetorial do plano que passa pelo ponto P e é perpendicular
as planos:

m;+D1=0 mqy + D1 =0.
Escreva também a equagdo geral desse plano dado que:

P: (x0/ Yo, ZO) n; = (ﬂ], bl/ Cl) n; = (a2/ bZI CZ)
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Ex. 4.13 — Ache a equacdo do plano perpendicular ao plano xz, que contem o ponto
(1,2,3) e que faz um angulo de § com 3x +2y 4z = 1.

3.5 DISTANCIAS

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distancia entre dois objetos
(ponto, reta ou plano) no espago.

Sabemos facilmente como determinar a distadncia entre dois pontos no espago. Bas-
tando para isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas como
medir a distdncia entres outros dois objetos? Este serd nosso objetivo nesta segdo.

3.5.1 Distancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é definida como a distancia entre P e ponto
A € r mais proximo de P. Para determinar a distancia de P a r, sejam A e B dois pontos

de r e considere o tridngulo ABP.

ya B
A éarea do triangulo ABP pode ser calculada usando o produto vetorial e assim temos:

A= || AP x AB|

Por outro lado usando que a drea do tridngulo é metade da base vezes a altura temos:

_ |lAB]|n
A= 2

e assim ||ﬁ X zﬁ” = Hzﬁﬂh e logo
_ 4P x 4B

h=4d(P,r)
|AB|
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Exemplo 3.29 Calcule a distincia do ponto P = (1,0,2) aretar: (1,0,1) + (2,0,1)t.

Solugdo: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0,2). E assim ﬁ =(0,0,1) e zﬁ = (2,0,1)

o1 x@2o0n|] 2
W =00~ v

Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Assim como nas seg¢Oes anteriores, o caso bidimensional pode ser estudado separada-
mente. Queremos entdo utilizar as expressdes determinadas anteriormente para encon-
trar uma maneira de expressar a distancia do ponto P = (p,q) a reta Ax + By +C = 0.

Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo x (A = 0). Neste caso, a
reta terd equagdo y = —% e a distancia serd dada pela diferenga entre a coordenada y do
ponto e da reta, ou seja, d(P, ) = |q+ §|.

Se a reta r ndo é paralela ao eixo y, entdo ela intercepta o eixo x no ponto (—%,O) e
seu vetor diretor pode ser escolhido como v = Bi — Aj (por qué?).

Desta forma, a equagao vetorial daretaér : (—%, 0) + (B, —A)t. Escolhendo A = (%, 0)

e B= A +v, temos que ﬁ =(p+ %,q), e temos
d(P,r) =

onde o vetor AP x v pode ser calculado através do seguinte determinante formal

i j k
B —A 0|,
p+S g9 0

e assim AP x v = (Bg+ Ar+C) k.
Segue entdo que ||ﬁ X v|| = |Ar 4+ Bs + C| e assim

_ |Ap+Bq+C|
VAT B2

Observe que fazendo A = 0 na expressdo acima, recuperamos a expressdo encontrada

d(P,r)

para retas paralelas ao eixo x, e portanto esta férmula pode ser usada em qualquer caso.
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Exemplo 3.30 Calcule a distancia do ponto (1,3) a reta 4x —2y — 3 = 0.

Solucao:
d_\4-1—2-3—3\_ 5
V16 +4 V20

Exemplo 3.31 Existem duas pontos cuja coordenadas x sdo iguais a —3 e que distam 6 da reta
r:5x — 12y — 3 = 0. Ache as coordenadas y desse ponto.

Solucdo: Ambos os pontos podem ser representados como (3, s). Para esses pontos temos

que:

5(—3) — 125 —3| _
13 N

e logo |18 4+ 12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8) O

d= 6

Exercicios.

Ex. 5.1 — Ache as distancias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abx—2y=23.
b) (—2,5)a7x+3=0.
c) (—3,4)ady+5=0.
d) Origema3x —2y+6=0.

Ex. 5.2 — Determine a distancia J entre o ponto A = (3,1) e a reta x + 2y = 3.Pelo
seguinte método: primeiro ache o ponto B sobre essa reta tal que d (A, B) = 4. Escreva a
equacdo da reta de forma paramétrica r = ro+vt e calcule o produto interno dos vetores
AB e v. Conclua.

Ex. 5.3 — Ache o comprimento das alturas de um tridngulo com vértices (a,0), (b,0), (0, ¢c).

Ex. 5.4 — Ache a distdncia entre as duas retas paralelas: 3x +2y = 6 e 6x +4y = 9.
(Porque essas retas sdo paralelas?)
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Ex. 5.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cujas equag¢des sdo Ax + By +
C=0eAx+By+C' =0¢

€ —C]
VA% + B?

Ex. 5.6 — Ache os pontos da reta y = 2x + 1que estdo situados a distancia 2 da origem.

Ex. 5.7 — Quais sdo as retas paralelas a reta 3x — 4y = 1 que estdo a distancia 5 desta?

3.5.2 Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano é definida de maneira andloga ao caso ponto-
reta. Considere entdo um plano 7t com vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para
calcularmos a distancia de P a 7, tome A um ponto qualquer de 7t e considere o vetor
AD. A distancia de P a 77 serd dada entao pela norma da projecao de AD sobre n, ou seja,

it

d(P, ) = ||Proj, AP|| = A
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Se na expressdo anterior tomarmos P : (xo,Yo,20), A : (a1,a2,43) e supormos que 0O
plano 7t tem equagdo geral ax + by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é

n = (a,b,c), e portanto

|a(xo = x1) + b(yo —y1) +c(yo — 1)
d(P,t) = .
(B:7) N (510
_ laxo +byo + cyo — (ax1 + by1 + cy1)| (3.11)
Va?+b% +c? .

Como o ponto A pertence ao plano, temos que axy + byo + cyo = d e assim

laxo + byo + cyo — d|
va?+b% +c?

Observe que, como seria de se esperar, a distancia ndo depende do ponto A escolhido.

d(P, ) (3.12)

Exercicios.

Ex. 5.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a origem:
a) x=5
b) x+y=1
) 2x+y—z=0
d 2x+y+z=2

Ex. 5.9 — Se a distancia da origem a um plano é d, e esse plano intercepta os eixos em
(a,0,0), (0,b,0) e (0,0,c) prove que:

1 1 1 1
Z-a2teta

3.5.3 Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distancia entre duas retas r e s sera
definida como a menor distancia entre um ponto 7 e um ponto de s.

Sejam entdo r, s duas retas no espago tais que v : A +ut es: B+ vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distancia entre elas é nula.
Se as retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas ¢ igual a distancia
de um ponto P qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser calculada usando os

conhecimentos obtidos na se¢do anterior.
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Se as retas 7 e s forem reversas comecamos escolhendo um ponto P sobre r e um ponto
Q sobre s. Projetamos entdo o vetor lﬁ sobre o vetor n = u x v que é ortogonal as retas

r e s. A norma dessa projecdo ¢é a distancia entre as retas.

Q v B

-

\
AL

u

Figura 3.7: Distancia entre retas reversas.

Como
, PO -n
PI'OJH@ = Wn
e assim:
PO -n
d(r,s) = Tal (3.13)
PO -n
d(r,s) T (3-14)
Exercicios.

Ex. 5.10 — Determinar as equagdo da reta que passa pelo ponto (3,1) e tal que a distancia
desta reta ao ponto (—1,1) é igual a 2v/2. (Duas solucdes)
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Ex. 5.11 — Determinar a equagdo do lugar geométrico de um ponto que se move de
maneira que sua distancia a reta 4x — 3y + 12 = 0 é sempre igual a duas vezes a distancia

a0 eixo Xx.

Ex. 5.12 — O angulo de inclinagdo de cada uma de duas retas paralelas é a. Se uma reta

passa pelo ponto (a,b) e a outra pelo ponto (c,d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c —a)sena — (d —b) cos |

Ex. 5.13 — Ache as equagdes dos planos paralelos ao plano 3x —2y + 6z +8 = 0 e que
distam 2 desse plano.

Ex. 5.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
a) 4x+8y+z=9e4x—-8y+z+18=0
b) 3x -2y +6z+8=0e6bx—4y+12z+12=0

Ex. 5.15 — Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto (2,1,5) e que intercepta a reta

x—1 y+2 z-3
3 4 2

perpendicularmente.
(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distdncia a reta y +4 = 0.

Ex. 5.16 — Determinar a distdncia do ponto a reta:

a) ponto (7,7,4) aretabx +2y +z—-4=0eb6x—y—2z—-10=0

b) ponto (—1,2,3) areta % = yTJf’ =z

Ex. 5.17 — Ache 0s pontos sobre o eixo y que distam 4 do plano x +2y —2z =0

Ex. 5.18 — Determinar a distancia d do plano 3x — 12y +4z —3 = 0 ao ponto A =
(3,—1,2) pelo seguinte processo: Encontrar o ponto B, pé da perpendicular desde A até

o plano. Entdo determinar d como o comprimento do segmento AB.
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Ex. 5.19 — Determine a distancia do ponto (2,2,2) a reta

x=2t+1
y=3t+2
z=>5t+1

Ex. 5.20 — Determine a distdncia entre as retas r que tem equagdo paramétricas:

x=2t+1
y=3t+2
z=>5t+1

e a reta s que tem equagdo paramétrica:

X =4s+1
' =2s+2
Z =1s+5

3.6 RETAS EM COORDENADAS POLARES

Se sobrepormos um sistemas de coordenadas polares a

um sistema de coordenadas cartesianas de modo que . (%) Aeixoy
o polo e a origem coincida e a diregdo principal OA, CCRRTRERPERERY )
sobreponha-se a parte positiva do eixo x (veja figura[3.8),

Yy

podemos ver que a relagdo entre as coordenadas para o

mesmo ponto é dada por:

S

\J

A
=
o

X = rcosf (3.15)
y = rsenf 0

Figura 3.8

sendo

r= \/ﬁy2 0= arctg% = arcsen ﬁyz = arccos ﬁyz
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Substituindo as relacdes dada por[3:15, na equacdo geral de uma reta s : Ax + By = C,
temos que esta pode ser expressa em coordenadas polares como:

r(Acosf+ Bsenf) = C (3.16)

ou equivalentemente:

% = (Acosf0+ Bsen?) (3.17)

Exemplo 3.32 A equagdo da reta 3x + 2y = 7 em coordenadas polares é:

r(3cosf +2senb) =7

Sem perda de generalidade, podemos assumir que C
é positivo (Mudando os sinais de ambos os lados se ne-
cessério).

Se construirmos, no quadrante apropriado, um
tridngulo retdngulo de lados A e B, a hipotenusa desse
triangulo sera v/A2 + B2, logo:

B A
—_— =senq, ——— =
VA? 4 B? VA% 4 B2

Se dividirmos ambos os lados da equagéo por v A% + B2 ficamos com:

\]

cos

A B C
r 7c059+7sen0> =
(\/A2+BZ VA% + B2 VA% 4 B?

e consequentemente
r (cosacos O+ senacosf) =h

sendo

C
VA2 4 B2

e desse modo a equagdo da reta em coordenadas

polares pode ser escrita como:
rcos( —a) =h

A equagdo anterior é conhecida como equagdo padrado da reta em coordenadas polares.
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O significado geométrico de h é a distancia da reta a origem enquanto a é o angulo
entre o eixo polar e a reta passando pela origem e pelo ponto que realiza a distancia
minima entre a origem e a reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema, isto é,
seja s uma reta tal que a distancia dessa reta & origem O é h. Se tomarmos um ponto de
coordenadas (r,0) sobre essa reta de vetor posigdo r. Entdo o tridangulo delimitado por /,
r e a reta s forma um triangulo retdngulo com hipotenusa r. Em relagdo ao angulo 6 — «

o lado adjacente é /1 e assim

cos(0 —a) = g

e logo

rcos(6 —a) =h

Exemplo 3.33 Ache o tamanho e a diregio do segmento que liga a perpendicularmente origem a

reta abaixo.

% = 8cosf + 6send

Solucao: Comegaremos colocando a equagdo

% = 8cos0 + 6sent
na forma padrdo:
rcos(6 —a)=h

que expandindo fica:

1

1 1
= —cosxcosf + —senasent
r h h

Igualando os temos temos:

1

—cosax =8 (3.18)
h

1

7 sena = 6 (3.19)

Elevando as equagdes e ao quadrado e somando temos:

1

m 100
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e consequentemente /1 = 11—0.
Dividindo a equagéo 3.19] pela equagéo temos:

toc—é—§
54 =871

Consequentemente, temos que a distancia é 11—0 e a inclinagdo da reta é arctg (%)

Exercicios.

Ex. 6.1 — Ache a distancia da reta
6
- = cosf + V3senf

a origem.

Ex. 6.2 — Ache o tamanho e a dire¢do do segmento que liga a perpendicularmente ori-

gem a reta abaixo.

% =4cosfO +3send

Ex. 6.3 — Identifique e desenhe as seguintes retas, colocando as na forma padrdo. Con-
fira suas respostas usando coordenadas cartesianas

a) rcosf =3
b) rsenf =3
¢) 7(5cos6+senf) =32
d) 5(5cosf —12senb) = 39

Ex. 6.4 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo x e dista /1 da origem, entdo sua
equagdo é dada por rsenf = h

Ex. 6.5 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo y e dista & da origem, entdo sua
equacao é dada por rcos @ = h ou por rcosf = —h , dependendo se a reta se encontra a
esquerda ou a direita do eixo y.
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Ex. 6.6 — Mostre que a equagdo da reta ligando os pontos de coordenadas polares

(r1,61) (r2,62) é dada por:

sen(f) —601)  sen(f —6;) n sen(f, — 6
r B %) r

Ex. 6.7 — Dada a equagdo & = f(6) com
f(0) =acos(6 +a)+bcos(6 + B)

a) Mostre que esta equagdo representa uma linha reta.

G _

b) Conclua que =2 = f(0 + 7/2) também representa uma linha reta. E que essa reta é

perpendicular a reta de equacao & = f£(6).
) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a & = f(0) sdo da forma
% = f(6 + 7/2) para algum C,
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4 CIRCULOS E ESFERAS

4.1 EQUACOES CANONICAS DE CIRCULOS E ESFERAS

Um circulo é o conjunto de pontos no plano que estdo a uma
certa distancia r de um ponto dado (g, b).
Desta forma um ponto (x,y) pertence ao circulo de centro

(a,b) e raio r se e somente se satisfaz a equagao:

\/(x—a)2+(y—b)2:r

ou equivalentemente: Figura 4.1: Circulo de cen-

tro A eraio r.
(x—a)’+ (y—b)* =7

No caso de uma esfera de centro (a,b,c) e raio r a equagdo reduzida da esfera é

(x—a)*+ (y—b)* + (z—c)* = 1?

Figura 4.2: Esfera de Centro C e raio r.

Exemplo 4.1 Achar a equagdo do circulo de centro (—3,1) que é tangente a reta 3x —4y —2 = 0

Solugdo: Temos o centro e precisamos achar o raio. O raio é a distdncia entre a reta e o
ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o centro ao ponto
de tangéncia. Logo:
13(—=3) —4-1—2] _ 3

A /32 + 42

e assim a equacao do circulo é:

_—

(x4+3)2+y—-1)2*=9oux®>+y>+6x—2y+1=0
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Exemplo 4.2 Achar a equagdo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3,—1,2) a (5,3,4) .

Soluc¢do: Nao temos nem o centro nem o raio aparentemente. Mas temos que o centro é
o ponto médio do segmento e que o raio é metade do didmetro. Logo:

1
r= E\/(5_3)2+(3+1)2+(4_2)2 =6
O ponto médio é (4,1,3) e logo a equagdo da esfera é:

(x— 42+ (12 + (-3 =6

Exemplo 4.3 Identificar a curva cuja equagdo é:

Pty —6x—4y —12=0

Solugdo: Identificaremos a curva completando quadrados. O termo x> — 6x pode ser
convertido num quadrado, se somarmos 9 e y* — 4y pode ser convertido num quadrado
somando 4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equagdo x? +y? — 6x — 4y —

12 = 0. Logo temos:

X2y?—6x —4dy —12=0 (4.1)

= (®—6x+9)+ (P —dy+4) =12+4+9 (4.2)

= (x=3+(y -2 =5 (4:3)

Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3,2). 4

Podemos generalizar o exemplo anterior:

Exemplo 4.4 Identificar a curva cuja equagdo é:

X+ y*+ Ax+By+C=0
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Solugao: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quadrados. O

. 2
termo x2 + Ax pode ser convertido num quadrado, se somarmos AT e y> + By pode ser

. 2 2 2
convertido num quadrado somando BT. Desta forma, somaremos AT + BT em cada lado

da equagdo:

?+y*+ Ax+By+C=0 (4-4)

A? B2 A% B?

2 el 2 — =94 = _

:><x +Ax+4>+<y +By+4> 4+4 C (4.5)

AN? B\> A? B?
:><x+5> +<y+§> —I—FZ—C (4.6)

- . - . - AZ BZ

Observamos que para a equagdo anterior ser a equagéo de um circulo, r* = 4- + 2 — C,

e assim temos que ter ATZ + BTZ -C>0.

No caso em que ATZ + BTZ — C <0, o lugar geométrico descrito pela equagao |4.6é vazio,
pois a equagdo ndo pode ser satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente
negativa.

No caso em que ATZ + BTZ — C = 0, o lugar geométrico descrito pela equagdo éo
ponto (—%, —2), pois se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma é zero.
O

De modo anédlogo, podemos demonstrar que a equagao

P+ +22+ Ax+By+Cz+D =0

2 2 2 2 2 2
descreve uma esfera se AT—FBT—F%—D > O,umpontose%—l—%—k%—D =0eo
. . A2 B2 c2
conjunto vazio se - + - + 5 — D <0.

Exemplo 4.5 A superficie cuja equagio é:
12-2x+ x> +4y+ 2 +82+22=0

é uma esfera. Encontre seu centro e raio.

Solucao: Completando os quadrados temos

(2 =2x+1)+ (> +4y+4) + (22 +824+16) —1—4— 16+ 12 = 0.
Dai segue que:

(¥ =1+ +2)°+ (44 =9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O
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4.1.1 Circulo por trés pontos

Trés pontos ndo colineares determinam um tnico circulo. Assim sendo, fixados Py, P, e
P; ndo colineares podemos facilmente encontrar a equagdo do circulo que passa por tais
pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando que a equagédo geral de um circulo

é da forma
X+ y*+ Ax+By+C=0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem tal
equacgdo. A substitui¢do de cada ponto resulta assim numa equagdo linear nas varidveis
A, B, C e assim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem um sistema
linear em trés equagdes e trés varidveis A, B, C. Resolvendo tal sistema encontramos,

entdo, a equagado do circulo.

Exemplo 4.6 Determine a equagio do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

Solugdo: Substituindo os pontos na equagao

temos o sistema:

5—-A+2B4+C=0
1+B+C=0
13-3A+2B+C

cujas solugdo é A =4,B =0,C = —1. E logo a equagdo é
4y +4dx—1=0.

Completando quadrado obtemos, entdo:
(P +4x+4)+y*—4-1=0.

Donde segue:
(x +2)*+y* =5.

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos tem centro (—2,0) e raio /5.
O
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E possivel encontrar a equagdo de um circulo por trés pontos ndo colineades de uma
outra maneira. Nessa consideramos o tridngulo determinado pelos pontos P;, P>, P; e
esse circunscrito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circuncentro desse triangulo,

isto é, o encontro das mediatrizes.

Exemplo 4.7 Determine a equagio do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

Solugdo: A equacdo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) é y —1 = —x, e como
o ponto médio desses pontos é: (—%, %) temos que a mediatriz relativa a esse lado é:
¥y — 3 = x+ } (lembrando que como a mediatriz ¢ perpendicular ao lado seu coeficiente
angular é igual a menos o inverso do coeficiente da reta).

De modo anélogo a equacio da reta passando pelos pontos (0,1) e (=3,2) éy = —3 +1
e a equacdo da mediatriz é: 3x = —6+y

temos o sistema:

{ 3x =—-6+y
y—3=x+;

cujas solugdo é x = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio pode
ser calculado observando que este serd a distdncia do centro (—2,0) a um dos vértices
do triangulo, por exemplo (0,1). Assim 7> = 5, e logo a equagdo é:

(x+2)*+y* =5.

Exemplo 4.8 Obtenha a equagio da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(2,0,0),(1,1,1),(0,1,0)
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Solugao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema linear:

1+C+D=0
44+2A+D =0
3+A+B+C+D=0
1+B+D=0
cuja solucdo é A = —%,B = —%,C = —%,D = —% e assim a equacgdo da esfera é:
2,2 2 OX Yy z 2
Xty +z 3 373 3_O

Donde segue:

Exercicios.

Ex. 1.1 — Ache a equacdo dos seguintes circulos:
a) Centro (—2,5) e raior = 3.
b) Centro (1,3) eraior =2
c) Centro a origem e raio r = a
d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2,3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a
f) Diametro (5,2) a (—2,10)
g) Centro (3, —2) tangentea2x —y =0
h) Tangente a 2x — 5y + 1 = 0 no ponto (2,1) e raio 3 (duas respostas)

Ex. 1.2 — Identifique, dando o centro e o raio.

a) x2+y?—4dx+6y =12
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b) x> +y*—2x—4y+5
o) x*+y*=2ax

d) 4x? —4x =5y — 42
e) x*+y*+22=2uz

Ex. 1.3 — Ache a equacgdo do circulo que passa pelos pontos (4,0),(0,3) e a origem.

Ex. 1.4 — Ache a equacdo dos seguintes circulos
a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no segundo quadrante e com raio
r=4.
b) Tangente ao eixo x, ao eixo y e a linha que intercepta o eixo x e 0 eixo y em 3 e 2

respectivamente.

Ex. 1.5 — Verifique que as equagdes abaixo descrevem esferas, em caso afirmativo iden-

tifique o centro e o raio:
a) XX+y?+z22-2x—4y+10=0
b) x%* —6x +y* — 4y + 2% + 14z + 58
o ¥*+y*—6y+z2+4z+16
d) x®+2x+y*+4y —z>+62—29

Ex. 1.6 — Dados P; = (x1,y1,21) € P, = (x2,2,22) entdo a equagdo da esfera que tem

PP, como didmetro é

(x—x1))(x=x)+ Wy —y1) (W—y2) +(z—21)(z—22) =0

4.2 RETAS TANGENTES E PLANOS TANGENTES

Uma reta é dita tangente a um circulo se a interseccdo entre essa reta e o circulo for
somente um ponto. Para uma reta tangente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor
ligando o raio ao ponto de interseccdo. Além disso a distancia do centro do circulo a reta

tangente é igual ao raio do circulo.
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Figura 4.3: Reta tangente a um circulo

De modo andlogo, dizemos que um plano é tangente a uma esfera se esse plano inter-
ceptar a esfera num tnico ponto. Nesse caso o vetor normal ao plano é paralelo ao vetor
radial ligando o centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a esfera. E a distancia
do plano tangente ao centro da esfera é igual ao raio da mesma.

Figura 4.4: Plano tangente a uma esfera

Exemplo 4.9 Ache a reta tangente ao circulo de equagio x> + y*> — 2y — 4x = 0 no ponto (3,3)

Solugdo: Completando quadrados podemos colocar a equagio x* +y? — 2y — 4x = 0 na
forma reduzida:

(x=27+ (-1 =0
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Logo o centro do circulo tem coordenadas (2,1). Logo, o vetor ligando o centro do circulo
ao ponto (3,3) é i+ 2k e assim o coeficiente angular da reta passando por estes pontos
é igual a 2. Logo, o coeficiente da reta tangente é —% (Por qué? Tente escrever a equagao
da reta tangente na forma padrdo obtendo antes equagdes paramétricas para a mesma.).
E assim a equacédo da reta tangente é:

B T
ou

x+2y=9.

(3,3)

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo de equacao
(x =P +(y = b7 =

Vamos calcular a equagdo da reta tangente no ponto (xi,y1).
Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do circulo ao ponto de tangencia:

(x1 —a)i+ (y1 — b)j. Consequentemente a inclinagdo da reta passando por esses pontos

Z. ylfb

X1
e: Xi—a

Logo o coeficiente angular da reta tangente é — ™

—a . N
;- E assim a equacdo da reta

tangente é da forma

__"M
y—w) = m —, (x+x)
e logo

(y—y1)(y1—b) = —(x1—a)(x —x1)

e assim expandindo:

(x1 —a)x+ (1 —b)y =k
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para alguma constante k. Somando (x1 —a)(—a) + (y1 — b)(—b) em ambos os lados da
equagao obtemos:

(1 —a)(x—a) + () =)y —b) = k2

para alguma constante k>, que determinaremos agora. Se substituirmos x = x; ey = y;

teremos que
ky = (x1 — a)z + (yl - b)z = 1’2
e assim a equacdo da reta tangente no ponto (xq,y;) é

(x1—a)(x —a) + (y1 — b)(y —b) = r*.

Exemplo 4.10 Obtenha as equagdes dos planos tangentes a esfera —3 — 2x + x* + 4y + y> +
2z + z% = 0 que sdo paralelos ao plano x — 2y + 2z = 3.

Solucdo: Completando quadrados temos que a equacdo da esfera pode ser escrita como:
(=1 +(y+2)"+(z+1)* =9

Logo o centro dessa esfera é (1, -2, —1) e o raio é 3.

A equacdo geral de um plano paralelo a x — 2y + 2z = 3 tem equacdo da forma:
x—2y+2z=d

Como esse plano é tangente a esfera a distdncia do centro dessas esferas ao plano é
igual ao raio dessa esfera. E assim:

_ 1-2(-2)+2(-1) —d]

=3
9

d(C, m)

elogod = —6 oud = 12 e assim as equagdes dos planos sdo x —2y +2z = —6 e
x—2y+2z=12
O

Exercicios.

Ex. 2.1 — Ache a equacgdo a reta tangente no ponto indicado:
a) x*+y*=25(-3,4)
b) x%+y? = 2x — 4y, origem.

c) Ache as retas tangentes ao circulo x? + y? = 4x que passam pelo ponto (3,2).
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d) Uma corda da circunferéncia x> + y?> = 25 se encontra sobre a reta cuja equacéo é
x —7y + 25 = 0. Qual o comprimento dessa corda?

Ex. 2.2 — Para um tridngulo qualquer encontrar:
a) aequagdo da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
b) aequagdo da circunferéncia inscrita ao tridngulo

¢) aequagdo da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do triangulo.
[Dica: As coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices do triangulo sejam

(0,0), (0,a), (b,c) ]

Ex. 2.3 — As equagdes dos lados de um tridangulo sdo 9x +2y 4+ 13 = 0,3x +8y —47 =0
e x —y — 1 = 0. Encontrar a equagdo da circunferéncia circunscrita.

Ex. 2.4 — Mostrar que as tangentes de inclinagdo m a circunferéncia x* + y*> = 2 sdo

y=mx+rv1+m2

Ex. 2.5 — Qual a equagdo da circlinferencia que passa pelos pontos (1,2),(3,4) e que

tem centro sobre o eixo y?

Ex. 2.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja
tangente ao circulo de centro na origem e raio r?

Ex. 2.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x — 4y — 1 = 0 no ponto (3,2).
Determinar sua equagado (duas solugdes).

Ex. 2.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa pelo ponto (—1,5) nédo
pode ser tangente a circunferéncia x* + y*> + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado
geometricamente.

Ex. 2.9 — Ache a equagdo dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos de pontos.
Diga qual o centro, o raio e desenhe.

a) (3,4),(—-1,2),(-2,4)
b) (4,2),(—2,3),(-1,6)
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c) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 2.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera X2+t 422 =12

2

no ponto (a,b,c) tem
equacado ax +by +cz=r

Ex. 2.11 — Ache a equagdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e
cujo centro esta no plano x +y —z =0

Ex. 2.12 — Ache a esfera que tem centro na reta
x=2z-3
r:
y=z-—1
e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)
Ex. 2.13 — Calcule a distancia do ponto (2,3,4) a esfera x> + 4x + y> — 2y + z* + 4.

Ex. 2.14 — Determine a equagdo da esfera cujo centro é (3,2, —2) é que é tangente ao

plano
1 -3 2
=1 0 | + 1 t+1 0 |s
z 1 0 1

Ex. 2.15 — Determine a equagao da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X e que
passa pelos pontos (3, —4,2) e (6,2, —1).

Ex. 2.16 — A equagdo de uma esfera é x> +y*> +z2 + 6y — 4z + 9 = 0. Determinar a
equagdo da esfera concéntrica que é tangente ao plano:

Il
o
+
— = N
)
+
o
—~

144



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Ex. 217 — Ache os planos tangentes a esfera 2 + 12 + (z — 1)> = 1 que sdo paralelos
ao plano 4x —y + 3z =2

Ex. 2.18 — Encontre a equagdo dos planos que contem a reta r e sdo tangentes a esfera
S:

x+6

r: 5

=y+3=z+1

eS:x+y?+22—4x+2y—4z+4=0.

4.3 CIRCUNFERENCIA EM COORDENADAS POLARES

CENTRADA NA ORIGEM O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia estd
centrada na origem nesse caso a circunferéncia é o conjunto de pontos que distam uma

constante a4 da origem ou seja a equagdo em coordenadas polares é
r=a.

E facil de ver que essa equacgdo coincide com a em equagdo em coordenadas cartesianas.
Observe que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente

se: x = acost e y = asenb. Dai segue que:
x? +y* = a*(cos? 6 +sen® ) = a>.

PASSANDO PELA ORIGEM Dada uma circunferéncia de raio a e passando pela ori-
gem. As coordenadas polares do centro dessa circunferéncia sao (a, «).

Considere o tridngulo AOKP. Como OK é diametro da circunferéncia circunscrita ao
tridngulo vemos que AOKP é retangulo em P. Da defini¢cdo de cosseno segue entao:

r=2acos (60 —a).

FORMA GERAL Dado uma circunferéncia de centro (c,«) e raio a, usando a lei dos

cossenos temos que:

a* = 1?4+ c* — 2rccos (0 — «)
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que é a equacgdo da circunferéncia na forma geral.

Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que o centro do circulo de equacdo r = Acos + Bsen6 é

(x/A2+B2 B)

5 ,arctg 2

Ex. 3.2 — Mostre que a reta rsenf = 4 é tangente ao circulo » = 8cos 6

Ex. 3.3 — Mostre que a equagdo da tangente ao circulo
r=2acost
no ponto (ry,01) é:

rcos(f —26;) = 2acos” 6

Ex. 3.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos(f —a) =a+rjcosa
é tangente ao circulo

r? —2rrycosf +r; —a* =0
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Apéndices
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NOTACAO DE SOMATORIO

A notagdo de Somatério é um modo sucinto de escrever expressdes tais como:
P22+ 40

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da forma k% e estamos
somando esses termos de 1 até n. Um modo sucinto e muito ttil de escrever essa soma é

utilizando a notacdo de somatoério:
n
2K
k=1

A expressdo anterior deve ser lida como “soma de k?> com k variando de 1 até 7.
E de modo mais geral a soma dos ntimeros reais ay, - - - a4, pode ser escrita usando a

notagdo de somatério como

n
Y ag=a1+--+ay
k=1

Claramente, ndo é necessdrio que a soma comece do 1. Assim por exemplo, podemos

escrever:
4

Y (2s4+1)=14+3+5+7+9
s=0

5 .
=2

De modo andlogo ao fatorial, podemos definir o somatério como

Ex. 3.5 — Definicdo A.1 Dado a; uma sequéncia de niimeros reais. Definimos o so-
matoério de a; de 1 até n como sendo a fungdo Y} ;ax : N* — R que satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Y ap=m

k=1
n n—1 .
2. ) ar=a,+ ) ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1
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Assim, por exemplo pelas defini¢des acima temos que:

2 1
Zak:a2+2ak:az+a1
k=1 k=1

3 2
Y a=a3+) ax=as+ (a2+m)
k=1 k=1

4 3
Y a=a+ ) ax=as+ (a3+ay+a)
k=1 k=1

Exercicios.

Ex. 0.6 — Ache o valor das seguintes somas:
5
a) Y k
k=1
5
b) ¥ 2¢
k=2
5
o Y (2k+1)
k=0

> 1
d) k§1 G
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B FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Comecaremos com uma defini¢do proviséria, porém muito ttil. Para um angulo agudo

as fungoes trigonométricas sdo definidas como:

hipotenusa cateto oposto

6

cateto adjacente

cateto oposto hipotenusa

senf) = ——————— cossec = ———————
hipotenusa cateto oposto

cateto adjacente hipotenusa

cost) = - sec = -
hipotenusa cateto adjacente

cateto oposto cateto adjacente
tgl = - cotgd = -

cateto adjacente hipotenusa

As defini¢oes acima ndo se aplicam para dngulos obtusos e negativos, porém podemos
generalizar as fung¢des trigonométricas para um angulo 6 qualquer através do circulo tri-
gonométrico. O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitdrio centrado na origem
de um sistema de coordenadas cartesianas.

Para cada angulo 6, existe um tinico ponto P perten-

cente ao circulo, tal que o segmento OP faz um angulo

P y
& com o eixo x.
O seno é definido como a projegdo do segmento OP \9
sobre o eixo y. O cosseno é definido como a projecdo do X @)

segmento OP com o eixo y. Isto é:

senf =y cosf =x

As outras fun¢des podem ser definidas conforme as relagdes a seguir:

senf 1
0 = 0 =
'8 cos 0 Sec cos 6
csc = 1 cotfd = cos
senf senf
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B.1 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Lembrando que a equacdo da circunferéncia unitdria é x> + y*> = 1 e observando que
para todo numero real x o ponto de coordenadas (cosx,senx) estd na circunferéncia

unitdria, reobtemos a relacdo fundamental

2

sen’x 4 cos’x =1 (B.1)

Dividindo a equagdo [Bal por cos? x temos:

tg2 x+ +1 =sec?x (B.2)
De modo andlogo, dividindo a equagéo [B.1l por sen? x temos:

1+ cotg2 x+ = cossec® x (B.3)
Também temos as férmulas para adigao:

sen(x +y) = senxcosy + cos x + cosy (B.4)

cos(x + ) = cos X cos Y — senxseny (B.5)

Substituindo y por —y nas equagdes anteriores

sen(x +y) = senxcosy — cos x + cosy cos(x +y) = cosx cosy + sen xseny

(B.6)
Dividindo as expressdes para sen(x + y) pelas expressoes para cos(x + y) temos:
tgx +tgy
g(x+y) T tgxtay (B.7)
Colocando y = x nas equacdes [B.4| e [B.5| temos:
cos2x = 2cos®x — 1 (B.8)
cos2x =1 —2sen? x (B.g)
Isolando cos? x e sen® x nas equagdes anteriores obtemos:
1 2
cos’x = 1Hcosax (B.10)
2
sen?x = ﬁ (B.11)
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B.2 GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

B.2.1 Gréfico das Fun¢des Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as fung¢des seno e cosseno sdo limitadas:

—1<senx <1 —1<cosx<1
E que que a fungado seno é impar pois
sen(—x) = —sen(x), para todo x € R,
enquanto que a fungdo cosseno é par pois
cos(—x) = cos(x), para todo x € R
As fungdes seno e cosseno sdo periddicas pois

sen(x + 2k7r) = senx, para todo x € R e para todok € Z

cos(x + 2krt) = senx, para todo x € R e para todo k € Z
Das equagdes [B.4l temos que:

T
cos x = sen(x + E)

T
senx = cos(x — §>

(B.12)

(B.13)

(B.14)

E consequentemente o gréfico da fungdo cosseno pode ser obtido a partir do gréfico da

fungdo seno, através de uma translagdo horizontal para a esquerda (por uma distancia

t/2).
Os gréficos das fungdes seno e cosseno sdo apresentados abaixo:

A

f(x) =senx

—5_37”—4 B 20 -1 1 22 374 5 627 7
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\

—5_37”—4 I 1 Fe 3 4 5 6 27T 7 5—27'8

B.2.2 Gréfico das fun¢les tangente e secante

As fungdes tangente e secante estdo definidas no dominio R\{5 +k |k € Z}. A fungéo
secante tem a mesma periodicidade da fun¢do cosseno, mas a tangente tem perfodo 7,

uma vez que
sen(x+7) —senx senx
cos(x+7m)  —cosx  cosX

tg(x +m) = =tgx

A fungéo secante, assim como a fungéo cosseno, ¢ par. Ja a func;éo tangente, sendo quo-
ciente de uma funcdo fmpar e uma par, é uma fungdo impar. Os gréficos das fungdes
tangente e secante estdo representados abaixo:

s )= g

N
N
N
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6 A

5 {f(x)|= secx i

3 ?

.| 5
3t _nl T 3t 5571
T2 2 2 2 D2
-5 —'4 —'3 —2 —'11 1 2 3 4 (5 6 7 8 i

-2

B.2.3 Gréfico das fungbes funcdes cotangente e cossecante

As fungdes cotangente e cossecante estdo definidas no dominio R\ {k7 |k € Z}. A fungéo
cossecante tem a mesma periodicidade da fungdo seno, mas a cotangente tem periodo 7

A 1
41 i
f(x) = cotgx !
3 ] ]
2 4
: ] 14 ]
=27 =7 Tt 27
-7 -6 -5 -4 13 -2 1 1 2 3 4 5 6 7
~1 ]
Ao ]
-3 4
4 A :
f(x) = cossecx
3 4
2 4
: [ 11 ; [
=27 — 7T TE 27t
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 4
o

157



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

B.3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

As fungdes trigonométricas definidas acima ndo sdo bijetoras em seus dominios. Entre-
tanto, é possivel falar em suas inversas, desde que tomemos dominios restritos. Apre-
sentamos abaixo, sem maiores detalhes, as fung¢des trigonométricas restritas a dominios
nos quais sdo bijetoras e as respectivas fung¢des inversas. Acompanham os respectivos
graficos.

B.3.1 Func3o arco seno
A fungdo sen : [-Z, 5] — [—1,1] tem por inversa a fungao

arcsen : [—1,1] — [—

N[N

7T
/E]

definida como:

arcseny = X < senx =y

A f(x) = arcsenx

B.3.2 Func3o arco cosseno
A fungdo cos : [0, 7] — [—1,1] tem por inversa a fungado
arccos : [—1,1] — [0, 7]

definida como:

arccosy = Xx <> cosx =y
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A .
f(x) = arccos x
g
-

B.3.3 Func¢do arco tangente

A fungdo tg : (—75,%) — R tem por inversa a fungao

7T 7T

arctg : R — (—5, 5)

definida como:
arctgy =x < tgx =y

A
f(x) = arctg x
25
.......................................... .
1<
-5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
1
_z
.............................................. D e
—2

B.3.4  Funcdo arco cotangente
A funcdo cotg : (0, 71) — R tem por inversa a fungdo
arccotg : R — (0, )

definida como:
arccotgy = x < cotgx =y
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A
............................................. g]
f(x) = arccotg x
2<
lA
6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

B.3.5 Funcao arco secante

A fungéo sec: [0, 5) U (5, 1] — (—co, —1] U [1,00) tem por inversa a fungdo
T T

arcsec : (—oo, —1J U [1,00) — [0, E) U (E’ 7T

definida como:

arcsecly = X < seCcx =Y

A
f(x) = arcsecx
....................... y__.n' g T
S22
....................... £
y=3
N
-5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

B.3.6 Funcdo arco cossecante

A fungdo cossec : [—%,0) U (0, 5] — (—oo, —1] U [1,00) tem por inversa a fungéo

arccossec : (—oo, —1] U [1,00) — [—%,0) U (0, g]

definida como:

arccossecy = Xx < cosseCcx =Y
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A

» |f(x) = arccossec x

................................... 2
¥y=13
1,
6 5 4 =32 1 1 2 3 4 5 6

— 7T

-1 Yy=-2
—2
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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES.

C.1 MATRIZES

Uma matriz real m X n é um conjunto ordenado de nameros reais dispostos em m linhas
e n colunas. Os elementos de uma matriz serdo indicados por dois indices dos quais o
primeiro indica a posigdo na linha e o segundo na coluna. Desta forma o elemento 4;;

refere-se ao elemento que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

a1 a4 - Aip

a1 a4 aon
A=

Am1 Am2 - Amn

Uma matriz é dita quadrada se o niimero de entradas é igual ao ntiimero de colunas.
Uma matriz 1 x n é dito matriz linha e uma matriz m x 1 é dita matriz coluna . A matriz
nula n X m é a matriz cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade n x n é a
matriz cujos termos da diagonal, isto € os termos a;; com i = j, sdo iguais a 1 e os termos
fora da diagonal sdo zeros.

c.1.1 Operagdes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicagdo de matrizes por escalares coordenada a coor-
denada.

Defini¢do C.1 Dadas duas matrizes n x m A = (a;;) e B = (b;;) e c um escalar, definimos
as matrizes A + B e cA como:

A+ B:= (al-]- + bi]') CA = (caz-]-)

Exemplo C.2 Se
Ao 1 2 4 e B— 4 0 2
3 5 —1 4 2 3
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entdo:

A+B:546 2A::248
7 7 2 6 10 -2
Definicdo C.3 Dado A uma matriz m x p e B uma matriz p x n. O produto de A por B
denotado AB é definido como a matriz C = (cij) cuja entrada ij é definida como:

p
cij = ) auby
k=1

E fundamental observar que o produto AB s6 estd definido se o ntimero de colunas de
A ’igual ao ntimero de linhas de B.

Exemplo C.4 Se

entdo

Ap_ [ 22+1:140-(-1) 2:34+1-440-5 (5 10
o\ 324214 (-1)-(=1) 3:34+2-44+(-1)-5) \9 12

C.2 DETERMINANTES

Recordaremos, sem apresentar as demonstra¢des, algumas propriedades dos determi-
nantes.

Dada uma matriz A 0 menor dessa matriz com respeito do elemento a;; é a matriz que
se obtém ao remover da matriz A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal

menor por Aj;.

Exemplo C.5 O menor de uma matriz 3 x 3 em relagdo ao elemento ays é:

ann app U b g
As=| 0 O O :<11 12)

az1 as2
a3 azx U

164



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

O determinante de uma matriz quadrada é uma funcdo que associa a cada matriz

quadrada um ntmero real, determinado pelo seguinte procedimento indutivo:
1. O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da entrada dessa matriz, i.e,

la| =a

2. O determinante de uma matriz n x n pode ser calculado somando ao longo de uma
linha ou coluna o produto de um elemento a;; por (—1)"*/ vezes o determinante do
menor em relagdo ao elemento ajj, ie.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um i temos:

n . .
Al =) —(1)Ya;; | Ay
i

De modo anélogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando um j temos:
n . .
_ +
(Al =) —(1)ay Ayl
i=1

O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna na expansao anterior.
Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 x 2 e expandindo em rela¢do a
primeira linha temos:

ab =ald| —blc| =ad — bc

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 x 3 e expandindo em relagdo a
primeira linha temos:

ap b o

by c a ¢ a by
ap by c |=m - b +c

by c3 as c3 as b3
as b3 C3

O sinal (—1)"*/ da definicdo anterior pode ser facilmente calculado, notando que esse
fator troca de sinal para cada termo adjacente da matriz, conforme o padrdo abaixo:

1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1
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Notagdo: Dado uma matriz quadrada de ordem 7 e de entradas 4;;, A = (aij, denota-

remos suas colunas por Ay, ..., A,. Logo:
Aj = (a1i, ..., an)

e assim podemos reescrever a matriz A como A = (Ay, Az, ..., Ap)
Usaremos também a seguinte notagdo para representar o determinante de uma matriz

quadrada:
a b
la b ¢ ...]=|m b o
Assim por eXemplO:
b a b
a1 b
o b = la b cl=|a b o
a by
az bz c3

Teorema C.6 Se todos os elementos de uma coluna (ou linha) forem multiplicados por A, entdo o
determinante fica multiplicado por A:

Ay Ay AA;j-- Ay = A|A] Ay Ap--- A

Teorema C.7 O valor do determinante é inalterado se transpormos a matriz.

a1 bl C1 ap dp 4as
Por exemplo: a, by oo |=1|by by b3
a3 by c3 c1 2 ¢

Teorema C.8 O wvalor do determinante troca de sinal se duas colunas (ou linha) sio intercambia-
das.

‘A1 AZ"'Ai"'A]'"'An|=—|A1 A2"'A]'"'Az‘"'An|

Teorema C.9 Se duas linhas ou colunas de uma matriz sio idénticas entdo o determinante dessa

matriz é nulo.

Teorema C.10 O valor do determinante permanece inalterado se adicionarmos um miiltiplo de
uma coluna (linha) a outra coluna (linha).

‘A1 AZ"'Ai"'Aj"'An|:‘Al AZ"'Ai"'Aj+/\Ai"'An‘
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C.2.1 Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a;; é ¢;j = (—1)iti ‘Ai]-|. A matriz formada
pelos cofatores é denominada matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A

cof (A) = (cij) = ((=1)""7 | Ay))

A transposta da matriz dos cofatores é denominada matriz adjunta de A e é denotada
por adj(A).
Uma matriz quadrada A é dita invertivel inversa de uma matriz se existir uma matriz

B tal que:
A-B=B-A=1

Teorema C.11 Dada uma matriz A, essa matriz é invertivel se e somente se |A| # 0 e nesse
caso a inversa de A, denotada A=Y é dada por:

. dj(A)
AT=12
Al
Exemplo C.12 Dado
1 2 1
A= 2 1 0
1 -1 -2

Calcule a matriz inversa

Solugdo: Vamos comegar calculando a matriz de cofatores:
O cofator em relagdo ao coeficiente a1 é:

1 0
-1 -2

1 =2

O cofator em relagdo ao coeficiente a, é:

2 0
-1 -2

~1 —4

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de cofatores é dada por:

-2 4 -3
cof(A) = 3 -3 3
-1 2 =3
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E a matriz adjunta é:

-2 3 -1
adj(A)=|[ 4 -3 2
-3 3 -3

E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:

2 1
-3 1 -3

WIN |

C.3 TEOREMA DE CRAMER

Dado um sistema linear de n equagdes e n incognitas

anxi +apxy + - +ay, =k
a1 X1+ anxy + - +axy, =k

Ap1X1 + A2 X + -+ Ay = ky

podemos escrever esse sistema como AX = k onde

a1 aipp - dip X1

ap1 4z -+ A2y X2
A= ) ) X =

apl An2 - Qun Xn

A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k a matriz de constantes.

Teorema C.13 Dado um sistema linear de n equagdes e n incognitas

a1x+b1y+c1z+---:k1
mx+by+cz+--- =k
anx+bny+CnZ+"':kn

com |A| # 0. Entio as solugdes desse sistema sdo:

ok A Aa A Ak Area
A1 Ay Ayl A1 Az Agl 7
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Demonstragdo: Escrevendo o sistema linear como AX = k. Como det A # 0, a matriz A

é invertivel, e assim multiplicando ambos os lados do sistema por A~ temos:

X =Alk

Usando a caracterizagdo da matriz inversa como a transposta da matriz de cofatores

dividido pelo determinante, temos que esse sistema pode ser escrito na forma matricial

coOmo:

X1 C11
1

~ detA
Xn Cln

Dessa forma temos que

x1 =kicpp+ - +knen

Se expandirmos o determinante |k a

mos:

ki aip - ai

Cnl

Cnn

a3...

k1

kn

a,| em relacdo a primeira coluna te-

=kici1 + - +kncm

kn An2 -+ dpn
e assim temos que:

_ kA A4

x
1 A1 Ay Ay

De modo andlogo temos que:

. |A1 Az-k---An!
! ’Al Az"'An\

Exemplo C.14 Resolva o sistema linear:

2x—y+5z=1
—x+2y—2z=2
—3x+y—7z=-1
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Pelo teorema de Cramer, como

1 -1 5
2 2 2
1 1 -7| _g
p— = -_— —4
X 2 2
2 1 5
1 2 2
3 1 7| 2.
y=——5  —3-
2 -1 1
1 2 2
3 1 -1 4
g = — = 2
z 2 2

Exemplos de
sistemas que

dependam de

parametros

C.4 METODO DE ELIMINAGAO DE GAUSS

O método de eliminagdo de Gauss para sistemas lineares baseia-se na aplicagdo de trés

operacdes bdsicas nas equacdes de um sistema linear:
e Trocar duas equagdes;
e Multiplicar todos os termos de uma equagdo por um escalar nao nulo;
¢ Adicionar a uma equagdo o multiplo da outra.

Ao aplicarmos as operagfes acima a um sistema linear obtemos um novo sistema tendo

as mesma solucdes que o anterior. Dois sistemas que possuem as mesmas solugdes serdo
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ditos equivalentes. Ao utilizar as aplicagdes anteriores de modo sistematico podemos
chegar a um sistema equivalente mais simples e cuja solucdo é evidente.

Ilustraremos a utilizagdo dessa técnica em alguns exemplos

Exemplo C.15 Um sistema com solugdo tinica. Considere o sistema:

2x + 8y + 6z = 30
2x —y =3
dx+y+z=12

Vamos determinar as solugoes desse sistema, se existirem.

Solucdo:
Comecaremos representando esse sistema através de sua matriz aumentada:

2 8 630
2 -1 0|3
4 1 112

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes uma coluna com a matriz de
constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na entrada superior a es-
querda da matriz. Para isso comecamos dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso

obtemos
1 4 3|15
2 -1 0|3
4 1 1|12

O préximo passo é fazer com que os outros coeficientes da primeira coluna sejam 0. Para
isso multiplicamos a primeira linha por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a

primeira linha por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3 15
0 -9 -6 |-27
0 —-15 —-11 | —48

Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ignorando a primeira linha.
Para isso multiplicaremos a segunda linha por —1/9:
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1 4 3|15
o 1 2 |3
0 —15 —11|-48

Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a terceira, temos:

15
3
-1 -3

Wi W

1 4
01
00
E desta forma o sistema de equagdes correspondente é:

x+4y+3z=15
y+3z=3
—z=-3

E logo z = 3. Substituindo na segunda equacdo temos y = 1 e substituindo esses

valores na primeira equagao temos x +4 4 9 = 15 e assim x = 2.

0

Exemplo C.16 Um sistema com miiltiplas solugdes Considere o sistema:

2x + 6y + 2z + 4w = 34
3x =2y = -2
2x+2y +z+2w =15

Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.

Solucao:
Neste caso a matriz aumentada é:

2 6 2 4|34
3 -2 0 0]-2
2 2 1 2115
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Dividindo a primeira linha por 2 temos:

1 3 1 2|17
3 -2 0 0]-2
2 2 1 2115

Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda e multiplicando a pri-
meira linha por -2 e somando na terceira temos:

1 3 1 2|17
0 -11 -3 —-6|-53
0 -4 -1 -2|-19

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo posteriormente a segunda por
—4 temos:

1 3 1 17
0 1§ 4%
0 -11 -3 —6|—-53

NI N

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a terceira temos:

17

19

1
1
1 )

[ oim po

1
0
0

S = W

1 1) _3
1 2 1

Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

131 217
011 ¥
00123

A dltima linha nos permite expressar z em func¢do de w: z = 3 — 2w. Substituindo o
valor de z na segunda linha temos que y = 4 e finalmente substituindo esses valores na
primeira linha temos que x = 2

1 00 0|2
01004
001 23

173



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Exemplo C.17 Resolva o sistema linear por escalonamento:

Ix +4y =12
2x —y =3
3x+y =10

Solucao:

Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1 4 012
2 -1 0|3
31 010

que pode ser reduzida a:

14012
7
010/ ]
1
00 0|1

Esse sistema ndo possui solugdes, pois a ultima linha é impossivel de ser satisfeita
=_1
0=—3 O

Exemplos de
sistemas que

dependam

parametros

Ex. 4.1 — Prove que o sistema

x+2y+3z—3t
2x — 5y — 3z + 12t
7x +y + 8z + 5t = ¢

admite solugao se, e somente se, 37a + 13b = 9c. Ache a solugdo geral do sistema quando
a=2eb=4.

Ex. 4.2 — Resolva os seguintes sistemas por escalonamento:
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2) x+5y =13
4x+3y =1
x+2y—3z=0

b) 5x =3y +z=-10
—2x—y+z=1
x+y+2z2=6

C) 2x—y+z=3

x+3y—z=3

x—y+2z2—t=0

d) 3x+y+3z+t=0

x—y—z—5=0

X+y+z

e) 2x +5y — 2z

Lx+7y—7z

(3x+2y—4z =

X—y+z

f) xX—y—3z

3x + 3y — 5z

| xt+y+z

) x—2y+3z =
8 2x +5y +6z =

Il I
W o= Ul Wk

I
|
w

S O~ O

Ex. 4.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja indeterminado:

mx + 3y = 12
2x+1/2y =5

Ex. 4.4 — Para o seguinte sistema linear:

m*x —y =0
Ix+ky =0
Determine o valor de m de modo que o sistema:

a) tenha solucdo tnica (trivial)
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b) seja impossivel

Ex. 4.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e determinado

3x—7y=a
x+y=>
5x +3y = 5a +2b
x+2y=a+b—-1

Ex. 4.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

x+2y+kz=1
2x +ky+8z =3

tenha:
a) solugdo tnica
b) nenhuma solugdo

¢) mais de uma solucgado

Ex. 4.7 — Resolva o sistema

Ex. 4.8 — Discuta os seguintes sistemas:
x+z=4
a) y+z=>5
ax+z =4

=8
=1

+

Sl=2N
SEL S [OV]

xt+z+w=0
x+ky+Kw=1
x+(k+1)z+w=1
x+z+kw=2

b)
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Ex. 4.9 — Determine k para que o sistema admita solugéo.

—4x+3y = 2
5x—4y = 0
2x —y = k
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D WOLFRAM ALPHA E MATHEMATICA

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geometria, calculo, dlgebra li-
near, ...) disponivel gratuitamente na internet é o WolframAlpha (http:/ /www.wolframalpha.com/)
que aceita alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica.

Para mais exemplos do que é possivel fazer com o Wolfram Alpha veja http:/ /www.wolframalpha.com/exa:

D.1 PLOTAGEM

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plotagem de gréficos e curvas

no espago e no plano, tteis, por exemplo, no estudo do contetido do Capitulo ??.
Descreverei aqui alguns comandos que podem ser ttil ao estudante que quer ganhar

uma intui¢do com os diversos sistemas de coordenadas e com a parametriza¢do de cur-

vas.

D.1.1 No Plano

Plot[f[x], {xX, Xmins Xmax}]

O comando acima plota o gréfico da fungdo f(x) para x entre X,,i; € Xpax

Exemplo D.1 Plotar o grifico de x> — 2x% + 3 entre —2 ¢ 5. i /

Solugdo:

Plot[x"3 -2x°2 + 3, {x, -2, 5}] / //\‘J/ S
Figura D.1: Gréfico de x° u

2x2 + 3.
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\
Y v 6 s e o

-3 -2 -1 1 2

Figura D.2: Gréfico de e*.

Exemplo D.2 Plotar o grifico de e* entre —3 e 2.

Solugio:

Plot[Exp[x], {x, -3, 2}]

10 | y /\\ ////\\
Exemplo D.3 Plotar o grifico de sen x entre 0 e 47t. o / \ / \\
S
Solucio: A A
osl \ / / \\ /,r
\ / /
Plot[Sin[x], {x, 0, 4Pi}] N \/ \\//

Figura D.3: Grafico de sen f]

PolarPlot[r[0], {0, Ouin, Omax}]

O comando PolarPlot plota o gréfico da fungdo r(6)

para 0 entre 6,,;, e 0,,,, usando coordenadas polares.

Figura D.4: Circulo de raio 2.

67t em coordenadas polares.

Solucdo:
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Exemplo D.4 Plotar o grifico da fungio constante r(0) = 2
para 0 entre 0 e 27t em coordenadas polares.

Solugao:

PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]

Exemplo D.5 Plotar o grifico de r(t) = 2t para t entre 0 e / \\
/ ) s F\\\ \
/ / \ \
L . /] N
’\»30 72? 10 ( nj/, 20 /” 20 ]
\ \\ \\ P // / /
\ \\\ o // ////
\ \\ // /
\\\ S~or - //
AN © /
~__ i ///

Figura D.5: Espiral.
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PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}]

{ \\n / ) Exemplo D.6 Plotar o grifico de sen(2t) para t entre O e 47T em
\ \ / /' coordenadas polares.
AN y pd P
P Solucio:
// //J\\ \\ g
/ AR \ PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]
(\ 4 \\\ Y

Figura D.6: Trevo de

quatro folhas. ParametricPlot [{f [t], £,[t]1},{t, tumin,> Tmax}]

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametri-
zadas no plano euclideano. No caso, o comando esta plotando
acurva X(t) = (f«(t), fy(t)) para t variando entre t,,;; € tygx.

a N S\
Exemplo D.7 Plotar a curva X(t) = (cost,sen(2t)) para t entre 0 | \\ / \
e 2. / ) \\
LV
Solucio: I ) !
N
ParametricPlot [{Cos[t], Sin[2t]1}, {t, O, 2 Pil] \ TN
\ \\ /"/
AN N \\J/D
Figura D.7: Lemnis-
cata.
B ~_ //// Exemplo D.8 Plotar a curva X(t) = (u® — 4u, u*> — 4) para
: /\ T u entre —2,5¢2,5.
I
(\ ) Solucao:

ParametricPlot[u”"3 - 4 u, u"2 - 4, u, -2.5, 2.5]
Figura D.8: Curva com

autointerseccéo. O
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D.1.2 No Espaco

ParametricPlot3D[{f,[t], f,[t], £ [t]1},{t, tumin, tumax}]

A funcdo descrita acima permite para plotar a curva
parametrizada X(t) = (fx(t), fy(t), fz(t)) no espago eucli-

deano para t variando entre t,,i, € tyax.

Exemplo D.g Plotar a helicéide X(t) = (sent,cos(t),t/10)
para t entre 0 e 20.

Solucio:

Plot3D[f [X,Y], {X; Xmin » Xmux}, {Y, Ymin » Ymax}]

Figura D.9: Helic6ide.

Tal comando plota o gréfico da fungdo f(x,y) no espago

para x entre X, € Xpax € Y entre Yyin € Ymax.

: /‘ Exemplo D,1O Plotar 0 gra,ﬁco de f(x/ y) = Senxcosx para x
e y entre 0 e 271.

Solucdo:

Plot3D[Sin[x] Cosly], x, 0, 2 Pi, y, 0, 2 Pi]

Figura D.10: Plot3D.

Arrumar po-
sicionamento

texto/imagem|

D.2 CALCULO E ALGEBRA LINEAR

Limit [f [x],x—>a]
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Calcula o limite de f(x) quando x tende a a:

lim £(2)

Exemplo D.11 Calcule limy_,o(1/x).

Solucdo:

Limit[1/x, x -> Infinity]

Resultado:
)}E)Iolo (1/x) =0
U
Df[x], x]
Calcula a derivada de f(x) gem relagdo a x:
df
a <x>
Exemplo D.12 Calcule 45%% (x).
Solucao:
D[Cos[x], x]
Resultado:
dcosx(x) o senx
dx N
U

Integrate [f[x], x]
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184

Encontra uma primitiva da fun¢do f(x) quando integra-

mos em relagdo a x:

/f(x)dx

Exemplo D.13 Encontre uma primitiva de 1/ x.

Solucio:
Integrate[1/x, x]

Resultado:

/1/xdx = logx

O
Inverse [M]
Calcula a inversa da matriz M.
Exemplo D.14 Encontre a matriz inversa de:
1 20
M=1]13 11
2 01
Solucdo:
Inverse[{{1,2,0},{3,1,1},{2,0,1}}]
Resultado:
-1 2 =2
M= 1 -1 1
2 —4 5
O
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Respostas de Alguns Exercicios
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Respostas de Alguns Exercicios

Capitulo 1

1.1 a.)zﬁ+ﬁ:f\—f:>ﬁ:ﬁ—A_B>

bJAG = AC + CG = AC + BF = AC + AF — AB
c.)Comoﬁ—kﬁ:ﬁeﬁ:ﬁ:ﬁ:ﬁ—ﬁ

d)BC = BE+ FC
e.)Dica: zﬁ = R + ﬁ
£)AC

g.)Dica:ﬁ:ﬁeﬁ:ﬁ
L_E%an)ﬁ:QJF@JF(‘)?:D—C>+2ﬁc.)ﬁ§:ﬁ+(?)+(ﬁ=f)—c>+ﬁ+[ﬁzzﬁ+
De.)ﬁ:ﬁ+l%:_ﬁ+ﬁ

£)2DC g)DC

1.3 a)0 b.)0
c.)—F_/i = l%
d)-OFf = DE

1.5 3f3

1.6 m:%ﬁ+%]§8
ﬁ:—ﬁJﬁR
CM = —AC + LAB

— =
1.8 Note que AM = A A+ 148 e como:

CM + MA + AC =0

+MA
temos que
—— A
—— A
CM = L qe, 2 BC)
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1.9 a.)

C—[>):2u—v
@:5u—v

b.)Os lados AD e BC sdo paralelos.

__ u+v __ u—vu
—u bl =5y="7

_ 4u 3v _
112 a)x = F + 1, Y =

N=
e

1.14 a.)Observe que (—a)v + (av) = 0 (Porque?)
Conclua que (—a) v é o oposto de (av).

1.18 Dica: suponha A; # 0 entdo u = —j\\—fv e logo u e v sdo paralelos absurdo. Logo
A =0
2.14

[AQll _ (n+m)m’ [[BQ|| _ (' +m')m
DRIl (0" +m)n[|CQ[l  (n+m)n’

2.18 Sejab = zﬁ ec— R, entdo temos:

3 _ AE = AB+ 4l
2 2

e logo:

-3 _ AB+aC
4

Também temos que:

o AC

1+A

Como F, D e B sdo colineares entdo:
AE = aAD + (1- lx)zﬁ
e assim
Af = (1- Za)ﬁ 4 }La/ﬁ

3., 1, 1 : —
E consequentemente 1 — o = 0 e za = {7 eassim A = 2.

Logo F divide o segmento AC na razéo 1: 2.

4.4 M:A—i—%ﬂzﬁ
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5.4 Dica: Observe que

AB -+ CB +2BA = AB + BA + CB + BA
— CA=-ac

5.5 Eé = %b — %a

5.9 A igualdade equivale a
(my —mp)a+ (ng —ny)b =0

Como os vetores sdo L.I. temos que (my —my) =0e (n; —np) =0

1+A+u
A(1+p)

5.10

Capitulo 2

3.6 Dado que a+b + ¢ = 0, calculando o produto de ambos os lados da equagao suces-

sivamente com a, b e ¢ temos:
a-at+a-b+a-c=0=a-b+a-c=-9

b-a+b-b+b-c=0=b-a+b-c=-25
ccatc-b+cc=0=c-a+c-b=-49

Resolvendo o sistema anterior temos a-b = £ e assim cos6 = e logo § = T
3.10 Denotando u = O—fi,—u — OB e u = OC temos |lul| = [|—u| = ||v|] =7
E assim:

R-B?:(v—l—u)(v—u):v-v—u-uzo
C

43
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4.4 a=(1,1,0)

)

4.14 [Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da primeira linha e compare com
u- (v x w). Isto também prova que u- (v X w) = v- (w x u). Porque? |

N

45 v= (34

4.15 A area do tridngulo é dada por:

1 1 1
A=gllux vl = fuxw] =2 [vxwl

e assim temos que

lu > vl = fluxw = vxwl
Mas [lux v|[ = [[uf|[}v][sena, [[ux w|| = [[uf|[w]|sen e [vx w]| = [v]||wl||seny
E logo:
« P _ 7
lwil vl [l
Capitulo 3
x = —t
1.2 [A resposta ndo é tinica] a.)Equacdes paramétricas: ¢ y =1 — 3¢
z=1+3t
x=1+2¢t
Equagoes na forma simétrica: 27 = yf—f; = % b.)Equagbes paramétricas: ¢ y =t
z=—2+3t
Equagdes na forma simétrica: fol =y = % c.)Equacgdes paramétricas:
x=t

e Eixox:q y=0

z=0
X =
e Eixoy:<{ y=
z=20
=0

e Eixoz: y=20
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x=1
Equagoes na forma simétrica: Nao existem. d.){ y =2
z=1+t
Equagoes na forma simétrica: Ndo existem.
x=1+t
e)y y=2
z=1
Equacgoes na forma simétrica: Ndo existem.
x=2-3t
f.)Equacdes paramétricas: ¢ y =1+ 8t

Equagdes na forma simétrica: =% = Y= =

H=IN

x
g.JEquagdes paramétricas: ¢ y =
z
Equagdes na forma simétrica: = = e =

/2 Z_
5 7 —1

1.3 7 : 3x + 4y — 9 = 0. Intersecgdes: O,% e (3,0).

1.4 a.)Equagées paramétricas: x =3+t
4 altquagbes p |l y=5+2¢
Equacoes na forma canénica: 2x — 5y +19 =0
=t
b.)Equacdes paramétricas: * 1—t
y=1-

Equacoes na forma canénica: x +y —1 =10

Capitulo 4
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