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Origens da Geometria

Geometria surge a partir de:
@ experimentacao,
@ analogia,
@ adivinhacao,
@ ocasional intui¢éo.

Nasce como uma “caixa de ferramentas” usada principalmente na
medicdo de terras.

Do grego:

Geo: terra.
metrein: medir.

Locais de origem: Egito, Babilonica, india, China.

S.D.B. Lodovici (CMCC - UFABC) Geometria Nao-Euclideana 17 de Fevereiro de 2016

2/27



Curiosidades

Aproximacgdes de 7
@ Babil6nia (2.000 - 1.600 a.C.): 3,

@ Egito (1800 a.C.):
o i ~ 3,1604
9 ) T

Evidéncias mostram que os babilénios conheciam o Teorema de
Pitdgoras antes mesmo do nascimento de Pitagoras.
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Geometria na Grécia

@ Tales de Mileto (~ 623 a.C - 546 a.C.):
Geometria como resultado de dedugéao logica.
@ Pitagoras (~ 570 a.C. - 500 a.C):
Prega a elevagao da alma e unido com Deus pelo estudo da
musica e matematica.
Acredita que a Geometria e o Universo sao identificaveis.
Escola Pitag6rica estuda:

Intervalos harmonicos;
Propriedades dos niimeros (obtendo a irracionalidade de v/2).

@ Platao (~ 428 a.C. - 347 a.C):
Acredita na realidade como uma sombra de um universo perfeito,
matematico (Mito da Caverna).
/2 é o exemplo de um comprimento perfeito, impossivel de medir
na realidade.
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Euclides : “Os Elementos”

Os 13 livros:

Conteudo
@ Livros | - IV: Geometria Plana
@ Livros V - X: Razdes e Propor¢des
@ Livros XI-XlIl: Geometria Espacial

Inspiragéao
@ Livros | - IV, VIl e IX: Pitag6ricos
@ Livros VII: Arquitas de Tarento
@ Livros V, VI e XII: Eudoxo de Cnido
@ Livros X e XlI: Teaetetus
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O Método Axiomatico

Requisitos:

1

Aceitacao de certas afirmagdes, denominadas axiomas ou postulados,
sem justificativa alguma.

2

Acordo em como e quando uma afirmacao “segue logicamente” de
uma outra (regras do raciocinio 16gico).

0

Entendimento muatuo do significado das palavras e simbolos utilizados
no discurso.

Termos Nao Definidos
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O Método Axiomatico

Silogismos (Aristételes)
@ Modus ponens:
(p—q,p) —q
@ Modus tollens:
(p—q,—q) «— —p
@ Silogismo hipotético:

(p—=>qeq—r)—(p—r)
@ Silogismo disjuntivo:

(pouq) < (=p — Q)
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Os Elementos: Definicdes

@ Ponto é aquilo de que nada é parte.
@ E linha é comprimento sem largura.
© E extremidades de uma linha séo pontos.

@ E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si
mesma.
© E extremidades de uma superficie sao retas.

©Q Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre
si mesma.

@ Paralelas sao retas que, estando no mesmo plano, e sendo
prolongadas ilimitadamente em cada um dos lados, em nenhum
se encontram.
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Os Elementos: Postulados

@ Fique postulado tragcar uma reta a partir de todo ponto até todo
ponto.

© Também prolongar uma reta limitada, continuamente sobre uma
reta.

© E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

© E serem iguais entre si todos os angulos retos.

© E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga angulos interiores
e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas
as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual
estdo os menores do que dois retos.
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Os Elementos: Nocdes Comuns

@ As coisas iguais & mesma coisa sdo também iguais entre si.

@ E, caso seja adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos
sao iguais.

@ E as coisas que se ajustam uma a outra s&o iguais entre si.
O E o todo é maior do que a parte.
© E duas retas ndo contém uma area.
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Os Elementos: Proposicoes

Proposicao
Construir um tridngulo equilatero sobre a reta limitada dada. J
e C
D E
Fique descrito, por
um lado, com o centro A, e por outro
lado, com distancia AB, o circulo BCD,
e, de novo, fique descrito, por um lado,
com centro B, e, por outro lado, com a

distancia BA, o circulo ACE, e, a partir
do ponto C, no qual os circulos se cortam, até os pontos A, B, figuem
ligadas as retas CA, CB.
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Os Elementos: Algumas Falhas

Postular a continuidade de circulos e retas.

Postular a extenséo infinita de uma reta (ou, ao menos, sobre a

existéncia de pontos numa reta).

Afirmar que se uma reta entra num tridngulo por um de seus
vértices, entdo necessariamente ela deve intersectar o lado
oposto a esse vértice (Teorema de Pasch).

Axiomatizar sobre a ordem de pontos numa reta.
Garantir a unicidade de uma reta sobre dois pontos.
Listagem de termos n&o definidos.

Estabelecer melhor a congruéncia de figuras.
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Hilbert: Termos nao definidos

@ ponto
@ reta

@ “estar em”, “incidente com” ou “pertence a”’ (como em “dois
pontos pertencem a uma unica reta”)

@ "estar entre" (como em “o ponto C esta entre os pontos Ae B”)
@ “ser congruente”
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Hilbert: Axiomas (Greenberg)

Incidéncia
@ Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P existe uma Unica
reta r que passa por P e Q.

© Para toda reta r existe ao menos dois pontos distintos incidentes
com r.

© Existem trés pontos distintos com a propriedade de que n&o
existe reta incidente com todos os trés pontos.
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Hilbert: Axiomas (Greenberg)

Ordem

@ Se AxBx C, entdo A, B e C sao trés pontos distintos todos
pertencentes a uma mesma reta, e C x B x A.

© Dados quaisquer dois pontos B e D, existem pontos A, C e E na
reta BDtaisque Ax BxD,BxC«De B« D«E.

© Se A, Be C sio trés pontos distintos colineares, entdo um e
exatamente um deles esta entre os outros dois.
©Q (Separacido do Plano) Para toda reta r e quaisquer trés pontos A,
Be C forader:
@ Se Ae Bestdo do mesmo lado de r e B e C estdo do mesmo lado
de r, entao A e C estdo do mesmo lado de r.
© Se Ae Bestao em lados opostos de r e B e C estao em lados
opostos de r, entdo A e C estdao do mesmo lado de r.
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Hilbert: Axiomas (Greenberg)
Congruéncia

@ Se Ae B sao pontos distintos e se A’ é um ponto qualquer, entao para
cada semi-reta r com origem em A’ existe um Unico ponto B’ em r tal
que B £ A e AB= AB.

©Q Se AB=~ CDe AB = EF, entdo CD = EF. Além disso, todo segmento
de reta é congruente a si mesmo.

©Q SeAxBxCeAxB xC,e AB=AB e BC=B'C', entao AC=AC.

—

© Dado um angulo ZBAC, e dada uma semi-reta A'B’, entdo existe uma
Unica semi-reta A'C’ num dado lado da reta A’B’ tal que
/B'A'C' = /BAC.

@ Se /A= /Be /B= /C, entao Z/A= /C. Além disso, todo angulo é
congruente a si mesmo.

©Q (LAL) Se dois lados de um tridngulo e o angulo entre eles sé&o
congruentes a dois lados e 0 angulo de um outro triangulo, entao os
triangulos s&do congruentes.

~
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Hilbert: Axiomas (Greenberg)

Continuidade

@ (Axioma de Dedekind) Suponha que o conjunto {r} de todos os
pontos da reta r seja a unido disjunta X1 U ¥, de dois conjuntos
nao vazios tais que nenhum ponto de um esteja entre dois pontos
do outro. Entdo existe um Unico ponto O em r tal que um dos
subconjuntos é igual a uma semi-reta de origem O e o outro
subconjunto é igual ao seu complemento.

Paralelismo

@ Para toda reta r e todo ponto P fora de r existe no maximo uma
reta s por P paralela a r.
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Hilbert: Conseguéncias do Axioma de Dedekind

@ (Principio da continuidade circular) Se um circulo v tem um ponto
no interior de um circulo +’ e outro no seu exterior, entdo os
circulos se intersectam em dois pontos.

@ (Principio elementar de continuidade) Se um dos extremos de um
segmento esta dentro de um circulo e o outro extremo esta fora,
entdo o segmento intersecta o circulo.

@ (“Axioma de Arquimedes”) Se CD é um segmento qualquer, Aum
ponto qualquer , e r uma semi-reta com origem A, entdo para
qualquer B # A em r existe ninteiro positivo tal que, se E € r é tal
quen-CD= AE,entaoou B=E ouAxBxE.

v
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Birkhoff: Axiomas (Ramsay)

@ Se A e Bsao dois pontos distintos, entao existe uma e apenas
uma reta passando por ambos esses pontos. Denotaremos tal
reta por AB.

©Q (Espago métrico) Existe uma fungédo |PQ| definida para todo par
de pontos P e Q do plano, tal que:

(@) |IPQ=0se P=Q;

(b) |PQ| >0se P +Q;

(c) |PQI=|QPJ;

(d) (Desigualdade Triangular) |AC| < |AB| + |BC|, VA, B, C.

© Para toda reta r existe uma bije¢éo x : r — R, denominada
sistema de coordenada (ou parametrizacao) de r, tal que, para
todo para de pontos A, B em r, vale:

|AB| = [x(A) — x(B)|-

Dizemos que x(A) é a coordenada de A (no sistema de
coordenada x).
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Birkhoff: Axiomas (Ramsay)

@ Se r é uma reta qualquer do plano PP, existem dois subconjuntos
nao vazios de P, HP; e HP», denominados semi-planos, tais
que:

(a) (Unido disjunta) O plano IP é a uniao disjunta de P, HP; e HP-.
(b) (Convexidade) Se P e Q estdo no mesmo semi-plano, entao o
segmento PQ esta contido nesse mesmo semi-plano;

(c) Se P e Q estdao em semi-planos opostos, entdo o segmento PQ
contém um (Unico) ponto de r.
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Birkhoff: Axiomas (Ramsay)

© (Medida de Angulos) Para cada angulo 47, 7 existe um numero
(£ h, k)™ no intervalo [0, 7], chamado medida (em radianos) do
angulo, tal que:
(

- = . S ~

a) Se h e k sdao a mesma semi-reta, a sua medida é 0; se elas sdo
semi-retas opostas sua medida é ;

(b) a soma da medida de um angulo com a de seu suplementar é T;

(c) se / esta no mterlor do angulo / h k entao
(Zh j)rad (Z_/_)k)rad (Zh k)rad
(d) se uma semi-reta k com origem em Z esta na reta r, entao, em
cada semi-plano limitado por r, existe uma bijecao entre o conjunto
de semi-retas j com origem Z e 0s nimeros reais o em (0, 7) de
- —
tal maneira que « é igual a medida (£ j, k )4 do ngulo £ h, k; e
(e) na condi¢des do item (d), se a semi-reta / € determinada por ZP,

%
onde P é um ponto de j , entdo o angulo « depende contlnuamente
de P, isto é, se P’ € uma variavel ponto e o’ seu angulo
correspondente, entdo (o — o’) — 0 a medida que |PP’| — 0.
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Birkhoff: Axiomas (Ramsay)

©Q (LAL) Se os dois lados e o angulo interno entre eles de um dado
tridangulo séo congruentes, respectivamente, a dois lados e o
angulo interno de um segundo triangulo, entao os triangulos sao
congruentes. Isto é, os demais lados e angulos sdo também
congurentes.

Axioma das Paralelas

@ (Euclideano) Dada uma reta qualquer e um ponto fora dela, existe
uma Unica reta por tal ponto que nunca intersecta a reta dada.

@ (Hiperbdlico) Existe uma reta e um ponto fora dela tais que, por tal
ponto, passam ao menos duas retas que nao intersectam a reta
dada.
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Postulado das Paralelas

Equivaléncias
@ Por um ponto exterior a uma reta passa uma Unica paralela a ela.

@ Duas paralelas determinam angulos correspondentes
congruentes com uma transversal.

A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a dois retos.

Dois pontos situados a um mesmo lado e a uma mesma distancia
de uma reta determinam uma paralela a essa.

Dadas duas paralelas, as distancias de uma delas a outra estao
limitadas.

Existem tridngulos com &rea arbitrariamente grande.
Existem tridngulos semelhantes néo congruentes.
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Geometria Hiperbdlica

Nikolai Lobachevsky (1792-1856), Janos Bolyai (1802 - 1860)

Axioma Hiperbdlico: Existe uma reta r e um ponto P nao
pertencente a r tal que, por P, passam pelo menos duas retas
distintas paralelas a primeira.

Na geometria hiperbdlica os tridngulos devem necessariamente ter a
soma de seus angulos internos inferior a dois retos.
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Geometria Hiperbdlica: Consisténcia

Eugenio Beltrami (1835-1900), Felix Klein (1849-1925)

@ Teorema de Consisténcia: Se a geometria euclideana é
consistente, entdo o mesmo ocorre com a geometria hiperbdlica.

@ Corolario: Se a geometria euclideana é consistente, entdo nao
se pode provar verdadeiro ou falso o postulado das paralelas a
partir dos demais postulados de Hilbert, i.e., o postulado das
paralelas é independente dos demais.
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NUmeros Reais: Axiomas

Corpo
@ (Comutativa) x +y =y + x, Xy = yx.
Q@ (Associativa) x + (y + z) = (x + y¥) + z, x(yz) = (xy)z.
© (Distributiva) x(y + z) = xy + xz.
© (Existéncia de Identidade) Existe dois nimeros reais distintos,

usualmente denotados por 0 e 1, tais que para todo x real temos
x+0=xel1-x=x.

©@ (Existéncia de Negativos) Para todo niimero real x existe um real
y tal que x + y = 0. Usualmente denotamos y = —x.

©Q (Existéncia de Inverso) Para todo real x # 0 existe y tal que
xy = 1. Usualmente denotamos y = x~1.
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NUmeros Reais: Axiomas

Ordem

Existe R™ C R tal que:

@ Se x e y estdoem RT, entdo x + y e xy também estéo.

@ Paratodo real x # 0, temos x € R ou —x € R*, mas ndo ambos.

Q0¢RT*

Completude

@ Todo subconjunto S de R limitado superiormente tem um

supremo (menor cota superior); isto é existe um real b tal que
b = supS.

Continuidade . . .
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