TOPOLOGIA 1 - LISTA 2

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. ToroLOGIAS DA ORDEM, PRUDUTO E INDUZIDA

Exercicio 1. Sejam X um espago topolégico, Y um subespago de X e A um subconjunto
de Y. Mostre que a topologia induzida por Y em A é a mesma que a topologia induzida
por X em A.

Exercicio 2. Considere Y = [—1,1] C R. Quais dos seguintes conjuntos séo abertos em
Y? Quais sdo abertos em R?

(a) A={x|3 <zl <1}
(b) B={z|i<lzl<1}
() C={z]| 3 <zl <1}
(d) D={z |3 <|2[ <1}
() E={z|0<|z|<1lel/z ¢ Zi}

Exercicio 3. Uma funcao f : X — Y é dita aplicagdo (funcdo) aberta se para
todo U aberto de X, o conjunto f(U) é aberto em Y. Mostre que m1 : X XY — X e
w2 : X XY — Y sdo aplicagdes abertas.

Exercicio 4. Mostre que o conjunto enumeravel
{(a,b) x (¢,d) |a<bec<d, ea,b,c,d € Q}
é base para a topologia padrao de R? (topologia produto da topologia padriao de R).

Exercicio 5. Seja X um conjunto ordenado. Se Y é um subconjutno préprio de X (i.e.
Y CXeY # X) que é convexo em X, é verdade que Y é um raio ou intervalos de X?

Exercicio 6. Mostre que a topologia da ordem do diciondrio em R x R é a mesma da
topologia produto R4 X R, onde R4 denota R munido da topologia discreta. Compare tal
topologia com a topologia padrio de R2.

Exercicio 7. Seja I = [0, 1]. Compare a topologia produto de I x I, a topologia da ordem
do diciondrio em I X I, e a topologia induzida em I x I por R x R quando este ultimo é
munido da topologia da ordem do dicionério.

2. CONJUNTOS FECHADOS, PONTOS DE ACUMULAGAO E ESPAGOS DE HAUSDORFF

Exercicio 8. Seja C uma colecao de subconjuntos de X. Suponha que () e X estao em C,
e que unides finitas e interseccoes arbitrarias de elementos de C estdao em C. Mostre que:
T={X-C|CeC}

é uma topologia em X.

Exercicio 9. Mostre que:

(a) Se A é fechado em Y e Y é fechado em X, entdo A é fechado em X

(b) Se A é fechado em X e B é fechado em Y, entdo A x B é fechado em X x Y

(c) Se U é aberto em X e A é fechado em X, entdao U — A é abertoem X e A — U é
fechado em X.

Exercicio 10. Sejam A, B e A, subconjunto de X. Prove as seguintes afirmagdes:
(a) Se A C B entdao A C B;

(b) AUB =AUTB;

(c) UA, D UA,. Dé um exemplo onde a igualdade falha.
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Exercicio 11. Critique a seguinte demonstragao do Exercicio 10(c):

Considere € UA,. Temos, da definicdo de fecho de um conjunto, que toda vizinhanca
U de x intersecta UA,. Desse modo, temos que U deve intersectar A, para algum a.
Assim, segue que x € A, para algum «. Dai, portanto, temos = € UA,.

Exercicio 12. Sejam A C X e B C Y. Mostre que, no espaco X X Y, temos:
AxB=AxB.
Exercicio 13. Mostre que:

(a) Toda topologia da ordem é Hausdorff;
(b) O produto de dois espagos de Hausdorff é Hausdorff;
(c) Os subespagos de um espaco de Hausdorff sdo Hausdorff.

Exercicio 14. Mostre que X é Hausdorfl se e somente se a diagonal {x X z | x € X} é
fechada em X x X.

Exercicio 15. Na topologia do complemento finito em IR, para quais pontos de R a
sequéncia x, = 1/n converge?
Exercicio 16. Considere as cinco topologias de R descritas no Exercicio 4 da Lista 1.
(a) Determine o fecho do conjunto K = {1/n | n € Z4} nessas topologias;
(b) Quais dessas topologias sao Hausdorff? Quais satisfazem o axioma 737
Exercicio 17. Se A C X, definimos o bordo de A pela equagao:

BdA=AnN(X — A).

Mostre que IntA e BdA sdo disjuntos, e A = IntA U BdA;
Mostre que BdA = () se e somente se A é simultaneamente aberto e fechado;
Mostre que U é aberto se e somente se BAU = U — U;

e U é aberto, é verdade que U = Int(U)? Justifique.
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3. FuNgOEs CONTINUAS

Exercicio 18. Prove que, para funces f : R — IR, as definigbes de continuidade por
€ — 0 e a de continuidade por abertos sdo equivalentes.

Exercicio 19. Suponha f : X — Y continua. Se = é ponto de acumulacdo de A C X, é
necessariamente verdade que f(z) é ponto de acumulagao de f(A)?

Exercicio 20. Sejam X e X' dois espagos topoldgicos num mesmo conjunto. Sejam 7 e
7' suas topologias, respectivamente. Seja i : X’ — X a funcio identidade.

(a) Mostre que i é continua se e somente se 7' é mais fina que 7;
(b) Mostre que i 6 homeomorfismo se e somente se 7 = 7'.

Exercicio 21. Dados z9g € X e yo € Y, mostre que as fungdes f : X — X x Y e
g:Y — X xY definidas por

fle)y=zxyo e gly)==z0xy
sao mergulhos.

Exercicio 22. Mostre que (a,b) C R é homeomorfo a (0,1) C R, ie. existe um
homeomorfismo entre (a,b) e (0, 1).

Exercicio 23. Encontre f : R — R continua num tnico ponto.
Exercicio 24. Suponha f: R — R ”continua a direita”’, i.e.,
lim f(z) = f(a),
z—at
para todo a € R. Mostre que f é continua quando consideramos f como fungao de R; em

R.

Exercicio 25. Seja Y um conjunto ordenado munidoda topologia da ordem. Sejam
f,9: X — Y funcoes continuas. Considere h : X — Y definida por

h(z) = min{f(z), g(x)}.

Mostre que h é uma aplicacao continua. (Use o Lema de Colagem)
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Exercicio 26. Seja {A.} uma colegdo de subconjuntos de X; Seja X = UsAs. Seja

f: X — Y, suponha que f|a, é continua para todo a.

(a) Mostre que se a colegao { A} é finita e cada conjunto A, é fechado, entdo f é continua.

(b) Encontre um exemplo onde a colegdo {An} é enumerével e cada A, é fechado, mas f
nao é continua.

(¢) Uma familia indexada {A.} é dita localmente finita se cada ponto € X tem uma
vizinhanga que intersecta A, para apenas finitos valores de . Mostre que se a familia
{A.} é localmente finita e cada Ay é fechado, entdo f é continua.

Exercicio 27. Seja F' : X xY — Z. Dizemos que F' é continua em cada varidvel
separadamente se para cada yo € Y, a fungdo h : X — Z definida por h(z) = F(z X yo)
é continua e para cada zo € X, a funcéo k : Y — Z definida por K(z) = F(xo X y) é
continua. Mostre que se F' é continua, entdo F' é continua em cada variavel separadamente.

Exercicio 28. Seja A C X; seja f: A — Y confinua; seja Y espago de Hausdorff. Mostre
que se f puder ser extendida a uma fungao continua g : A — Y, entdo g é univocamente
determinada por f.
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