TOPOLOGIA 1 - LISTA 3

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. ESPACOS METRICOS
Exercicio 1. (a) Em R", defina
d'(x,y) = |z1 = yi| + -+ + [&n — ynl.
Mostre que d’ é um métrica que induz topologia usual de R™. Esboce os elementos

da base da topologia gerada por d’ para n = 2.
(b) De modo mais amplo, dado p > 1, defina

n 1/p
d/(x7 y) = |:Z |xl - yip:| ’
i=1
para X, y € R". Assuma que d’ é métrica. Mostre que tal métrica induz a topologia
usual de R™.

Exercicio 2. Seja X um espago métrico com métrica d.
(a) Mostre que d : X x X — R ¢é uma fun¢ao continua.
(b) Denote por X’ um espago topoldégico sobre o mesmo conjunto X. Mostre que se
d: X' x X’ =+ R é continua, entdo a topologia de X’ é mais fina que a topologia de
X.
Observagao: Isso mostra que a topologia induzida por d é a topologia menos fina
(mais grossa) relativa a qual d é continua.

2. FungoEs CoNTINUAS EM EsPAGOs METRICOS

Exercicio 3. Sejam X e Y espacgos métricos com métricas dx e dy, respectivamente.
Mostre que f: X — Y é continua se e somente se

Vo € X, Ve > 0, existe § > 0 tal que [ dx(x,y) < § = dy (f(x), f(y)) < €]

Exercicio 4. Sejam X e Y espacos métricos com métricas dx e dy, respectivamente.
Seja f: X — Y tal que para todo par de pontos 1,2 € X vale

dy (f(x1), f(z2)) = dx (21, 22).

Mostre que f é um mergulho. Tal fungdo é denominada mergulho isométrico de X em
Y.

Exercicio 5. Defina f, : [0,1] — R pela equagao fn(x) = z™. Mostre que a sequéncia
(fn(z)) converge para cada x € X, mas que a sequéncia (f,) ndo converge uniformemente.

Exercicio 6. Sejam X um espago topoldgico e Y um espago métrico. Seja fn : X — Y
uma sequéncia de fungdes continuas. Seja x, uma sequéncia de pontos de X que converge
para x. Mostre que, se a sequéncia (f,) converge uniformemente para f, entdo (fn(zn))
converge para f(x).

CENTRO DE MATEMATICA, COMPUTAGAO E COGNIGAO,
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

E-mail address: sinue@ufabc.edu.br

URL: http://sinue.ufabc.edu.br/



