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1. Espaço produto e com topologia por caixas

Exerćıcio 1. Seja {Xα} uma famı́lia de espaços Hausdorff. Mostre que
∏

Xα é Hausdorff
tanto na topologia produto quanto na topologia por caixas.

Exerćıcio 2. Seja {Xα} uma famı́lia indexada de espaços topológicos; sejam Aα ⊂ Xα

para cada α. Mostre que tanto na topologia produto quanto na topologia por caixas em∏
Xα vale que: ∏

Aα =
∏

Aα.

Exerćıcio 3. Seja f : A →
∏

α∈J
Xα dado por

f(a) = (fα(a))α∈J ,

onde fα : A → Xα para cada α. Mostre que se
∏

Xα tem a topologia produto, então f é
cont́ınua se e somente se fα é cont́ınua para todo α.

Exerćıcio 4. Mostre que em R
ω com a topologia por caixas a função f : R → R

ω dada
por f(t) = (t, t, t, t, . . . ) não é cont́ınua.

Exerćıcio 5. Considere x1, x2, . . . uma sequência de pontos no espaço produto
∏

Xα.
Mostre que a sequência converge a um ponto x se e somente se πα(x1), πα(x2), . . . converge
para πα(x) para cada α. Isso vale na topologia por caixas?

Exerćıcio 6. Seja R
∞ o subconjunto de R

ω formado pelas sequências (xi)i∈Z+
tais que

xi 6= 0 apenas para uma quantidade finita de ı́ndices. Qual o fecho de R
∞ em R

ω nas
topologias produto e por caixas? Justifique.

2. Espaço Quociente

Exerćıcio 7. (a) Considere R
2

= R
2 ∪ {∞} com a topologia gerada pelas bolas abertas

B(x0, ǫ) = {x ∈ R
2; ||x− x0|| < ǫ} e pelas bolas centradas no infinito B(∞, ǫ) = {x ∈

R
2; ||x − x0|| > ǫ} ∪ {∞}. Mostre que R

2

é homeomorfo a esfera S2 = {(x, y, z) ∈
R

3;x2 + y2 + z2 = 1} (use a projeção estereográfica).
(b) Considere X = {(x, y);x2 + y2 ≤ 1} e S1 = {(x, y);x2 + y2 = 1}. Considere X∗ o

espaço quociente obtido a partir de X identificando-se os pontos de S1. Mostre que

X∗ é homeomorfo a R
2

.
(c) Conclua que o espaço quociente X∗ é homeomorfo à S2.
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