TOPOLOGIA - LISTA DE PRODUTO E QUOCIENTE

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

1. ESPACO PRODUTO E COM TOPOLOGIA POR CAIXAS

Exercicio 1. Seja { X} uma familia de espagos Hausdorff. Mostre que [] X é Hausdorff
tanto na topologia produto quanto na topologia por caixas.

Exercicio 2. Seja {X,} uma familia indexada de espagos topoldgicos; sejam A, C X
para cada a. Mostre que tanto na topologia produto quanto na topologia por caixas em

[T X. vale que:

[[4«=]] Aa-
X, dado por
fla) = (fa(a))acs,

onde fo : A — X, para cada a. Mostre que se [[ Xo tem a topologia produto, entao f é
continua se e somente se f, é continua para todo .

Exercicio 3. Seja f: A =[],

Exercicio 4. Mostre que em R® com a topologia por caixas a funcado f : R — R” dada
por f(t) = (t,t,t,¢,...) ndo é continua.

Exercicio 5. Considere z1,x2,... uma sequéncia de pontos no espago produto [] Xa.
Mostre que a sequéncia converge a um ponto x se e somente se 74 (1), Ta(Z2), . .. converge
para o (z) para cada «. Isso vale na topologia por caixas?

Exercicio 6. Seja R* o subconjunto de R* formado pelas sequéncias (z;)icz, tais que
x; # 0 apenas para uma quantidade finita de indices. Qual o fecho de R*° em R nas
topologias produto e por caixas? Justifique.

2. ESPACO QUOCIENTE

Exercicio 7. Seja X o subespago [0,1]U[2,3] de R, e Y o subespaco [0, 2] de R. Considere
p: X — Y definida por:

I,

= para z € [0,1
p(m)—{ x—1 paraz€[2,3]

(a) Mostre que p é sobrejetiva, continua e fechada (logo quociente).
(b) Mostre que p nao é aplicagio aberta.
(c) Se q é a restricao de pa A =1[0,1) U [2,3], ¢ é fungdo quociente? Prove sua resposta.

Exercicio 8. (a) Prove que, se f: X - Y e g:Y — Z sado fungdes continuas tais que
go f é quociente, entdo g é quociente.

(b) Suponha que f seja sobrejetora, é possivel concluir que f é fungdo quociente? Prove
ou exiba um contra-exemplo.

(c) Mostre que, se f: X — Y é continua e existe A C X tal que f(A) =Y e a restri¢ao
fla é fungado quociente, entdo f é quociente.

Exercicio 9. (a) Seja p : X — Y uma fungdo continua. Mostre que, se existe uma
aplicagao continua f : y — X tal que po f é a identidade de Y, entdo p é fungao
quociente.

(b) Se A C X, uma retra¢ao de X sobre A é uma aplicacdo continua r : X — A tal que
r(a) = a para todo a € A. Mostre que uma retragdo é uma aplica¢do quociente.
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Exercicio 10. Seja m1 : R x R — R a projegdo na primeira coordenada. Seja A o
subespago de R x R formado pelos pontos x X y tais que £ > 0 ou y = 0 (ou ambos); seja
q : A — R obtida pela restrigdo de m. Mostre que g é uma fungido quociente que nao é
aberta nem fechada.

Exercicio 11. (a) Considere R’ = R2U {oo} com a topologia gerada pelas bolas abertas
B(zo,¢) = {z € R?; ||z — zo|| < €} e pelas bolas centradas no infinito B(co,¢) = {x €
R?; ||z — xo|] > ¢} U {oo}. Mostre que R’ ¢ homeomorfo a esfera S = {(z,y,2) €
R?; 2% + y? + 22 = 1} (use a projecio estereografica).

(b) Considere X = {(z,y);2> +9*> < 1} e S* = {(x,9);2® +3*> = 1}. Considere X* o
espaco quociente obtido a partir de X identificando-se os pontos de S*. Mostre que
X* é homeomorfo a K.

(c) Conclua que o espaco quociente X* é homeomorfo & S2.
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