TOPOLOGIA I (2016)
PROVA 1

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

IMPORTANTE:

e Escolham 4 das 5 questoes abaixo, indicando sua escolha no inicio da prova (abaixo
do nome).

e Na auséncia da apresentagao da escolha serao corrigidos APENAS os
exercicios de namero 1 a 4. Nesse caso, o exercicio 5, mesmo que corretamente
resolvido, serd completamente ignorado durante a corregao desta prova.

e Boa Proval

Exercicio 1 (2,5). Sejam X um conjunto nao-vazio e {7;}ic; uma colegdo (nio-vazia)
de topologias sobre X.
(a) Mostre que [),c; 7: ¢ uma topologia para X.
(b) Exiba um contra-exemplo que prove que |
para X.
[Dica: Pense em X com apenas trés elementos.]

sc1 Ti nao é necessariamente uma topologia

Resolugao: (a) (1) X,0 € 7; para todo ¢ € I, pois todo 7; é topologia. Logo
)(7 @ S miEI Ti.
(ii) Se U; é elemento de [,.; 7 para todo j € J, entdo U; € 7; para todo i € I e
todo j € J. Logo U, ; U; € 7 para todo i € I. Portanto, ;. ,; U; € ;¢ Ti-
(iii) Se U,V sdo elementos de [);c; i, entdo U,V € 7; para todo ¢ € I. Logo
UNYV €7 para todo i € I. Portanto UNV € (o, 7.
Logo, ;¢ Ti é topologia em X.
(b) Sejam X = {a,b,c}, 1 ={0,X,{a}} e 2 = {0, X,{b}}. Temos 71 e 2 topologias em
X porém 7 =11 Ure = {0, X, {a}, {b}} néo é topologia pois {a,b} = {a} U {b} ¢ .

Exercicio 2 (2,5). Sejam X e Y espacos topolégicos, (zn)nen uma sequéncia em X
e (yn)nem uma sequéncia em Y. Mostre que a sequéncia (.’En X Yn)nen converge para
x Xy € X XY seesomente se (Tn)new converge para € (Yn)neN CONVErge para y.

Resolucgao:
Suponha que limz, X y, = X y. Provemos que limz,, = x.

Seja U vizinhanga de x. Dai U X Y é vinhanga de z X y. Como limx,, X y, = x X y,
existe no tal que se n > no entdo x, X yn € U X Y. Logo, para este dado ng vale que se
n > ng entao x, € U. Logo limz,, = x.

Analogamente demonstra-se que limy, = y.

Reciprocamente, suponha limz, = x e limy, = y. Seja A vizinhanga de = x y. Por
defini¢ao de topologia produto, existe U C X e V C Y abertos tais que zxy € UxV C A.

Como limx, = x, existe n1 tal que se n > ny entdo x, € U. Como limy, = y, existe
ng tal que se n > ng entdo y, € V. Tome ng = maz{ni,na}.

Dai, se n > no temos =, X y, € U x V C A.

Logo limz, X y, = X y.

Exercicio 3 (2,5). Seja m1 : R x R — R a proje¢do na primeira coordenada.

(a) Mostre que 71 é uma fungao quociente.
(b) Mostre que C' = {x X y;xy = 1} é fechado e use C' para concluir que 71 nao é uma
aplicagao fechada.
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Resolucgao: (a) Toda aplicagao aberta é quociente. Provemos que 71 é aberta.
Por definigao, a base da topologia produto de R x R é formada por conjuntos do
tipo U x V onde U e V s@o abertos de R. Logo todo aberto A de R x R é da forma:

el

Dai temos:

7T1(A) = T <U U—; X W) = U7T1(U~; X VZ) = U Ui.
i€l i€l i€l
Logo m1(A) é aberto.
(b) C é o gréfico de f: R — {0} — R dada por f(z) = 1/z, que é uma funcao continua
com imagem num espac¢o Hausdorff. Provemos:

Proposicao 0.1. Se f: X — Y € fun¢do continua e Y é Hausdorff, entao graf(f) =
{z x y;y = f(x)} € subconjunto fechado de X X Y.

Demonstragao. Considere x X y € X XY com y # f(x) Sejam Vi e Va abertos de YV
que separam y e f(z). Seja U vizinhanga de z tal que f(U) C Va. E fécil ver que
U x Vi é vizinhanga de = X y que ndo intersecta graf(f). Logo o complementar de
graf(f) é aberto. O

Assim C' é fechado e m1(C) = R — {0} n&o é fechado. Logo w1 néo é aplicagao
fechada.

Exercicio 4 (2,5). Seja Y um conjunto simplesmesmente ordenado munido da topologia
da ordem. Sejam f,g: X — Y fungles continuas.

(a) Mostre que o conjunto C = {z; f(z) < g(x)} é fechado em X.
(b) Seja h: X — Y a funcao definida por

h(z) = min{f(z), g(x)}.

Use o Lema de Colagem para mostrar que h é continua.

Resolugao: (a) Mostremos que A =X — C = {z; f(z) > g(z)} é aberto.
Seja zg € A. Dai f(xo) > g(zo)-
Dividamos a andlise em dois casos:
(i) Se existe d € Y tal que f(zo) > d > g(zo).
Dai V = f'((d,400)) Ng ' ((—o0,d)) é uma vizinhanca de zo contida em A.
(ii) Se NAO existe d € Y tal que f(zo) > d > g(xo), temos que f(zo) é sucessor
imediato de g(zo).
Dai V = f~* ((g(z0), +00)) Ng~* ((—o0, f(x0))) é uma vizinhanca de z¢ contida
em A.
Logo z¢ é ponto interior de A. Como xo é arbitrario temos que A é aberto, e,
portanto, C' é fechado.
(b) E facil ver que h: X — Y ¢ a funcio definida por

_ | f@)  se f(x) <g(x)
v ={ 10 =B E e
Por (a), C1 = {z; f(z) < g(x)} e Co = {z;g(z) < f(x)} sdo fechados. f(z) é continua

em Ci e g(x) é continua em C3. Além disso, f e g coincidem em C7 N Cs. Logo, pelo
Lema de Colagem, h(z) é continua.

Exercicio 5 (2,5). Se A C X, definimos o bordo de A pela equagao:

BdA=4n(X — A).

(a) Mostre que IntA e BdA sdo disjuntos, e A = IntA U BdA;
(b) Mostre que BdA = () se e somente se A é simultaneamente aberto e fechado;
(c) Mostre que U é aberto se e somente se BAU = U — U;
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Resolugao: (a) Como IntA C A temos X —A C X —IntA. Visto que IntA é aberto

X —IntA é fechado. Dado que (X — A) é o menor fechado que contém (X — A) temos

(X —A) C X —IntA. Portanto (Xa)NIntA = . Como BdA C (X — A) segue que
BdAN IntA =.

Quanto a igualdade A = IntAUBdA, claramente temos A O IntAUBdA. Suponha
agora que x € A e ¢ IntA. Dai toda vizinhanca de x intersecta A e X — A. Logo
€ AN(X — A) = BdA.

Se BdA = () entdo, por (a), IntA = A. Como IntA C A C A segue que IntA = A, logo
A é aberto, e A = A, logo A é fechado.

Reciprocamente, se A é aberto e fechado A = A e (X — A) = (X — A). Logo

BdA=ANn(X -A)=An(X - A) =0.

Se U éaberto (X —U) = (X—U). DaiBAU =UN(X -U)=UNX-U)=U-U.
Reciprocamente, se © € U temos que z ¢ BdU. Como U = IntU U BdU temos
x € IntU. Logo U é aberto.
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