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1. Lema e Teorema de Urysohn

Exerćıcio 1. Mostre que um espaço conexo normal com mais de um ponto é necessaria-
mente não enumeravel.

Nota 1.1. Dizemos que uma função cont́ınua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 para x ∈ A,
f(x) = 1 para x ∈ B é separa A e B, pois f−1

(
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)
)

e f−1
(
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2
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)

são abertos disjuntos
que separam A e B.

Exerćıcio 2. Observamos que o Lema de Urysohn não pode ser generalizado trocando-se
X normal por X regular e f : X → [0, 1] cont́ınua que separa A e B fechados disjuntos
por g : X → [0, 1] cont́ınua que separa A fechado e x /∈ A.

Qual passo da demonstração do lema de Urysohn não pode ser generalizado? Explique.

Exerćıcio 3. A ⊂ X é dito ser um Gδ-conjunto em X se A é a intersecção de uma coleção
enumerável de abertos de X. Prove o seguinte teorema:

Teorema 1.2. Seja X normal. Então existe uma função f : X → [0, 1] cont́ınua tal que
f(x) = 0 para x ∈ A, e f(x) > 0 para x /∈ A, se e somente se A é um fechado Gδ-conjunto
em X.

Nota 1.3. Uma tal função é dita nula precisamente em A.

[Dica: Some as funções...]

Exerćıcio 4. Prove:

Teorema 1.4 (Forma forte do Lema de Urysohn). Seja X espaço normal. Existe uma
função cont́ınua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 para x ∈ A, f(x) = 1 para x ∈ B e
0 < f(x) < 1 caso contrário, se e somente se A e B são Gδ-conjuntos fechados disjuntos
em X.

Exerćıcio 5. Dê um exemplo de espaço de Hausdorff X com base enumerável não me-
trizável.

Exerćıcio 6. Seja X um espaço de Hausdorff compacto. Mostre que X é metrizável se e
somente se X tem base enumerável.

Espaços Métricos Completos e Teorema de Ascoli

Exerćıcio 7. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos, com Y completo. Seja A ⊂ X.
Mostre que se f : A → Y é uniformemente cont́ınua, então f pode ser univocamente
estendida a uma função cont́ınua g : A → Y , e g é uniformemente cont́ınua.

Exerćıcio 8. Se (X, d) é um espaço métrico, dizemos que f : X → X é uma contração
se existe um número α < 1 tal que:

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y)

para todos x, y ∈ X.
Mostre que se f é contração de um espaço métrico completo, então existe um único

ponto x ∈ X tal que f(x) = x.

Exerćıcio 9. Prove:
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Teorema 1.5 (Unicidade do Completamento). Sejam h : X → Y e h′ : X → Y ′ mergu-
lhos isométricos do espaço métrico (X, d) nos espaços métricos completos (Y,D) e (Y ′, D′),

respectivamente. Então existe uma isometria de (h(X), D) e (h′(X), D′) que é igual a
h′h−1 no subespaço h(X).

Exerćıcio 10. Demonstre:

Teorema 1.6 (Teorema de Arzela). Sejam X compacto e fn ∈ C(X,Rk). Se a coleção
F = {fn} é pontualmente limitada e equicont́ınua, então a sequência (fn) admite uma
subsequência uniformemente convergente.

Exerćıcio 11. Considere C([0, 1],R) munido da métrica do sup ρ. Mostre que a bola

B(0, 1) = f ∈ C([0, 1],R); ρ(0, f) ≤ 1 é fechada, limitada, mas não compacta.
[Dica: Mostre que a famı́lia F = {xn} ⊂ B(0, 1) é não é equicont́ınua.]

Exerćıcio 12 (Extra). Seja (X, d) um espaço métrico. Mostre que existe um mergulho
isométrico h de X num espaço métrico completo (Y,D) da seguinte forma:

Seja X̃ o conjunto formado por todas as sequências de Cauchy

x = (x1,x2, . . . )

de X. Defina x ∼ y se
d(xn, yn) → 0.

Denote por [x] a classe de equivalência de x, e seja Y o conjunto formado por essas classes
de equivalência. Defina em Y a métrica D dada por

D([x], [y]) = lim
n→+∞

d(xn,yn).

(a) Mostre que ∼ é uma relação de equivalência e D uma métrica bem definida.
(b) Defina h : X → Y por

h(x) = [(x, x, . . . )].

Mostre que h é mergulho isométrico.
(c) Mostre que h(X) é denso em Y provando que, dado x = (x1,x2, . . . ) ∈ X̃, a sequência

h(xn) de pontos de Y converge para [x] ∈ Y.
(d) Mostre que se A é subconjunto denso de um espaço métrico (Z, ρ), e toda sequência

de Cauchy em A converge em Z, então Z é completo.
(e) Prove que (Y,D) é completo.

Nota 1.7. (Y,D) é o completamente de (X, d).
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