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Exerćıcio 1. Seja {Aα} uma coleção de subconjuntos de X; Seja X = ∪αAα. Seja
f : X → Y ; suponha que f |Aα

é cont́ınua para todo α.

(a) Mostre que se a coleção {Aα} é finita e cada conjunto Aα é fechado, então f é cont́ınua.
(b) Encontre um exemplo onde a coleção {Aα} é enumerável e cada Aα é fechado, mas f

não é cont́ınua.
(c) Uma famı́lia indexada {Aα} é dita localmente finita se cada ponto x ∈ X tem uma

vizinhança que intersecta Aα para apenas finitos valores de α. Mostre que se a famı́lia
{Aα} é localmente finita e cada Aα é fechado, então f é cont́ınua.

Resolução:
Item (c):

Usaremos na demonstração o seguinte Lema:

Lema 0.1. Sejam Y espaço topológico e {Vβ}β∈B uma famı́lia localmente finita de sub-

conjuntos de Y . Então
⋃

β∈B
Vβ =

⋃
β∈B

Vβ.

Seja V um fechado de Y . Observe que f−1(V ) =
⋃

α∈I
(f |Aα

)−1(V ) e que cada

(f |Aα
)−1(V ) é fechado em Aα, que, por sua vez, é fechado em X. Assim temos que

cada (f |Aα
)−1(V ) é fechado em X.

Observando que (f |Aα
)−1(V ) ⊂ Aα, é fácil ver que a coleção {(f |Aα

)−1(V )}α∈I é
localmente finita (pois {Aα} é localmente finita).

Tomando Fα = (f |Aα
)−1(V ) o Lema acima mostra que:

f−1(V ) =
⋃

α∈I

Fα =
⋃

α∈I

Fα =
⋃

α∈I

Fα = f−1(V ).

Dáı, como imagem inversa por f de fechado é fechada, f é cont́ınua.

Demonstração do Lema:
⋃

β∈B
Vβ ⊂

⋃
β∈B

Vβ vale sempre (Lista 2, Exerćıcio 10(c)). Mos-
tremos agora a outra inclusão.

Seja x ∈
⋃

β∈B
Vβ. Como a famı́lia é localmente finita, existe N vizinhança de x que

intersecta apenas finitos elementos da coleção, digamos Vβ1
, . . . , Vβn

.

Suponha x /∈ V β1
∪ · · · ∪ V βn

. Dáı temos que N ∩ [Y − (V β1
∪ · · · ∪ V βn

)] é uma
vizinhança de x que não intersecta

⋃
β∈B

Vβ.

Absurdo pois x ∈
⋃

β∈B
Vβ. �

Nota 0.2. Lista 3, 1(b): Nesse exerćıcio é necessário usar a equivalência de normas de
R

n, i.é, se ||x||1 =
∑n

i=1
|xi| e || · || é uma norma qualquer de Rn, então existem A,B ∈ R

tal que:
A||x|| ≤ ||x||1 ≤ B||x||

para todo x ∈ Rn.
Uma demonstração dessa equivalência pode ser encontrada em:
http://www.math.uci.edu/~toikhber/TEACH/W11/210B/HMW/HW7/sol.pdf
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