EXERCICIOS RESOLVIDOS E RESULTADOS UTEIS

SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI

Exercicio 1 (5 da Lista 4). Seja’Y C X. Sejam X e Y conexos. Mostre que, se A ¢ B
formam uma separacdo de X — Y, entdo Y U A e Y U B s@o conexos.

Resolucgao:
Usaremos na demonstragao o seguinte Lema:

Lema 0.1. Se Y € subespaco de X, Y = AU B € uma separagao de Y se e somente se:
ANB=0 e ANB=1

Provaremos que Y U A é conexo (A prova de que YU B é conexo é totalmente andloga).
Suponha Y U A néo conexo, isto é, que existe Y U A = C' U D separagdo. Dali:
X=X-Y)UY=(BUA)UY =BU((AUY)=BU(CUD)=(BUC)UD,
onde todas as unioes acima sao disjuntas.
Provaremos que X = (BUC)U D é uma separagao de X, o que serd absurdo uma vez
que sabemos X conexo. Para isso provaremos que (BUC)ND =0e (BUC)ND = .
Como Y é conexo e Y UA =C U D, sabemos que Y C C' ou Y C D. Suporemos, sem
perda de generalidade, que Y C C. o . o
Pelo Lema acima temos ANB =0, ANB=0,CND=0eCnND=40.
Mostraremos agora (B UC) C B U C, donde seguird que (BUC)N D = ( (pois (B U
C) U D é uniao disjunta).
Primeiro temos: o
(BUC)cCcBUC.
Como ANB=0eCND ={ segue:
BUuCC (X -AU(X-D).
Uma vez que X = BUAUY e X = (BUC) U D vemos que:
(X-A)UX-D)=(YUB)U(BUC).
Finalmente, como Y C C, obtemos:
(YuB)U(BUC)C BUC.

Conclusao: (BUC) C BUC.

Para mostrar agora que (B U C)N'D = ) provemos que D C D.

Como YUA=CUDeY C Ctemos D C A. Daf temos D C A. Visto que ANB = §,
temos: o

DCAC(X-B).
Por outro lado, como C N'D = ) temos:
Dc(X-0).
Donde temos: .
DcCc(X-C)u(X-1B).

Finalmente, como X = BUC U D segue D C D. Assim, (BUC)ND = .

Logo, pelo Lema, X = (BUC) U D é uma separagio de X.
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